® Problematica Prelucrarii Semnalelor

® .0 Problema matematica
& Problema directa I

» Fie un semnal f € $P(7) si o bazd numirabild & = { e, }neN c s ().
Se cere sd se descompund semnalul in “componentele” sale, determinate de baza:

& Adica sa se determine valorile coeficientilor din descompunere. |

® Problema inversa I

« Fie un semnal necunoscut f € S°(J7) si 0 bazi numarabili & = { €, }neN c 8" (F).

Daca se cunosc valorile coeficientilor descompunerii semnalului in baza data, se cere
sad se reconstruiasca semnalul initial cu ajutorul componentelor sale.

Observatii |

& Problema directi: dificili; problema inversi: banali. | (€n:€r)=8,[m-n], YmneN

<+ Dificultatea majora: selectarea unei baze adecvate.

* Dacd spatiul de semnale e Hilbert i se poate specifica I/ - < f ’en> , VN € NI

o bazd ortonormati, problema se simplifica. <417 >




® Problematica Prelucrarii Semnalelor
®.® Problema inginereascéd

% Problema analizei de semnal (a descompunerii) I

« Fie un semnal f € S°(J7) si o bazi numirabili & = { e, }neN c sP(e7).
Se cere si se construiascd un nou semnal ¢ € S°(S7) cu urmitoarele proprietati:
N

1. ¢ se poate exprima in forma: @ = chen , unde: N € N este fixat si finit, iar
n=0
e C se pot determina numai cu ajutorul semnalului si al
bazei specificate.
2. ¢ aproximeazad semnalul original cu precizie controlata: pentru orice € > 0,

existd ¢ € S (7)) (depinzind de ¢), astfel incit: || f— (|)|| <E.

= Problema sintezei de semnal (a reconstructiei) I

» Fie un semnal necunoscut f € SP(57) si o0 bazi numarabili & = { e }neN c sP(7).
Daci s-a construit un model matematic ¢ € S°(S7)al semnalului, se cere si se indice
valoarea f (t;) (unde t, € &7 ), cu un grad de precizie determinat de ¢.

coeficientii {Cn }

fAnaliza I 'cn:<f,en>, VneNl

& Daca baza este orfonormatd: |< . ) - Z < f o >e
¢ Eliminarea / diminuarea redundantei. | \M S <18 >




® Problematica Prelucrarii Semnalelor
®.0© O solutie clasicd (Joseph FOURIER)

Orice semnal poate fi considerat ca o suprapunere aditiva de
semnale atomice “monofrecventiale”, de diferite amplitudini.

Teorema de aproximare punctuald a lui DIRICHLET-FOURIER | ¢ y| £ -
_— Combinafie liniark e “armonice clemertate”.

& Introducerea conceptelor de “serie Fourier’ si “analizi armonicd’. |

Solutia lui FOURIER pentru semnale continuale I f e Z([-, +7T])|
Baza armonici a lui <72 [ 7T, +7] II::) {1 sint,cost,..., M,cosnt,..}

Cl ecn

eea lui FOURIER

sn !

@ Ortogonalitatea bazei armonice |:] e =27 {ewen) = 73, [n —m]

def *7

<f,g>=jf(t)g(t)dt‘ (6,6,) =0 K& .em)= nSO[n—m]l

0 ™~sn cn ?~cm
—7T

<e0'ecn>:0 <esn'ecm> Ol

vn, m eN*l

¢ Nu si normats! | <<19(»




® Problematica Prelucrarii Semnalelor
®.© O solutie clasica (Joseph FOUER)

Formulele lui FOURIER | #73 .
Coeficientii (Iui) FOURIER Formulele lui FOURIER | Seria (lui) FOURIER

Analiza I Sintei/
+T PC

=—<f,eo>=ij f(tydt| B, =0 f(t) =0, + Y (o, cosnt+p, sinnt)
T 27 *

n>1

¢ Convergentd punctuald vte[-n tn] |
——  (slabd) si nu uniforma!

1 1+TI:
=—(f,e )=—| f(t tdt
o, n( &) RI (t)cosn

i 7 Armonici elementard de frecventd n/2n
(e ) —j f (t)sinntdt
. | . VneN
\ vneN| @an(t)zancosnt+[3n5|nnt|—€|
= Vte [—TE,-H'C]l
Interpretarea lui Fourier | o g ﬁ
ﬂ \ /hme spectrala oo/ (t) = P sin(nt + ¢, )
o B
nj fazi spectrald < d

N
PARSEVAL | et = 0, =Ofias sl (o, cosm+p,sinn)
n=1




O Algebra secventelor discrete de semnal

I:» Ramurd importanti a Prelucrérii Semnalelor.

® Permite reprezentarea semnalelor cu ajutorul
unui mijloc automat de calcul

Prelucrarea Numericd a Semnalelor
(DSP - Digital Signal Processing)

Semnal discret < 1 o dif
(digital) r::) Secventa discretd de numere (reale sau complexe) | X = { }neZ

> direct, prin intermediul unui sistem discret
® Generate: . _ esantion
» prin esantionarea semnalelor continuale ¥
Multimea < ¢ Pot avea proprietiti diferite de ale
serfmalelor d semnalelor continuale originale.
discrete
e include, printre alte clase de semnale, spatiile lui Lebesgue ¢° (7~ )l
Exemple simple de semnale discrete I
Impulsul unitar A Treapta unitard | Uop
(simbolul ni Kronecker) | ¢ I
1Q 1
ol ={ "< E | wpm = "<
OO O OO OOt O OO OO OO % 7
2100112 --- n e 2112 e

Impulsul Dirac <—— ¢ n timp continuu |— Treapta Heaveside | < 21>




O Algebra secventelor discrete de semnal

Treapta unitard I:) Prototipul semnalelor cauzale I Semnale anti-cauzale

(\Nule in stinga Nule in dreapta
> originii timpului. originii timpului.
def (0 , n<0 e Semnalele care nu sunt nici cauzale, def (0, n>0
Ug[n] = . i anti- 1 i Up[-n—-1] =
n>0 nici anti-cauzale se numesc ne-cauzale. 1 . n<=4

¢ Orice semnal se poate exprima cu ajutorul a doui componente:
una cauzald si alta anti-cauzald.

@n]uo[nl i g[n]uo[m?l>
x[n] X, [n]

VneZl

Impulsul vnitar ||:) Doui exprimiiri remarcabile: I
1 8o[n] = u,[n] - u,[n —1]|

¢ Exprimarea cu ajutorul componentelor
v n E Z . - 2
8,[n] =u,[-n] - U, [N -1 cauzald si anti-cauzald nu este unica.
. b
| notatie specificid
e Existd semnale care nu fac parte din spatiile lui Lebesgue. m semnalelor periodice

Exemplu Il:) Orice semnal (discret) periodic, de perioadd N |ﬁ n]=X[n+kN]|vn,k e Zl

3 N toate semmalele contimual seriodice | 21T @ = Acos(@at + o) I_xIn] = f(nT,) = Acos(no,T, +¢)

u toate semnalele continual periodice | &} Vte RI—— o

conduc prin discretizare la semnale g @ / TEER\QI_ = Te EQ' =
=




© Algebra secventelor discrete de semnal

Operatii elementare cu semnale discrete in S |

def
e adunarea B Y = {X[n] + y[n]}neZ HM € Grup Abelian : {O} |
neZ

e clement nul:;

def .
o inmultirea xey ={x[n]y[n]}_ Zt} (sd ,°)| € Inel Comultativ

e clement unitar: {l}

e modularea cu scalari 5 g+ | € Spatiu Vectorial
(reali sau complecsi) O - X a X[n] neZ

S s | € Algebrd Comutativa

nez

0) baza? Aritmeticd de semnal I

(sd ’+") € Spatiu Vectorial | -’ -.

4 Proprietate remarcabild din cazul sistemelor liniare continue I

e Reprezentarea functiei pondere cu ajutorul
impulsului Dirac:

Sistem continuu

" ¢ Versiunile translatate ale
h(t) = j h(t d T b impulsului unitarPotjuca
un rol important in

60 h (t) h = VielR . .
— H(S) | constructia unei baze.

versiune translatati in timp a
impulsului Dirac |23 >




O Algebra secventelor discrete de semnal

(Sd ,+,-)| € Spatiu Vectorial I (e

' —k
i S, >
J& . @ Operatorul de d > d‘f" |
4 translatare temporals (q—k x)[n] - x[n — k]l 7
< —_— vnkeZ|

X
A /
_ | * Conventie: q° X = X
5 < - Liniaritate: ™ (ox+By) =a(q™x) +B(q"‘y)
d o i é » Principiul cumulirii deplasirilor temporale:
i‘ devansare a qfeqm=q ™"
k<0| . vmk eZ
% ‘ . def I def
% = & 1\ ) Baza canonici |I:>A = {q 6O}k€Z = {keZ
‘:—30 g E 0 Motk o n e Orice semnal discret se poate reprezenta notatie
.g § § Nzll(e:% in mod unic folosind baza canonica: naturali
E g,, - k29| x=Y x[k]5, < x[n]=> x[kI8,[n]=]> x[k]8,[n—K]
= @& keZ keZ keZ vneZ
= +o0
¢ Similaritate '
h(t) = [ h(x)s,(t—1)d
0 Y [o a T)Vttl(i(:[ evidenta. I/ |24 >




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Existd conexiuni intre
Prelucrarea Semnalelor si
Teoria Sistemelor?

Sistem dinamic discret
(Sistem de Prelucrare a Semnalelor Discrete)

e Caz particular remarcabil: sistemul liniar.
def

H(X)=Hx < H(ax+By)=aH(X)+BH(Y)

Principiul superpozitiei I ¢ Operatorul
) , comuta cu
e’ H transformarea
A | liniard
echivalenti cu e e

¢ Nu neapérat
H(X) =y R

Sistem de Prelucrare a
Semnalelor (Discrete)

semnal de . semnal de
intrare  functiede jegire
sistem
filtru (numeric),

transformare/transformats | <€| 25 P>




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Caracteristici ale sistemelor liniare |

& V= yikls, = 3 (HX)IKIB,

. def
-hkdﬂ'wem |:) /= “XEH@XW’J

keZ keZ
reprezentarea intrarii reprezentarea iesirii
in baza canonica in baza canonici

V —
Q ¢ In anumite conditii. I
y=H (Z x[k]é‘)k] =Y x[k]H&, =) x[kIh =D (Hx)[K]5,

keZ keZ keZ keZ

¢ Operatorul // nu comutd cu sumele infinite, in general, chiar dacd este liniar. |

e Liniaritatea se aplica prin definitic sumelor finite.
e In cazul combinatiei liniare canonice a semnalelor mérginite, operatorul comuta cu suma infinita,

deoarece, la fiecare moment valoarea acesteia este finita. ( < H H )l € Spatiu Banach
0d: . u

# Abordare practicéd I s .d |(- Spatiu Hausdorff
Ik cutopologie liniard

Z X[K]5, \(— Uniform
keZ Convergenta

"l

H comuta
cu suma

Sog csdl

= se opereazi cu semnale practice, adica mérginite ~

2 se defineste norma canonicé (sup) pe ﬂl::)HXH = Sup\x[n]\ <o

9 se defineste distanta asociati normei I::) d(x, y) = Hx -y

<426 >

= operatorul /7 este continuu in origine (deci peste tot)




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Caracteristici ale sistemelor liniare

e Continuitatea in origine a functiei de sistem este o forma de stabilitate intrinsecd a sistemului.

= Intréri cu valori din ce in ce mai apropiate de zero produc d Originea este un
iesiri din ce in ce mai apropiate de zero. atractor universal

y[n] = Z x[k]hk [n] |:> Iegirea se exprima cu ajutorul unei combinatii
keZ Ve Zl liniare de impulsuri unitare transformate.

¢ Practic, insd, este natural ca versiuni deplasate in timp ale
impulsului unitar s producd iesiri extrem de corelate intre ele.

Sistem invariant la deplaséri I:J Deplasarea in timp a intrérii cu un numéar de momente

normalizate produce deplasarea in timp a iegirii cu

¢ Nu neapdrat liniar. I acelagi numdr de momente normalizate.
e Majoritatea covirsitoare a sistemelor practice sunt invariante la deplasari. Secventa/functia

: . A a <. . - ondere a sistemului.
e Sistemele adaugd si o intirziere datoratd timpului mort intrinsec. P onot def

e Este natural ca sistemul sa nu aplice intirzieri diferite esantioanelor intrarii h, = h=H(5,

aflate 1a momente de timp diferite.
e Practic, pentru un sistem invarian la deplasari are loc urmatoarea proprietate remarcabila:

functia de sistem comuté cu operatorul de deplasare temporalé.
Hogq*=q ™ cH < H(@*x)=q“H (X)l Impulsurile unitare transformate sunt
B e "N VK eZ| versiuni deplasate in timp ale unui

hk = q_k holvk c Zl singur semnal:




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Caracteristici ale Sistemelor Liniare Invariante la Deplasiri (SLID) I .
def ¢ Nu neapérat cauzal. I
e Sunt caracterizate doar de secventa pondere: h = H o, | €& rispunsul la impuls al sistemului
e Jesirea unui SLID se exprima astfel: ‘Q
y[n]= > x[kIh [n]= > x[k]1(a™“h)[n] = > x[k]h[n - k]| FIR — cu rispuns finit la impuls |

keZ keZ keZ Ve Zl 7 hI

Introducerea unei noi operatii intre semnale
cu valori reale: convolutia (liniaré).

def

xxy=> x[KIQ"y) & (x* Y)[n]dif 2 x[klyln—K]

keZ keZ Yne Z

¢ Cu conditia ca suma din definitie si fie convergenta. I

cp?TT TTT?'%?

N, left OI N

right

IR — cu raspuns infinit la impuls

h
e Definitie similard in multimea semnalelor continuale:

def t%

(f*g)(t) = [ f(r)g(t-r)de

= vtcR) ?TTT?TT TTTTTT,

e Generalizare in cazul semnalelor cu valori complexe: 0l n

Xty = SARKI@TY) < (x+y)nl= 3 XKIyIn—K]
keZ keZ VﬂEZl < 28 >




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Structura indusa de convolutia (liniara) |

e Multimea semnalelor care pot fi “convolutate”™: S,y C Sy | d Nevidi II::) ¢ (@7 ) - ‘
=z

e Proprietiti: < (absolut sumabile)
X*y*ZEX*(y*Z)E(X*y)*Zl € asociativitate éDarnusereducela/I>
X*y=y*X| € comultativitate
X*(y+2)=x*y+xxz] € distributivitate fati de adunare

X*E|lOYy+PZ)=0oX* Y +PX*Z
( y+P ) y P € bi-liniaritate

(oy +Bz)* x = oy * X + Bz * X

X*0, = X| € elementul unitar (exprimarea in baza canonicé)

#

(5 » ,+,*,-) { € Algebri Unitard Comutativa I

¢ Prin discretizarea unui SLID continual nu se obtine un SLID discret
decit in conditiile efectudrii unei esantionéri corecte.




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Stabilitate

e Una dintre cele mai importante proprietiti ale SLID, din perspectiva Teoriei Sistemelor.
e Permite definirea conceptului si in cadrul Prelucrérii Semnalelor.

Sistem stabil I:» Sistem care raspunde cu iegiri mérginite la intréri mérginite. |

Propozitia 1 I

Un SLID este stabil (in sensul definitiei de mai sus) daca si numai daca secventa
pondere a sa este absolut sumabila.

e Cu alte cuvinte, stabilitatea unui SLID este echivalenti cu: N € € . (Cﬁ- ) ‘

Entrodmcern In
Froducenren Nusmerich n Semunlelor

Darogsirzile ||:> ...... s

Semnal discret stabil | I:» Semnal absolut sumabil. |
('(c7)

4 Se va ariita ci semnalele stabile admit Transformati Fourier. I <|30

Clasa semnalelor discrete stabile I




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Cauzalitate

e Alta proprietate importantd a unui SLID, care releva realizabilitatea fizica a acestuia.
e SLID care nu respecti principiul cauza-efect nu pot fi realizate fizic, dar pot fi simulate.
e Permite definirea conceptului si in cadrul Prelucrérii Semnalelor.

Sistem cauzal l:) Sistem a carui iegire la un moment arbitrar de timp depinde
numai de valori ale intrarii la momente anterioare, cel mult
simultane cu momentul considerat.

Propozitia 2 I

Un SLID este cauzal (in sensul definitiei de mai sus) daca si numai daca suportul
secventei pondere este nenegativ.
Damonsire JFJ—‘ IE»

Semnal discret cauzal/anti-cauzal | I:) Semnal al cérui suport este nenegativ/nepozitiv. |

e Prima definitie este similara celei de functie original din contextul sistemelor continuale.

e Semnalele care nu sunt nici cauzale nici anti-cauzale sunt necauzale.

e Operatia de convolutie dintre doud semnale cauzale sau anti-cauzale este bine definits.

&) X[n]=x[n]u,[n]+ x[n]u,[-n 1] |::) S.q | nu se reduce la 61(@7)|
%o [1] EACTIT <31 >

cauzal + anti-cauzal




© Sisteme liniare invariante la deplasari

SLID discrete se mai numesc §i filtre (liniare) numerice. |

e Un filtru numeric este realizabil fizic dacd secventa pondere a sa este cauzala.

4 Nu se poate implementa conceptul de moment anti-cauzal. I

n ce conditii se poate
proiecta un filtru nun
realizabil fizic?

Raspunsul este dat de un vechi rezultat
din 1934: Teorema Paley-Wiener.

Teorema 1 (Paley-Wiener) I

a. Fie o secventa discreta cauzala si stabila, h. Atunci are loc urmatoarea
proprietate remarcabila:

Iun\H(ejw)

unde H (ej‘” )este Transformata Fourier a secventei discrete definita prin:

H(e”) = Y hinle |V < |

n=0

b. Reciproc, daca spectrul ‘H (e"(”)‘ al unei secvente discrete stabile h are
proprietatea de la punctul a., atunci acestuia i se poate asocia o faza ¢(®)
astfel incit secventa obtinuta prin evaluarea Transformatei Fourier inverse

sa fie cauzala. _
h[n]__J. ejm Hmng‘Z]EZl 32

dow < x|,




© Sisteme liniare invariante la deplasari

Interpretarea Teoremei Pge -Wiener |

e Secventa discretd din cadrul Teoremei poate fi
asimilatd cu secventa pondere a unui filtru numeric.
e Pentru ca integrala din asertiunea directa sa fie finitd este necesar ca  +x _
spectrul filtrului sa aiba o multime cel mult numérabild de zerouri . j ‘@‘ H (e Jw)
—T

.

¢ Spectrul unui filtru realizabil fizic nu se poate anula
pe o intreaga bandé de frecvente.

=

¢ Pe lingd lobul principal, spectrul poseda o serie de
lobi paraziti.

n ce conditii se poate
proiecta un filtru nungeri
realizabil fizic?

dm

din cauza logaritmului

[H(eiv)] Realizabil fizic |

e Acesta este pretul platit pentru realizabilitatea
filtrelor numerice.

e Singura posibilitate este de a folosi tehnici de
proiectare a filtrelor care sd conduca la

o e s |H(elv)|
diminuarea amplitudinii lobilor paraziti.
necauzal
- Realizabil fizic,
e Asertiunea reciprocd din [H(e")] optimal
cadrul Teoremei demonstreaza T
existenta unor astfel de tehnici. 0 LS
0 <433 >
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