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.. ProblemaProblema matematicãmatematicã

Problema directãProblemaProblema directãdirectã

•• Fie un Fie un semnalsemnal )(Tpf S∈ ºi o ºi o bazãbazã numãrabilãnumãrabilã { } ( ).p
n n

e
∈

= ⊆N TB S
Se Se cerecere sãsã se se descompunãdescompunã semnalulsemnalul înîn ““componentelecomponentele” sale, determinate de ” sale, determinate de bazãbazã: : 

.∑
∈

≡
Nn

nn ecf

Adicã sã se determine valorile coeficienþilor din descompunere. AdicãAdicã sãsã se determine se determine valorilevalorile coeficienþilorcoeficienþilor din din descompuneredescompunere. . 

Problema inversãProblemaProblema inversãinversã

•• Fie un Fie un semnalsemnal necunoscutnecunoscut )(Tpf S∈ ºi o ºi o bazãbazã numãrabilãnumãrabilã { } ( ).p
n n

e
∈

= ⊆N TB S
DacãDacã se se cunosccunosc valorilevalorile coeficienþilorcoeficienþilor descompuneriidescompunerii semnaluluisemnalului înîn bazabaza datãdatã, se , se cerecere
sãsã se se reconstruiascãreconstruiascã semnalulsemnalul iniþialiniþial cu cu ajutorulajutorul componentelorcomponentelor sale.  sale.  

ObservaþiiObservaþiiObservaþii

Dificultatea majorã: selectarea unei baze adecvate.  DificultateaDificultatea majorãmajorã: : selectareaselectarea uneiunei bazebaze adecvateadecvate.  .  

Dacã spaþiul de semnale e Hilbert ºi se poate specifica
o bazã ortonormatã, problema se simplificã.  
DacãDacã spaþiulspaþiul de de semnalesemnale e e HilbertHilbert ººi se i se poatepoate specificaspecifica
o o bazãbazã ortonormatãortonormatã, , problemaproblema se se simplificãsimplificã.  .  

0, [ ] , ,m ne e m n m n= δ − ∀ ∈N

, ,n nc f e n= ∀ ∈N

Problema directã: dificilã; problema inversã: banalã. ProblemaProblema directãdirectã: : dificilãdificilã; ; problemaproblema inversãinversã: : banalãbanalã. . 
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.. ProblemaProblema inginereascãinginereascã

•• Fie un Fie un semnalsemnal )(Tpf S∈ ºi o ºi o bazãbazã numãrabilãnumãrabilã { } ( ).p
n n

e
∈

= ⊆N TB S
Se Se cerecere sãsã se se construiascãconstruiascã un un nounou semnalsemnal

,
0
∑
=

≡
N

n
nnecφ

( ),pφ∈ TS cu cu urmãtoareleurmãtoarele proprietãþiproprietãþi: : 

1. 1. φ se se poatepoate exprimaexprima îînn forma:forma: undeunde: : N ∈N esteeste fixatfixat ºi ºi finitfinit, , iariar

coeficienþiicoeficienþii { } 0,n n N
c

∈
⊂ C se pot se pot determinadetermina numainumai cu cu ajutorulajutorul semnaluluisemnalului ºi alºi al

bazeibazei specificatespecificate.  .  
2. 2. φ aproximeazãaproximeazã semnalulsemnalul original cu original cu precizieprecizie controlatãcontrolatã: : pentrupentru oriceorice εε > 0, > 0, 

( )pφ∈ TSexistãexistã ((depinzdepinzîîndnd de de εε), ), astfelastfel îîncncîîtt: : .f − φ < ε

Problema analizei de semnal (a descompunerii)ProblemaProblema analizeianalizei de de semnalsemnal (a (a descompuneriidescompunerii))

Problema sintezei de semnal (a reconstrucþiei) ProblemaProblema sintezeisintezei de de semnalsemnal (a (a reconstrucþieireconstrucþiei) ) 

•• Fie un Fie un semnalsemnal necunoscutnecunoscut )(Tpf S∈ ºi o ºi o bazãbazã numãrabilãnumãrabilã { } ( ).p
n n

e
∈

= ⊆N TB S
DacãDacã ss--a a construitconstruit un model un model matematicmatematic ( )pφ∈ TS al al semnaluluisemnalului, se , se cerecere sãsã se se indiceindice
valoareavaloarea )( 0tf ), cu un grad de ), cu un grad de precizieprecizie determinatdeterminat de de φ.T∈0t((undeunde

Dacã baza este ortonormatã:  DacãDacã bazabaza esteeste ortonormatãortonormatã:  :  
AnalizãAnalizãAnalizã

SintezãSintezãSintezã

, ,n nc f e n= ∀ ∈N
, n n

n

f f e e
∈

≡ ∑
NEliminarea / diminuarea redundanþei.EliminareaEliminarea / / diminuareadiminuarea redundanþeiredundanþei.. 18
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.. O O soluþiesoluþie clasicclasicãã (Joseph FOURIER)(Joseph FOURIER)

Ideea lui FOURIERIdeeaIdeea luilui FOURIERFOURIER

Teorema de aproximare punctualã a lui DIRICHLET-FOURIER TeoremaTeorema de de aproximareaproximare punctualãpunctualã a a luilui DIRICHLETDIRICHLET--FOURIER FOURIER 

Introducerea conceptelor de “serie Fourier” ºi “analizã armonicã”.  IntroducereaIntroducerea conceptelorconceptelor de de ““serieserie FourierFourier”” ººi i ““analizãanalizã armonicãarmonicã””.  .  

CombinaþieCombinaþie liniarãliniarã de de ““armonicearmonice elementareelementare””. . 

Orice semnal poate fi considerat ca o suprapunere aditivã de 
semnale atomice “monofrecvenþiale”, de diferite amplitudini.
OriceOrice semnalsemnal poatepoate fi fi consideratconsiderat ca o ca o suprapuneresuprapunere aditivãaditivã de de 
semnalesemnale atomiceatomice ““monofrecvenþialemonofrecvenþiale””, de , de diferitediferite amplitudiniamplitudini..

ProblematicaProblematica PrelucrPrelucrăăriirii SemnalelorSemnalelor

( )2 [ , ]f ∈ −π +πLSoluþia lui FOURIER pentru semnale continualeSoluþiaSoluþia luilui FOURIERFOURIER pentrupentru semnalesemnale continualecontinuale

Baza armonicã a luiBazaBaza armonicãarmonicã a a luilui ( )2 [ , ]−π +πL N N N
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= …
	�
	�… ,cos,sin,,cos,sin,1
110 cnsncs eeeee

def

a ntntttB

Ortogonalitatea bazei armoniceOrtogonalitateaOrtogonalitatea bazeibazei armonicearmonice 2
0 2e = π

0,0 =snee

0,0 =cnee

0, [ ]sn sme e n m= πδ −

0, [ ]cn cme e n m= πδ −

0, =cmsn ee
*,n m∀ ∈N

∫
+

−

=
π

π

dttgtfgf
def

)()(,

Nu ºi normatã! NuNu ººi i normatãnormatã! ! 19
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.. O O soluþiesoluþie clasicclasicãã (Joseph FOURIER)(Joseph FOURIER)

Formulele lui FOURIER FormuleleFormulele luilui FOURIER FOURIER 

0 0
1 1, ( )
2 2

f e f t dt
+π

−π

α = =
π π ∫

AnalizãAnalizãAnalizã SintezãSintezãSintezã

0 0β =

1 1, ( )cosn cnf e f t nt dt
+π

−π

α = =
π π ∫
1 1, ( )sinn snf e f t nt dt

+π

−π

β = =
π π ∫ *n∀ ∈N

( )0
1

( ) cos sin
PC

n n
n

f t nt nt
≥

= α + α +β∑
[ ],t∀ ∈ −π +π

SeriaSeria ((luilui) FOURIER) FOURIER

Convergenþã punctualã
(slabã) ºi nu uniformã! 
ConvergenþãConvergenþã punctualãpunctualã
((slabãslabã) ) ººi i nunu uniformãuniformã! ! 

n∀ ∈N
[ ],t∀ ∈ −π +π

Armonicã elementarã de frecvenþã n/2πArmonicãArmonicã elementarãelementarã de de frecvenþãfrecvenþã n/2π

CoeficienþiiCoeficienþii ((luilui) FOURIER) FOURIER

2 2
n n nP = α +β arctg n

n
n

α
ϕ =

β

( ) cos sinn n nt nt nt= α +βA

( ) sin( )n n nt P nt= +ϕA
Interpretarea lui FourierInterpretareaInterpretarea luilui FourierFourier

n

nP
linielinie spectralãspectralã

putereputere spectralãspectralã

fazãfazã spectralãspectralã

PARSEVAL PARSEVAL PARSEVAL lim lim 0n nn n→∞ →∞
α = β = bandãbandã finitãfinitã ( )0

1

( ) cos sin
N

n n
n

t nt nt
=

φ = α + α +β∑ 20

ProblematicaProblematica PrelucrPrelucrăăriirii SemnalelorSemnalelor
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Prelucrarea Numerică a Semnalelor
(DSP - Digital Signal Processing)

PrelucrareaPrelucrarea NumericNumericăă a a SemnalelorSemnalelor
(DSP (DSP -- DDigital igital SSignal ignal PProcessing)rocessing)

Ramură importantă a Prelucrării Semnalelor.RamurRamurăă importantimportantăă a a PrelucrPrelucrăăriirii SemnalelorSemnalelor..

• PermitePermite reprezentareareprezentarea semnalelorsemnalelor cu cu ajutorulajutorul
unuiunui mijlocmijloc automat de automat de calculcalcul

prinprin eşantionareaeşantionarea semnalelorsemnalelor continualecontinuale

Semnal discret
(digital)

SemnalSemnal discretdiscret
(digital)(digital)

• Generate:Generate:
directdirect, , prinprin intermediulintermediul unuiunui sistemsistem discretdiscret

Pot avea proprietăţi diferite de ale 
semnalelor continuale originale.

Pot Pot aveaavea proprietproprietăăţiţi diferitediferite de ale de ale 
semnalelorsemnalelor continualecontinuale originaleoriginale..dS

Mulţimea
semnalelor

discrete

MulţimeaMulţimea
semnalelorsemnalelor

discretediscrete

Secvenţă discretă de numere (reale sau complexe)SecvenţăSecvenţă discretdiscretăă de de numerenumere ((realereale sausau complexecomplexe)) { }[ ]
def

nx x n
∈

= Z

• include, include, printreprintre altealte claseclase de de semnalesemnale, , spaţiilespaţiile luilui LebesgueLebesgue ( )p Tl

eşantioneşantion

Exemple simple de semnale discreteExempleExemple simple de simple de semnalesemnale discretediscrete

21

Treapta unitarăTreaptaTreapta unitarunitarăăImpulsul unitar
(simbolul lui Kronecker)

ImpulsulImpulsul unitarunitar
((simbolulsimbolul luilui KroneckerKronecker))

0
0 ,

[ ]
1 , 0

def n
n

n

∗⎧ ∈
δ = ⎨

=⎩

Z
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,1
0,0

][0 n
n

nu
def

δ0

n0 1 ...2

1

-1... -2

u0

n0 1 ...2

1

-1... -2

Impulsul DiracImpulsulImpulsul DiracDirac Treapta HeavesideTreaptaTreapta HeavesideHeavesideÎn timp continuuÎnÎn timptimp continuucontinuu
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Nule în stînga
originii timpului.

NuleNule înîn stîngastînga
originiioriginii timpuluitimpului..

Prototipul semnalelor cauzalePrototipulPrototipul semnalelorsemnalelor cauzalecauzale

• SemnaleleSemnalele care care nunu suntsunt nicinici cauzalecauzale, , 
nicinici antianti--cauzalecauzale se se numescnumesc nene--cauzalecauzale..

Treapta unitarăTreaptaTreapta unitarunitarăă

Impulsul unitarImpulsulImpulsul unitarunitar

�
�	�
][

][][][ 0

nx
nunxnx

c

=

Semnale anti-cauzaleSemnaleSemnale antianti--cauzalecauzale

Nule în dreapta
originii timpului.
NuleNule înîn dreaptadreapta

originiioriginii timpuluitimpului..

⎩
⎨
⎧

−≤
>

=−−
1,1

0,0
]1[0 n

n
nu

def

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,1
0,0

][0 n
n

nu
def

Orice semnal se poate exprima cu ajutorul a două componente:OriceOrice semnalsemnal se se poatepoate exprimaexprima cu cu ajutorulajutorul a a doudouăă componentecomponente::

�� 
�� 	�
][

]1[][ 0

nx
nunx

a

−−+

Două exprimări remarcabile:DouDouăă exprimexprimăăriri remarcabileremarcabile::
n∀ ∈Z

unauna cauzalcauzalăă şşii altaalta antianti--cauzalcauzalăă..

0 0 0[ ] [ ] [ 1]n u n u nδ = − −

0 0 0[ ] [ ] [ 1]n u n u nδ = − − − −
n∀ ∈Z Exprimarea cu ajutorul componentelor

cauzală şi anti-cauzală nu este unică.
ExprimareaExprimarea cu cu ajutorulajutorul componentelorcomponentelor
cauzalcauzalăă şişi antianti--cauzalcauzalăă nunu esteeste unicunicăă..

ExistExistăă semnalesemnale care care nunu facfac parteparte din din spaţiilespaţiile luilui LebesgueLebesgue..• ( )p Tl
Exemplu

notaţienotaţie specificspecificăă
semnalelorsemnalelor periodiceperiodice

ExempluExemplu Orice semnal (discret) periodic, de perioadă N ][~][~ kNnxnx += ,n k∀ ∈ZOriceOrice semnalsemnal ((discretdiscret) periodic, de ) periodic, de perioadperioadăă NN

( )0( ) cosf t A t= ω +ϕ
Nu toate semnalele continual periodice

conduc prin discretizare la semnale
discrete periodice.

NuNu toatetoate semnalelesemnalele continual continual periodiceperiodice
conducconduc prinprin discretizarediscretizare la la semnalesemnale

discrete discrete periodiceperiodice..

t∀ ∈R
0 / \ω π∈R Q
perioadperioadăă:: 02 / \π ω ∈R QE

xe
m

pl
u 0[ ] ( ) cos( )e ex n f nT A n T= = ω +ϕ

E
xe

m
pl

u
E

xe
m

pl
u

n∀ ∈Z
eT ∈Q

ne-periodicnene--periodicperiodic
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Operaţii elementare cu semnale discrete în dSOperaţiiOperaţii elementareelementare cu cu semnalesemnale discrete discrete înîn

{ }[ ] [ ]
def

nx y x n y n
∈

+ = + Z
GrupGrup AbelianAbelian

Aritmetică de semnal

( )+,dS• adunareaadunarea { }0 n∈Z

AritmeticAritmeticăă de de semnalsemnal

• înmulţireaînmulţirea { }[ ] [ ]
def

nx y x n y n
∈

• = Z

modulareamodularea cu cu scalariscalari
((realireali sausau complecşicomplecşi))

• { }[ ]
def

nx x n
∈

α ⋅ = α Z

( )•,dS

( )⋅+,,dS
( )⋅•+ ,,,dS

InelInel ComultativComultativ

SpaţiuSpaţiu VectorialVectorial

AlgebrAlgebrăă ComutativComutativăă

• element element nulnul::

• element element unitarunitar:: { }1 n∈Z

( )⋅+,,dS Spaţiu VectorialSpaţiuSpaţiu VectorialVectorial

O O bazbazăă??

Proprietate remarcabilă din cazul sistemelor liniare continue ProprietateProprietate remarcabilremarcabilăă din din cazulcazul sistemelorsistemelor liniareliniare continue continue 

• ReprezentareaReprezentarea funcţieifuncţiei ponderepondere cu cu ajutorulajutorul
impulsuluiimpulsului DiracDirac: : 

0( ) ( ) ( )h t h t d
+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫
t∀ ∈R

H(s)
h(t)

Sistem continuu

δ0 h

Versiunile translatate ale 
impulsului unitar pot juca
un rol important  în
construcţia unei baze.

VersiunileVersiunile translatatetranslatate ale ale 
impulsuluiimpulsului unitarunitar pot pot jucajuca
un un rolrol important  important  înîn
construcţiaconstrucţia uneiunei bazebaze..

versiuneversiune translatattranslatatăă înîn timptimp a a 
impulsuluiimpulsului DiracDirac
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2400 nn

xx

nn00 nn00+k+k

00 nn

xx

nn00nn00+k+k

Operatorul de 
translatare temporală

OperatorulOperatorul de de 
translataretranslatare temporaltemporalăă

00

xx

nnnn00

devansaredevansare

îîntntîîrziererziere

( )⋅+,,dS Spaţiu VectorialSpaţiuSpaţiu VectorialVectorial

O O bazbazăă??

Algebra Algebra secvenţelorsecvenţelor discrete de discrete de semnalsemnal

q :k
d d

− →S S

( )q [ ] [ ]
def

k x n x n k− = −

0<k

0>k

T
ip

ul
in

eg
al

ită
ţi

i
su

ge
re

az
ă

se
ns

ul
de

pl
as
ăr

ii
te

m
po

ra
le

.

T
ip

ul
T

ip
ul

in
eg

al
it

in
eg

al
it ăă
ţi

iţi
i

su
ge

re
az

su
ge

re
az
ăă

se
ns

ul
se

ns
ul

de
pl

as
de

pl
as
ăă r

iiri
i t

em
po

ra
le

te
m

po
ra

le
..

P
ro

pr
ie

tã
þi

P
ro

pr
ie

tã
þi

•• LiniaritateLiniaritate:: ( ) ( )q ( )k k kx y q x q y− − −α +β ≡α +β

•• ConvenţieConvenţie:: 0q x x≡

•• PrincipiulPrincipiul cumulcumulăăriirii deplasdeplasăărilorrilor temporaletemporale::
( )q q qk m m k− − − +≡D

,n k∀ ∈Z

,m k∀ ∈Z

Baza canonică { } { }0q
def def

k
k kk

−
∈∈

∆ = δ = δ ZZ
BazaBaza canoniccanonicăă

notaţienotaţie
naturalnaturalăă

• OriceOrice semnalsemnal discretdiscret se se poatepoate reprezentareprezenta
înîn mod mod unicunic folosindfolosind bazabaza canoniccanonicăă: : 

0[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]k k
k k k

x x k x n x k n x k n k
∈ ∈ ∈

≡ δ ⇔ = δ = δ −∑ ∑ ∑
Z Z Z

n∀ ∈Z
0( ) ( ) ( )h t h t d

+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫ Similaritate
evidentă.

SimilaritateSimilaritate
evidentevidentăă..t∀ ∈R
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ddH SS →:

yxH
def
≡)(

• CazCaz particular particular remarcabilremarcabil: : sistemulsistemul liniarliniar. . Nu neapărat
liniar.

NuNu neapneapăăratrat
liniarliniar..

Sistem dinamic discret
(Sistem de Prelucrare a Semnalelor Discrete)

SistemSistem dinamicdinamic discretdiscret
((SistemSistem de de PrelucrarePrelucrare a a SemnalelorSemnalelor Discrete)Discrete) Orice operator de forma:OriceOrice operator de forma:operator de forma:

Sistem de Prelucrare a 
Semnalelor (Discrete)

H
x y

semnalsemnal de de 
intrareintrare

semnalsemnal de de 
ieşireieşirefuncţiefuncţie de de 

sistemsistem

filtrufiltru (numeric), (numeric), 
transformare/transformatransformare/transformattăă

( ) ( ) ( ) ( )
def

H x Hx H x y H x H y≡ ⇔ α +β ≡ α +β

Principiul superpoziţieiPrincipiulPrincipiul superpozisuperpoziţţieiiei

z
H

x α

y β
++

zHx α

y β
++

H

echivalentechivalentăă cucu

25

SistemeSisteme liniareliniare invarianteinvariante la la deplasdeplasăăriri
ExistExistăă conexiuniconexiuni întreîntre

PrelucrareaPrelucrarea SemnalelorSemnalelor şişi
TeoriaTeoria SistemelorSistemelor?? DADA

Operatorul
comută cu 
transformarea
liniară
elementară a 
semnalelor.

OperatorulOperatorul
comutcomutăă cu cu 
transformareatransformarea
liniarliniarăă
elementarelementarăă a a 
semnalelorsemnalelor..
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( )[ ] [ ] [ ] [ ]k k k k
k k k k

y H x k x k H x k h Hx k
∈ ∈ ∈ ∈

⎛ ⎞
≡ δ ≡ δ ≡ ≡ δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑

Z Z Z Z

• LiniaritateaLiniaritatea se se aplicaplicăă prinprin definiţiedefiniţie sumelorsumelor finitefinite..

În anumite condiţii.ÎnÎn anumiteanumite condiţiicondiţii..

Caracteristici ale sistemelor liniareCaracteristiciCaracteristici ale ale sistemelorsistemelor liniareliniare

reprezentareareprezentarea intrintrăăriirii
înîn bazabaza canoniccanonicăă

def

k kh H≡ δ &&[ ]
def

k
k

y Hx H x k
∈

⎛ ⎞
≡ ≡ δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Z
( )[ ] [ ]

def

k k
k k

y y k Hx k
∈ ∈

≡ δ ≡ δ∑ ∑
Z Z

reprezentareareprezentarea ieşiriiieşirii
înîn bazabaza canoniccanonicăă

k∀ ∈Z•

Operatorul H nu comută cu sumele infinite, în general, chiar dacă este liniar.OperatorulOperatorul HH nunu comutcomutăă cu cu sumelesumele infinite, infinite, înîn general, general, chiarchiar dacdacăă esteeste liniarliniar..

• ÎnÎn cazulcazul combinaţieicombinaţiei liniareliniare canonicecanonice a a semnalelorsemnalelor mmăărginiterginite, , operatoruloperatorul comutcomutăă cu cu sumasuma infinitinfinităă, , 
deoarecedeoarece, la , la fiecarefiecare moment moment valoareavaloarea acesteiaacesteia esteeste finitfinităă..

Abordare practicăAbordareAbordare practicpracticăă

se se opereazopereazăă cu cu semnalesemnale practice, practice, adicadicăă mmăărginiterginite
dd SS ⊂0

se se defineştedefineşte normanorma canoniccanonicăă (sup)(sup) pepe sup [ ]
def

n
x x n

∞
∈

= < ∞
Z

d0S

( )
∞

,0dS SpaţiuSpaţiu BanachBanach

se se defineştedefineşte distanţadistanţa asociatasociatăă normeinormei
∞

−= yxyxd
def

),(

( )dd ,0S SpaţiuSpaţiu HausdorffHausdorff
cu cu topologietopologie liniarliniarăă

[ ] k
k

x k
∈

δ∑
Z

operatoruloperatorul HH esteeste continuucontinuu înîn origineorigine ((decideci pestepeste tot)tot)

Uniform Uniform 
ConvergentConvergentăă

H comută
cu suma

HH comutcomutăă
cu cu sumasuma
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[ ] [ ] [ ]k
k

y n x k h n
∈

=∑
Z

Caracteristici ale sistemelor liniareCaracteristiciCaracteristici ale ale sistemelorsistemelor liniareliniare

Practic, însă, este natural ca versiuni deplasate în timp ale 
impulsului unitar să producă ieşiri extrem de corelate între ele.

• ContinuitateaContinuitatea înîn origineorigine a a funcţieifuncţiei de de sistemsistem esteeste o o formformăă de de stabilitatestabilitate intrinsecintrinsecăă a a sistemuluisistemului..

IntrIntrăăriri cu cu valorivalori din din cece înîn cece maimai apropiateapropiate de zero de zero producproduc
ieşiriieşiri din din cece înîn cece maimai apropiateapropiate de zero. 

Originea este un 
atractor universal.
OrigineaOriginea esteeste un un 
atractoratractor universaluniversal..de zero. 

27

PracticPractic, , însăînsă, , esteeste natural ca natural ca versiuniversiuni deplasatedeplasate înîn timptimp ale ale 
impulsuluiimpulsului unitarunitar ssăă producproducăă ieşiriieşiri extremextrem de de corelatecorelate întreîntre eleele..

• MajoritateaMajoritatea covîrşitoarecovîrşitoare a a sistemelorsistemelor practice practice suntsunt invarianteinvariante la la deplasdeplasăăriri..

n∀ ∈Z
Ieşirea se exprimă cu ajutorul unei combinaţii

liniare de impulsuri unitare transformate.
IeIeşşireairea se se exprimexprimăă cu cu ajutorulajutorul uneiunei combinacombinaţţiiii

liniareliniare de de impulsuriimpulsuri unitareunitare transformatetransformate..

Sistem invariant la deplasăriSistemSistem invariant la invariant la deplasdeplasăăriri Deplasarea în timp a intrării cu un număr de momente
normalizate produce deplasarea în timp a ieşirii cu 

acelaşi număr de momente normalizate.

DeplasareaDeplasarea îînn timptimp a a intrintrăăriirii cu un cu un numnumăărr de de momentemomente
normalizatenormalizate produce produce deplasareadeplasarea îînn timptimp a a ieieşşiriiirii cu cu 

acelaacelaşşii numnumăărr de de momentemomente normalizatenormalizate..

• SistemeleSistemele adaugadaugăă şişi o o întîrziereîntîrziere datoratdatoratăă timpuluitimpului mort mort intrinsecintrinsec..

• PracticPractic, , pentrupentru un un sistemsistem invarianinvarian la la deplasdeplasăăriri are loc are loc urmurmăătoareatoarea proprietateproprietate remarcabilremarcabilăă: : 
funcţiafuncţia de de sistemsistem comutcomutăă cu cu operatoruloperatorul de de deplasaredeplasare temporaltemporalăă..

Nu neapărat liniar.NuNu neapneapăăratrat liniarliniar..

Secvenţa/funcţiaSecvenţa/funcţia
ponderepondere a a sistemuluisistemului..

q q (q ) q ( )k k k kH H H x H x− − − −≡ ⇔ ≡D D
k∀ ∈Z

0q k
kh h−≡ k∀ ∈Z

• EsteEste natural ca natural ca sistemulsistemul ssăă nunu apliceaplice întîrzieriîntîrzieri diferitediferite eşantioaneloreşantioanelor intrintrăăriirii
aflateaflate la la momentemomente de de timptimp diferitediferite..

Impulsurile unitare transformate sunt
versiuni deplasate în timp ale unui

singur semnal: h0≡H(δ0).

0 0( )
defrenot

h h H≡ = δ

ImpulsurileImpulsurile unitareunitare transformatetransformate suntsunt
versiuniversiuni deplasatedeplasate îînn timptimp ale ale unuiunui

singursingur semnalsemnal: : hh00≡≡HH((δδ00))..
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FIR — cu răspuns finit la impulsFIRFIR —— cu cu rrăăspunsspuns finitfinit la la impulsimpuls

hh

nn00

NNleftleft rightright NN

28

Caracteristici ale Sistemelor Liniare Invariante la Deplasări (SLID)CaracteristiciCaracteristici ale ale SistemelorSistemelor LiniareLiniare InvarianteInvariante la la DeplasDeplasăăriri ((SLIDSLID))

• SuntSunt caracterizatecaracterizate doardoar de de secvenţasecvenţa ponderepondere::
Nu neapărat cauzal.NuNu neapneapăăratrat cauzalcauzal..

0

def
h H= δ rrăăspunsulspunsul la la impulsimpuls al al sistemuluisistemului

IIR — cu răspuns infinit la impulsIIRIIR —— cu cu rrăăspunsspuns infinitinfinit la la impulsimpuls

hh

nn00

• IeşireaIeşirea unuiunui SLID se SLID se exprimexprimăă astfelastfel::

[ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ] [ ] [ ]k
k

k k k

y n x k h n x k q h n x k h n k−

∈ ∈ ∈

= = = −∑ ∑ ∑
Z Z Z n∀ ∈Z

Introducerea unei noi operaţii între semnale
cu valori reale: convoluţia (liniară).

IntroducereaIntroducerea uneiunei noinoi operaoperaţţiiii îîntrentre semnalesemnale
cu cu valorivalori realereale: : convoluconvoluţţiaia ((liniarliniarăă))..

( )[ ](q ) [ ] [ ] [ ]
def def

k

k k

x y x k y x y n x k y n k−

∈ ∈

∗ ≡ ⇔ ∗ = −∑ ∑
Z Z n∀ ∈Z

Cu condiţia ca suma din definiţie să fie convergentă.Cu Cu condiţiacondiţia ca ca sumasuma din din definiţiedefiniţie ssăă fie fie convergentconvergentăă..

∫
+∞

∞−

−=∗ τττ dtgftgf
def

)()())((

t∀ ∈R

• DefiniţieDefiniţie similarsimilarăă înîn mulţimeamulţimea semnalelorsemnalelor continualecontinuale::

• GeneralizareGeneralizare înîn cazulcazul semnalelorsemnalelor cu cu valorivalori complexecomplexe::

( )[ ](q ) [ ] [ ] [ ]
def def

k

k k

x y x k y x y n x k y n k−

∈ ∈

∗ ≡ ⇔ ∗ = −∑ ∑
Z Z n∀ ∈Z

SistemeSisteme liniareliniare invarianteinvariante la la deplasdeplasăăriri
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Structura indusă de convoluţia (liniară)StructuraStructura indusindusăă dede convoluconvoluţţiaia ((liniarliniarăă))

1( ) d∗⊂T SlNevidăNevidNevidăă•

29

MulţimeaMulţimea semnalelorsemnalelor care pot care pot fifi ““convolutateconvolutate”:”: dd SS ⊂∗

Dar nu se reduce la Dar Dar nunu se reduce la se reduce la 

((absolutabsolut sumabilesumabile))• ProprietProprietăăţiţi::

( ) ( ) zyxzyxzyx ∗∗≡∗∗≡∗∗ asociativitateasociativitate
xyyx ∗≡∗

( ) zxyxzyx ∗+∗≡+∗
comultativitatecomultativitate

distributivitatedistributivitate faţăfaţă de de adunareadunare

( )⋅∗+∗ ,,,dS Algebră Unitară ComutativăAlgebrAlgebrăă UnitarUnitarăă ComutativComutativăă

0x x∗δ ≡ elementulelementul unitarunitar ((exprimareaexprimarea înîn bazabaza canoniccanonicăă)

( )x y z x y x z∗ α +β ≡ α ∗ +β ∗
bibi--liniaritate

( )y z x y x z xα +β ∗ ≡ α ∗ +β ∗
liniaritate

)

Prin discretizarea unui SLID continual nu se obţine un SLID discret
decît în condiţiile efectuării unei eşantionări corecte. 

PrinPrin discretizareadiscretizarea unuiunui SLID continual SLID continual nunu se se obţineobţine un SLID un SLID discretdiscret
decîtdecît înîn condiţiilecondiţiile efectuefectuăăriirii uneiunei eşantionărieşantionări corectecorecte. . 



SistemeSisteme liniareliniare invarianteinvariante la la deplasdeplasăăriri 14/17

StabilitateStabilitateStabilitate

• UnaUna dintredintre celecele maimai importanteimportante proprietproprietăăţiţi ale SLID, din ale SLID, din perspectivaperspectiva TeorieiTeoriei SistemelorSistemelor..

• PermitePermite definireadefinirea conceptuluiconceptului şişi înîn cadrulcadrul PrelucrPrelucrăăriirii SemnalelorSemnalelor..

Sistem stabilSistemSistem stabilstabil Sistem care răspunde cu ieşiri mărginite la intrări mărginite.SistemSistem care care rrăăspundespunde cu cu ieieşşiriiri mmăărginiterginite la la intrintrăăriri mmăărginiterginite..

Propoziţia 1PropoziPropoziţţiaia 11

Un SLID este stabil (în sensul definiţiei de mai sus) dacă şi numai dacă secvenţa
pondere a sa este absolut sumabilă.
Un SLID Un SLID esteeste stabilstabil ((îînn sensulsensul definidefiniţţieiiei de de maimai sussus) ) dacdacăă şşii numainumai dacdacăă secvensecvenţţaa
ponderepondere a a sasa esteeste absolutabsolut sumabilsumabilăă..

Cu Cu altealte cuvintecuvinte, , stabilitateastabilitatea unuiunui SLIDSLID esteeste echivalentechivalentăă cu: cu: 
1( )h∈ Tl

Demonstraţie

•

DemonstraDemonstraţţieie

30

Semnal discret stabilSemnalSemnal discretdiscret stabilstabil Semnal absolut sumabil.SemnalSemnal absolutabsolut sumabilsumabil..

1( )Tl Clasa semnalelor discrete stabileClasaClasa semnalelorsemnalelor discrete stabilediscrete stabile

Se va arăta că semnalele stabile admit Transformată Fourier.Se Se vava ararăătata ccăă semnalelesemnalele stabile admit stabile admit TransformatTransformatăă FourierFourier..
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CauzalitateCauzalitateCauzalitate

• AltAltăă proprietateproprietate importantimportantăă a a unuiunui SLID, care SLID, care relevrelevăă realizabilitatearealizabilitatea fizicfizicăă a a acestuiaacestuia. . 

Propoziţia 2PropoziPropoziţţiaia 22

Sistem cauzalSistemSistem cauzalcauzal Sistem a cărui ieşire la un moment arbitrar de timp depinde
numai de valori ale intrării la momente anterioare, cel mult

simultane cu momentul considerat.

SistemSistem a a ccăăruirui ieieşşireire la un moment la un moment arbitrararbitrar de de timptimp depindedepinde
numainumai de de valorivalori ale ale intrintrăăriirii la la momentemomente anterioareanterioare, , celcel multmult

simultanesimultane cu cu momentulmomentul consideratconsiderat..

• PermitePermite definireadefinirea conceptuluiconceptului şişi înîn cadrulcadrul PrelucrPrelucrăăriirii SemnalelorSemnalelor..

Un SLID este cauzal (în sensul definiţiei de mai sus) dacă şi numai dacă suportul
secvenţei pondere este nenegativ.
Un SLID Un SLID esteeste cauzalcauzal ((îînn sensulsensul definidefiniţţieiiei de de maimai sussus) ) dacdacăă şşii numainumai dacdacăă suportulsuportul
secvensecvenţţeiei ponderepondere esteeste nenegativnenegativ..

Cu Cu altealte cuvintecuvinte, , cauzalitateacauzalitatea unuiunui SLIDSLID esteeste echivalentechivalentăă cu: cu: • Supp( )h +⊆ Z

• SLID care SLID care nunu respectrespectăă principiulprincipiul cauzcauzăă--efectefect nunu pot pot fifi realizaterealizate fizicfizic, , dardar pot pot fifi simulatesimulate. . 

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie

Semnal discret cauzal/anti-cauzalSemnalSemnal discretdiscret cauzal/anticauzal/anti--cauzalcauzal Semnal al cărui suport este nenegativ/nepozitiv.SemnalSemnal al al ccăăruirui suportsuport esteeste nenegativ/nepozitivnenegativ/nepozitiv..

• Prima Prima definiţiedefiniţie esteeste similarsimilarăă celeicelei de de funcţiefuncţie originaloriginal din din contextulcontextul sistemelorsistemelor continualecontinuale..

• SemnaleleSemnalele care care nunu suntsunt nicinici cauzalecauzale nicinici antianti--cauzalecauzale suntsunt necauzalenecauzale..

• OperaţiaOperaţia de de convoluţieconvoluţie dintredintre doudouăă semnalesemnale cauzalecauzale sausau antianti--cauzalecauzale esteeste binebine definitdefinităă..

1( )Tld∗S nunu se reduce lase reduce la�
�	�
][

][][][ 0

nx
nunxnx

c

= �� 
�� 	�
][

]1[][ 0

nx
nunx

a

−−+

n∀ ∈Z
cauzalcauzal + anti+ anti--cauzalcauzal

SistemeSisteme liniareliniare invarianteinvariante la la deplasdeplasăăriri
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SLID discrete se mai numesc şi filtre (liniare) numerice.SLID discrete se SLID discrete se maimai numescnumesc şşii filtrefiltre ((liniareliniare) ) numericenumerice..

• Un Un filtrufiltru numeric numeric esteeste realizabilrealizabil fizicfizic dacdacăă secvenţasecvenţa ponderepondere a a sasa esteeste cauzalcauzalăă..

Nu se poate implementa conceptul de moment anti-cauzal.NuNu se se poatepoate implementaimplementa conceptulconceptul de de moment antimoment anti--cauzalcauzal..

ÎnÎn cece condiţiicondiţii se se poatepoate
proiectaproiecta un un filtrufiltru numeric numeric 

realizabilrealizabil fizicfizic??

Teorema 1 (Paley-Wiener)TeoremaTeorema 11 ((PaleyPaley--Wiener)Wiener)

Răspunsul este dat de un vechi rezultat
din 1934: Teorema Paley-Wiener.

RRăăspunsulspunsul esteeste datdat de un de un vechivechi rezultatrezultat
din din 19341934: : TeoremaTeorema PaleyPaley--WienerWiener..

a.a. Fie o Fie o secvensecvenţţăă discretdiscretăă cauzalcauzalăă şşii stabilstabilăă, , hh. . AtunciAtunci are loc are loc urmurmăătoareatoarea
proprietateproprietate remarcabilremarcabilăă: : 

( )ln e jH d
+π

ω

−π

ω< ∞∫ ,,

undeunde ( )e jH ω
esteeste TransformataTransformata Fourier a Fourier a secvensecvenţţeiei discrete discrete definitdefinităă prinprin::

( )
0

e [ ]e
def

j j n

n

H h nω − ω

≥

= ∑ ..

b.b. ReciprocReciproc, , dacdacăă spectrulspectrul (e )jH ω

( )ϕ ω

( )1[ ] e e
2

j j nh n H d
+π

ω + ω

−π

= ω
π ∫

∀ω∈R

al al uneiunei secvensecvenţţee discrete stabile discrete stabile hh areare
proprietateaproprietatea de la de la punctulpunctul a., a., atunciatunci acestuiaacestuia i se i se poatepoate asociaasocia o o fazfazăă
astfelastfel îîncncîîtt secvensecvenţţaa obobţţinutinutăă prinprin evaluareaevaluarea TransformateiTransformatei Fourier inverse Fourier inverse 
ssăă fie fie cauzalcauzalăă..

32n∀ ∈Z
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ππ00

||H(eH(ejjωω)|)|

ÎnÎn cece condiţiicondiţii se se poatepoate
proiectaproiecta un un filtrufiltru numeric numeric 

realizabilrealizabil fizicfizic??
Interpretarea Teoremei Paley-WienerInterpretareaInterpretarea TeoremeiTeoremei PaleyPaley--WienerWiener

( )ln e jH d
+π

ω

−π

ω∫

33

• SecvenţaSecvenţa discretdiscretăă din din cadrulcadrul TeoremeiTeoremei poatepoate fifi
asimilatasimilatăă cu cu secvenţasecvenţa ponderepondere a a unuiunui filtrufiltru numeric.numeric.

• PentruPentru ca ca integralaintegrala din din aserţiuneaaserţiunea directdirectăă ssăă fie fie finitfinităă esteeste necesarnecesar ca ca 
spectrulspectrul filtruluifiltrului ssăă aibaibăă o o mulţimemulţime celcel multmult numnumăărabilrabilăă de de zerourizerouri ..

din din cauzacauza logaritmuluilogaritmuluiSpectrul unui filtru realizabil fizic nu se poate anula
pe o întreagă bandă de frecvenţe.
SpectrulSpectrul unuiunui filtrufiltru realizabilrealizabil fizicfizic nunu se se poatepoate anulaanula
pepe o o întreagăîntreagă bandbandăă de de frecvenţefrecvenţe..

Pe lîngă lobul principal, spectrul posedă o serie de 
lobi paraziţi.
PePe lîngălîngă lobullobul principal, principal, spectrulspectrul posedposedăă o o serieserie de de 
lobilobi paraziţiparaziţi..

• AcestaAcesta esteeste preţulpreţul plplăătittit pentrupentru realizabilitatearealizabilitatea
filtrelorfiltrelor numericenumerice. . 

Realizabil fizicRealizabilRealizabil fizicfizic

ππ00

||H(eH(ejjωω)|)| Ideal, 
necauzal

Ideal, Ideal, 
necauzalnecauzal

• SinguraSingura posibilitateposibilitate esteeste de a de a folosifolosi tehnicitehnici de de 
proiectareproiectare a a filtrelorfiltrelor care care ssăă conducconducăă la la 
diminuareadiminuarea amplitudiniiamplitudinii lobilorlobilor paraziţiparaziţi. . 

ππ00

||H(eH(ejjωω)|)|
Realizabil fizic, 

optimal
RealizabilRealizabil fizicfizic, , 

optimaloptimalAserţiuneaAserţiunea reciprocreciprocăă din din 
cadrulcadrul TeoremeiTeoremei demonstreazdemonstreazăă
existenţaexistenţa unorunor astfelastfel de de tehnicitehnici. . 
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