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Transformata ZTransformataTransformata ZZ Instrumentul principal de analiză intrare-ieşire pentru SLID discrete.InstrumentulInstrumentul principal de principal de analizanalizăă intrareintrare--ieieşşireire pentrupentru SLID discrete.SLID discrete.

• SimilarSimilarăă TransformateiTransformatei LaplaceLaplace
din din contextulcontextul SLID continue.SLID continue.
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Transformata Z a unor semnale elementareTransformataTransformata Z a Z a unorunor semnalesemnale elementareelementare
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• EvaluareaEvaluarea integraleiintegralei curbiliniicurbilinii pentrupentru
un un conturcontur oarecareoarecare esteeste dificildificilăă..

• De De regulregulăă, , conturulconturul esteeste un un cerccerc. . 
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Secvenţa discretă poate fi reconstruită
numai din valori ale Transformatei Z 
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• RecuperareaRecuperarea secvenţeisecvenţei de de semnalsemnal originaleoriginale se se poatepoate realizarealiza prinprin 2 2 metodemetode de de bazbazăă ((echivalenteechivalente): ): 

Se Se vava studiastudia ulterior.ulterior.

Se Se poatepoate ararăătata ccăă XX esteeste realizabilrealizabilăă fizicfizic
((provineprovine de la o de la o secvenţăsecvenţă discretdiscretăă cauzalcauzalăă) ) 
dacdacăă şişi numainumai dacdacăă:                  .:                  .
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Caz particular important: 
Transformate Z de tip raţional

CazCaz particular important: particular important: 
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Zeroul este aruncat pe cercul de la infinit.ZeroulZeroul esteeste aruncataruncat pepe cerculcercul de la de la infinitinfinit..

γ

00

oo

oo

oo
xx

xx
xx

xx

xx

Polii din exteriorul conturului care cad prin simetrie
faţă de cercul unitar în interiorul conturului!
PoliiPolii din din exteriorulexteriorul conturuluiconturului care cad care cad prinprin simetriesimetrie
faţăfaţă de de cerculcercul unitarunitar înîn interiorulinteriorul conturuluiconturului!!

n∀ ∈Z
minusminus

xx

xx

Pol în origine
inexistent sau de 
multiplicitate finită!

PolPol înîn origineorigine
inexistent inexistent sausau de de 
multiplicitatemultiplicitate finitfinităă!!

0<n

( ) ( )
( )

1
1 1 | | 1

1
n n

B
X

A

−
− − − −

−

ζ
ζ ζ = ζ

ζ

TransformataTransformata Z Z înîn PrelucrareaPrelucrarea SemnalelorSemnalelor



TransformataTransformata Z Z înîn PrelucrareaPrelucrarea SemnalelorSemnalelor 6/22

39

Proprietăţi fundamentaleProprietProprietăăţţii fundamentalefundamentale

SecvenţăSecvenţă TransformatTransformatăă ZZ ZonZonăă de de convergenţăconvergenţă

[ ]x n ( )X z

)(||)( 1
0

1 xzx −−
∞ ≤≤ RR[ ]x n− ( )1X z−

)(||)(0 xzx ∞≤≤ RR[ ]x n ( )X z

{ } { })(),(min||)(),(max 00 yxzyx ∞∞≤≤ RRRR[ ] [ ]x n y nα +β ( ) ( )X z Y zα +β
((liniaritateliniaritate))

( )q [ ] [ ]k x n x n k− = − ( )kz X z−

((TeoremaTeorema întîrzieriiîntîrzierii))

)(||)(0 xzx ∞≤≤ RR
k∈Z

( )1X a z−[ ]na x n )(||||)(|| 0 xazxa ∞≤≤ RR

( )dX zz
dz

−[ ]nx n )(||)(0 xzx ∞≤≤ RR

)(||)(0 xzx ∞≤≤ RR



7/22

40

Proprietăţi fundamentale (continuare)ProprietProprietăăţţii fundamentalefundamentale ((continuarecontinuare))

SecvenţăSecvenţă TransformatTransformatăă ZZ ZonZonăă de de convergenţăconvergenţă

{ } { })(),(min||)(),(max 1
0

1
0 xxzxx −

∞
−
∞ ≤≤ RRRR

2
][][][ nxnxnx

def

e
−+

= ( )
2

)( 1−+ zXzX

{ } { })(),(min||)(),(max 1
0

1
0 xxzxx −

∞
−
∞ ≤≤ RRRR

2
][][][ nxnxnx

def

o
−−

= ( )
2

)( 1−− zXzX

)(||)(0 xzx ∞≤≤ RR
2

][][])[Re( nxnxnx
def +
=

( )
2

)( zXzX +

)(||)(0 xzx ∞≤≤ RR
j

nxnxnx
def

2
][][])[Im( −

=
( )

j
zXzX

2
)( −

ComponentaComponenta
simetricsimetric conjugatconjugatăă
eeven ven (par)(par)

ComponentaComponenta
antianti--simetricsimetric conjugatconjugatăă

oodd dd ((imparimpar))

TransformataTransformata Z Z înîn PrelucrareaPrelucrarea SemnalelorSemnalelor



8/22

( ) ( )
( )
e

e
e

j
j

j

Y
H

X

ω
ω

ω
=Teoreme de 

convoluţie liniară
TeoremeTeoreme de de 

convoluconvoluţţieie liniarliniarăă

41

Proprietăţi de convoluţieProprietProprietăăţţii de de convoluconvoluţţieie

Teorema 2 (convoluţie liniară directă)TeoremaTeorema 22 ((convoluconvoluţţieie liniarliniarăă directdirectăă))

Fie Fie doudouăă secvensecvenţţee discrete discrete xx şşii yy pentrupentru care care sumasuma de de convoluconvoluţţieie liniarliniarăă esteeste convergentconvergentăă. . 

..)()()( yxyx ZZZ ≡∗ ddyx SS ⊂∈ ∗,
AtunciAtunci are loc are loc urmurmăătoareatoarea proprietateproprietate: : 
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Caracterizare în
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* h
x y ≡ x*h

semnalsemnal de de 
intrareintrare

semnalsemnal de de 
ieşireieşiresecvenţăsecvenţă

ponderepondere

Caracterizare în
domeniul complex

H
X Y ≡ X•H

TZTZ a a 
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TZTZ a a 
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Caracterizare în
domeniul frecvenţei

H
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liniară
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InterpretareInterpretareInterpretare

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
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Proprietăţi de convoluţie (continuare)ProprietProprietăăţţii de de convoluconvoluţţieie ((continuarecontinuare))

Teorema 3 (convoluţie liniară inversă)TeoremaTeorema 33 ((convoluconvoluţţieie liniarliniarăă inversinversăă))

Fie Fie doudouăă secvensecvenţţee discrete discrete xx şşii yy cu cu proprietateaproprietatea ccăă zonazona de de convergenconvergenţţăă
a a secvensecvenţţeiei produsprodus v v = = xyxy şşii coroanacoroana circularcircularăă: : 
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suntsunt nevidenevide, , intersecintersecţţiaia lorlor, , notatnotatăă prinprin AA fiindfiind de de asemeneaasemenea nevidnevidăă.. Fie Fie zz∈∈AA arbitrararbitrar fixatfixat..
AtunciAtunci TransformataTransformata Z a Z a secvensecvenţţeiei produsprodus se se poatepoate determinadetermina cu cu ajutorulajutorul TransformatelorTransformatelor
Z ale Z ale secvensecvenţţelorelor factorifactori dupdupăă cum cum urmeazurmeazăă: : 

undeunde γγ esteeste un un conturcontur îînchisnchis din din AA cece îînconjoarnconjoarăă origineaoriginea. . 

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie

Caz particularCazCaz particularparticular

cerccerc
{ }e [ , ]
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Tot un fel de convoluţie.Tot un Tot un felfel de de convoluţieconvoluţie..

(forma (forma polarpolarăă))
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= τ δ − τ τ∫ t∀ ∈R

def
γ = ∂U ( ) ( ) ( )( )1e e e
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Definiţie: convoluţia periodică.DefiniDefiniţţieie: : cconvoluţiaonvoluţia periodicperiodicăă..

TF(TF(**) ) ≡≡ x(TFx(TF))

TF(xTF(x) ) ≡≡ **(TF)(TF)
directdirect

inversinvers
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Are Are convoluţiaconvoluţia inversinversăă
utilitateutilitate practicpracticăă??

DADA• ÎnÎn pofidapofida aparenţeloraparenţelor, , 

Codajul semnalului vocalCodajulCodajul semnaluluisemnalului vocalvocal

Un exempluUn Un exempluexemplu

ÎnÎn teletele--comunicaţiilecomunicaţiile modernemoderne, , bazatebazate pepe limbajullimbajul
natural (“natural (“teletele--comunicaţiilecomunicaţiile vorbitevorbite”), ”), esteeste integratintegrat
un model al un model al sistemuluisistemului psihopsiho--acusticacustic umanuman..

•

Spectru semnal vocalSpectruSpectru semnalsemnal vocalvocal

n

nV

Spectru sistem
psiho-acustic

SpectruSpectru sistemsistem
psihopsiho--acusticacustic

n

nU

Convoluţie.CConvoluţieonvoluţie..

43

Spectru
semnal

perceput

SpectruSpectru
semnalsemnal

perceputperceput
Curbă de 
mascaj

CurbCurbăă de de 
mascajmascaj

Zgomot
imperceptibil

ZgomotZgomot
imperceptibilimperceptibil

Bishnu
ATAL

BishnuBishnu
ATALATAL “Speech coding is what you do not hear.”““Speech coding is what you do not hear.Speech coding is what you do not hear.””

Codajul imaginilorCodajulCodajul imaginilorimaginilor

Alt exempluAlt Alt exempluexemplu

• TestaţiTestaţi efectulefectul sistemuluisistemului psihopsiho--vizualvizual umanuman..
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