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Cuvint 1nainte

In mod traditional, domeniul Prelucrdrii Semnalelor capteazd atentia specialistilor din
FElectronica si Telecomunicatii. Cu toate acestea, numeroasele aplicalii ale acestuia (in cadrul
unor discipline dintre cele mai diverse), evidentiaza, pe de o parte, largirea ariei sale de interes
st, pe de alta parte, necesitatea formarii unui specialist cu o pregatire pluridisciplinara. Tot
in spiritul uner traditii, acest ultim deziderat reprezinta de multa vreme si unul din obiectivele
principale ale Scolii romanesti de Automatica si Calculatoare. De aceea, credem ca un curs
introductiv de ”Prelucrare Numerica a Semnalelor” destinat studentilor acestei Scoli (si nu
numai lor) nu ar trebui sa reprezinte un fapt surprinzator. De altfel, prin cursul de fata, dorim
sa ne aliniem la standardele internationale ale unor valoroase Scoli de Automatica (din Franta
sau din Statele Unite, de exemplu), unde Prelucrarea Semnalelor figureaza deja ca discipling
obligatorie de studiu.

In fapt, acest curs se doreste o prelungire fireasca a unor discipline fundamentale, incepind
cu Matematica (el este, de fapt, un mic tratat de matematica aplicata), continuind cu Algo-
ritmi de Calcul Numeric si terminind cu Teoria si Identificarea Sistemelor. Scopul principal
al acestui curs il constituie prezentarea notiunilor fundamentale din Prelucrarea Semnalelor,
intr-o maniera gradata. Cititorul nu este supus unui efort neobisnuit in a intelege spiritul aces-
tei discipline, dar el trebuie sa aiba o minima obisnuinta in a intelege si opera cu formalismul
matematic.

Pentru a atinge scopul declarat mai sus, am structurat acest curs in mai multe capitole,
dupa o logica naturala, care pleaca de la teorie pentru a ajunge la practicd. (Acesta este,
de fapt, spiritul intreqului curs.) In cadrul acestor capitole, este realizata o trecere in revistd a
conceptelor fundamentale actuale de Prelucrare a Semnalelor. De exemplu, in afara conceptului
central de "semnal”, sint prezentate succint gi notiuni relative la fenomenul ”aliere” (aliasing)
sau la Principiul de incertitudine, care pot apare in esantionarea semmnalulus. In paralel, cititorul
este familiarizat cu un context de lucru specific, in care se dezvolta, treptat, o serie de rezultate
importante. Un loc aparte il ocupa capitolele referitoare la prezentarea tipurilor clasice de
Transformari ale lui Fourier, in special dedicate semnalelor discrete stabile sau periodice sau
cu suport finit (semnale care apar frecvent in aplicatiile practice).

Pe tot parcursul acestui curs, am urmarit sa oferim ajutor cititorului interesat sa invete prin
forte PTOprTIL. Cunostintele asimilate prin forte proprii sint cunostinte achizifionate pe termen
lung. In spiritul acestui principiu, cititorul este invitat sa rezolve singur exercifiile propuse la
sfirsitul cursului, acestea fiind destinate sa il ajute in invdtare.

O lista bibliografica minimala a fost atasata tot in finalul cursului, referintele mentionate
fiind suficiente atit pentru intelegerea cit i pentru aprofundarea acestei discipline.

*

Tin sa multumesc tuturor colegilor romani sau francezi care m-au sustinut si ajutat sa realizez
acest curs.
Dan Stefanoiu
Bucuresti, Decembrie 1995
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Notatii g1 conventii

[n] Referinta "n” din lista bibliografica.
v Oricare, indiferent care.

= Identic, echivalent.

= Exista.
€ Apartine, face parte din.
C Inclus sau egal.
C Strict inclus (si diferit).
0 Multimea vida.
E:F "E” este divizibil cu 7 F”.
EY Entitatea ” E” este definita prin expresia ” F”.
E™2F Entitatea ” E” este notata prin ” F” sau reciproc, in functie de context.
R,T Corpul matematic al numerelor reale, respectiv complexe.
r Unul din cele doua corpuri de mai sus (indiferent care).
R, Multimea numerelor reale nenegative (inclusiv zero).
@ Multimea numerelor rationale (fractii de intregi).
Z, IN Multimea numerelor intregi, respectiv naturale (intregi nenegativi).
R T,

Multimile R, @, @, Z, IN, din care a fost eliminat elementul zero (0).
o, Z*. IN*
U Discul unitar inchis al planului complex.
ou Cercul unitar din planul complex (frontiera lui ).
n= Ni, N Numarul intreg "n” parcurge multimea:

{N1, Ny+1, ..., No—1, No} |
daca N7 < N,, sau multimea:
{N1, Ny —1, ..., No+1, No} ,

daca Ny > Ns.

n € Ny, Ny Numarul intreg "n” este un element al multimii:

{Ny, Ny +1,..., Ny —1, Na} ,
daca N; < Ny, sau al multimii:

{Ni, Ny —1,..., No+1, No} ,
daca Ny > Ns.



n% N

sign(a)

< A>

Hom (A, B)

Restul impartirii numarului "n € Z” la numarul "N € IN”.

Numarul de submultimi de "n” elemente ale unei multimi finite cu ” N”
elemente (n € 0, N).

7 77

Semnul numarului real

. def | +1 , a>0
sign(a) = { 1 0<0

(sign(0) = 1, prin conventie).

Numarul imaginar unitar: j2 = —1.

2 77

Versiunea complex-conjugata a numarului

7 77

Partea realda a numarului

Partea imaginara a numarului ”a”.

Modulul (valoarea absoluta, amplitudinea, magnitudinea) numarului

» "
a .

Argumentul (faza) numarului "a” (a = |a| &7 *r9(@).

7 77

Partea intreaga a numarului (cel mai mare intreg inferior sau egal

valorii reale a lui a).

b 77

Cel mai mic Intreg superior sau egal valorii reale a numarului

(real sau complex): exp(a) e

7 77

Exponentiala numarului
a = a+ 3j, atunci: e” ©f pa (cos B+ jsin f3).

7 )7

Logaritmul natural (neperian) al numarului

1
Notatie utilizata pentru a indica urmatoarea cantitate: ——.

s
Inchiderea multimii 7 A”.

Reuniunea disjuncta a unei familii de multimi. De exemplu,

Al |B=Ax{0}UB x {1},

fapt care indica etichetarea elementelor multimilor in asa fel incit sa
poata fi cunoscuta apartenenta de origine a fiecaruia dintre ele. Daca, de
exemplu, A gi B au un element comun, reuniunea disjunca precizeaza si
careia dintre ele 1i apartine el, in timp ce reuniunea clasica face imposibila
recuperarea acestei informatii. Practic, produsul cartezian utilizat mai
sus nu este redat explicit cind se face referirea la un element al reuniunii
disjuncte. Vom scrie totdeauna a € A C A|] B sinu (a,0) € A|| B, cum
ar fi corect.

Subspatiul generat de multimea ” A”, inclusa intr-un spatiu vectorial.
Multimea aplicatiilor definite pe multimea ” A”, cu valori in multimea
b2 B’? .

Multimea semnalelor continuale (in timp continuu); elementul generic al

acestei multimi se noteaza prin ” f(¢)” (parantezele rotunde ale argumen-
tului indica timpul continuu).

II



Sq

San

< f,g>
[bal

Tn

Multimea semnalelor discrete (in timp discret); elementul generic al aces-
tei multimi se noteaza prin ”"z[n|” (parantezele drepte indica timpul dis-
cret).

Multimea semnalelor discrete periodice, de perioada ”"N7; elementul
generic al acestel multimi se noteaza prin ”Z[n]”.

Multimea semnalelor discrete de durata finita, avind suportul de forma:

0, N — 1; elementul generic al acestei multimi se noteaza prin ”x[n]”.

Aplicatia sau operatorul identitate.

7 f” este numele unei functii, iar 7 f(z)” — valoarea sa in punctul ”z”
al domeniului de definitie; uneori, pentru a pune in evidenta tipul de

argument utilizat, numele functiei poate fi indicat gi in una din formele

urmatoare: ” f(ax)”, "z f(x)”, ”%”, etc.

Functia 7 f” coincide aproape peste tot” cu functia ”¢”, adica masura
Lebesgue a multimii de puncte unde cele doua functii au valori diferite
este nula; (in cazul uzual, aceasta multime este fie finita, fie numarabila).

RS

Produsul scalar al elementelor ” f” si 7 ¢” apartinind unui spatiu Hilbert.

Norma elementului ” f” apartinind unui spatiu Banach; intr-un spatiu
Hilbert, norma canonica definita plecind de la produsul scalar, dupa cum

urmeaza; def
€
Ifll=v< [, f>.

Operatia de decimare cu "n — 1”7 egantioane a unui semnal discret (aici,
n € IN*); daca n = 1, atunci:

(fID=r;

daca n > 2, atunci, prin conventie:

(f | 0[] fink] Vkez .

Operatia de interpolare cu "n — 1”7 zerouri a unui semnal discret (aici,
n € IN*); daca n = 1, atunci:

fTH=r;

daca n > 2, atunci:

et ) flk/n] , kin (k%n=0)
(f T n)[k] {o im0 VkeZ .

II1



f, F(f) Transformarea Fourier continua aplicata semnalului ” f” si definita astfel
(in functie de natura lui f):

e daca f este continual:

~ +o0 .
7(9) défn/ F)e ™ ™dt, YQelR.

e daca f este discret:

F) S finle ™, VoeR.
neZ

S-a notat prin ”F” operatorul de tip Fourier.

Supp(f) Suportul functiei ” f:

e 1n cazul continuu:

def
Supp(f) = {t € R[f(t) # 0}
(inchiderea complementarei multimii zerourilor);
e in cazul discret:
de
Supp(f) < {t € Z | fln] # 0}
(complementara multimii zerourilor).

0.

f*xg Produsul (operatia) de convolutie dintre semnalele ” f” si ”g

e 1n cazul continuu:

(Feo® [ f-ngr)ar VieR ;

— 00
e 1n cazul discret:

(fx)n S fln—klglk] VneZ .

keZ

(Corectitudinea definitiilor de mai sus este asiguratd numai in anumite
conditii si nu in general, pentru orice pereche de semnale.)

PC . e o y . .

= Egalitate ce indica un anumit tip de convergenta a unui sir de functii:
convergenta punctuala.

' Integrala de contur ”+”, parcurs in sens trigonometric.

7

4. Integrala de contur ”+”, parcurs in sens orar.

v

+o0o
, / , Integrala liniara pe multimea IR; prima notatie, adica integrala fara limite
Coe T de integrare este mai utilizata decit celelalte.

v



S~

CII

LYT)

1(I)

L(T)

Integrala multipla pe multimea IR; daca n = 1, atunci integrala este
simpla (vezi notatia anterioara); daca m > 1, atunci notatia indica
urmatorul calcul:

def [T oo
/f(:vl,...,a:’n)d:cl...d:cn :/ / flz,. .. x,)dey .. dxy,

—00

n ori

Multimea functiilor de clasa "n”, adica a functiilor reale sau complexe de
n ori derivabile, cu derivata de ordin n continua (n € IV). Daca n = 0,
atunci C° este multimea functiilor continue.

Multimea functiilor cu suport compact, de clasa "n” (n € IN).

)]

Derivata de ordin "n” a functiei 7 f” (n € IN); daca n = 0, atunci

fO=.

Multimea functiilor de clasa "a € IR,”, (functii a—derivable in sens
Holder); de fapt, aceste functii sint de |« ori derivable, iar derivata de
ordin [a (f{eD) verificd urmitoarea inegalitate:

1D @) = fD )| < C e =y

pentru orice x §i y din domeniul de definitie; in acest context, ”C” este o
constanta pozitiva. Toate functiile acestei clase sint continue i, in plus:
cld C ce.

Spatiul semnalelor continue cu valori in corpul "T" € {IR, @'}", care au
mudulul integrabil (spatiul semnalelor continue si stabile); acest spatiu
este de tip Banach, norma aferenta fiind definita astfel:

11 [ 1rldt < oo .

Spatiul semnalelor discrete cu valori in corpul "T" € {IR,'}”, care au
modulul sumabil (spatiul semnalelor discrete stabile); acest spatiu este
de tip Banach, norma aferenta fiind definita astfel:

A S 1fIn)) < oo

nez

Spatiul semnalelor continue cu valori in corpul "T" € {IR, @'}", care au
patratul modulului integrabil (spatiul semnalelor continue de energie
finita); acest spatiu este de tip Hilbert, produsul scalar aferent fiind
definit astfel:

<f,g>d§f/ f(t)gt)dt .

Norma canonica asociata se exprima in forma:

Wil /If(t)|2dt<oo .



1*(I')

Nz

Uo

Spatiul semnalelor discrete cu valori in corpul "I' € {R,T}", care
au patratul modulului sumabil (spatiul semnalelor discrete de energie
finita); acest spatiu este de tip Hilbert, produsul scalar aferent fiind

definit astfel: def
<f,9>="> flnlgln] .
nez

Norma canonica asociata se exprima in formas:

IFIE [ ]2 < oo
nez

Impulsul lui Dirac (in cazul continuu) sau unitar (in cazul discret), cen-
trat in originea timpului.

Impulsul lui Dirac (in cazul continuu) sau unitar (in cazul discret), cen-
trat in momentul de timp "k”.

Derivata de ordin "n” (n € IN) a impulsului lui Dirac (in sensul indicat
de Teoria Distributiilor).

Impulsul unitar N-periodic.

Treapta unitara discreta: wug[n] = 0, pentru n < 0, iar ug[n] = 1, pentru
n > 0.

VI



AR
ARMA
ARX
ELD
FFT

FIR
ITIR
MA
SFD
SID
SLID
SPS
TCFC

TCFD
TF
TFD

Abrevieri

Model de tip AutoRegresiv.

Model de tip AutoRegresiv, cu Medie Alunecatoare.
Model de tip AutoRegresiv controlat (cu intrari eXogene).
Ecuatie Liniara cu Diferente.

Clasa de algoritmi de implementare eficienta a Transformarii Fourier Dis-
crete (Fast Fourier Transform).

Filtru cu raspuns finit la impuls (Finite Impulse Response).
Filtru cu raspuns infinit la raspuns (Infinite Impulse Response).
Model de tip Medie Alunecatoare.

Serie Fourier Discreta.

Sistem Invariant la Deplasari (temporale).

Sistem Liniar Invariant la Deplasari (temporale).

Sistem de Prelucrare a Semnalelor.

Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale Continuale si sta-

bile.

Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale Discrete si stabile.
Transformarea Fourier (continua sau discreta, dupa caz).

Transformarea Fourier Discreta.
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1 Privire de ansamblu

Germenii matematici ai Teoriei Semnalelor au apirut odata cu definirea notiunii de functie,
adica acum mai bine de 300 de ani. Cu toate acestea, ea a dobindit atributele unei veritabile
stiinte abia in acest secol, datorita numeroaselor salturi tehnologice inregistrate. Progresul
stiintelor si al tehnologiei moderne a pus in evidenta un numar din ce in ce mai mare de
aplicatii in care notiunile de semnal si prelucrare a acestuia sint profund implicate. Ca urmare,
deasupra fundamentului teoretic al Teoriei Semnalelor s-a cladit o disciplina aplicativa numita
Prelucrarea Semnalelor. Astazi, panoplia aplicatiilor acestei discipline este extrem de vasta,
plecind de la banalele convorbiri telefonice si ajungind pina la solutii unor probleme complexe
de tehnica spatiala sau de natura militara.

La inceput, nu a fost necesara definirea notiunii de semnal, deoarece aplicatiile de prelucrare
a semnalelor se situau in zona de interes a Electronicii sau Electrotehnicii, unde se utiliza direct
notiunea clasica de functie.

Ulterior (si chiar foarte repede), atit rezultatele mai vechi obtinute de matematicieni ca
J. Fourier, Weierstrass, Hilbert, cit si cele mai noi datorate lui Schwartz, Dirichlet, de Rham,
au fost privite din perspectiva aplicatiilor. Acest fapt a creat o deschidere a Matematicii aplicate
catre Prelucrarea Semnalelor, prin definirea notiunilor de semnal si prelucrare in concordanta
cu rezultatele matematice.

In acest spirit, semnalul este o functie care se bucura de anumite proprietati speciale (speci-
fice aplicatiilor practice), pe care le vom prezenta in acest curs. De exemplu, una dintre cele mai
importante caracteristici ale functiei numita semnal este urmatoarea: spre deosebire de functia
matematica (descriind un anumit comportament - eventual abstract - numai din perspectiva
temporala), semnalul este o functie care codifica doua tipuri de comportamente ale unui sistem
fizic concret: unul in domeniul timpului si altul in domeniul frecventei.

In ceea ce priveste prelucrarea (procesarea) semnalelor, acesta este un termen care se refera
la incercarea de a modela (aprorima sau reprezenta) semnalele (de regula avind o structura
complexa) prin intermediul unor functii mai simple gi mai bine cunoscute fie in timp, fie in
frecventd. Aceasta modelare este de dorit din motive ce nu mai necesitd o enumerare si, din
fericire, ea este posibila atit in teorie cit si in practica. In teorie, reprezentarea semnalelor se
bazeaza, de exemplu, pe celebrele teoreme de aproximare punctuald ale lui Fourier-Dirichlet [9]
sau de aproximare uniforma ale lui Weierstrass-Stone [7]. In practici, rezultatele de acest tip
sint privite ca solutii oferite problemei centrale de modelare a semnalelor cu structura complexa,
utilizind familii de semnale simple gi cunoscute (functii trigonometrice, polinoame, etc.).

In prezent, cadrul de lucru al Prelucririi Semnalelor se gasegte la intersectia dintre experienta
matematica i cea inginereasca. Se pare ca noul tip de cercetator al acestui domeniu trebuie
sa fie simultan inginer si matematician, agsa cum o dovedesc rezultatele publicate in ultima
jumatate de secol de catre oameni de stiinta cu formatie dubla, cum ar fi: Erdos, Gabor,
Oppenheim, de Ville, Walsh, Wigner si multi altii. Aceste rezultate se refera nu numai la des-
compunerea unui semnal in altele mai simple, ci si la tehnicile de reconstruire a semnalului
plecind de la componentele sale. Acest punct de vedere a condus la dezvoltarea de algoritmi
eficienti de descompunere (de analizd) sau de reconstruire (de sinteza) a semnalelor, care con-
stituie, in fapt, esenta actiunii de prelucrare. Aceasta orientare (datorata, de fapt, interventiei
inginerului in problematica matematicii) marcheaza o schimbare de directie de la cercetarea
fundamentala bazata pe matematica pura, la cercetarea matematica aplicata.

*

Cursul de fata constituie o introducere in terminologia si problematica Prelucrarii Semnalelor
in general si ale Prelucrarii Numerice a Semnalelor in particular. El este alcatuit dintr-un numar
de 11 capitole distincte (exceptindu-l pe acesta) si 2 anexe, care ofera cititorului posibilitatea
de a se familiariza treptat cu limbajul specific al acestei discipline. Ultima anexa a fost dedicata
exercitiilor propuse, care au o legatura directa cu informatiile prezentate in cadrul cursului.



2 Conceptul de ”semnal”

2.1 Definitie si interpretare

Teoria Semnalelor este o stiintd destul de vasti, care nu se reduce la domeniul Prelucririi
Semnalelor. Ea se gaseste la intersectia a numeroase alte stiinte pentru care notiunea de
semnal este centrala sau foarte importanta. Adesea, definitiile date acestui concept sint adesea
incomplete sau chiar contestate. De aceea, noi propunem definitia care urmeaza si care este
destul de larg acceptata, fara a avea pretentia ca am reusit sa eliminam inconvenientele de mai
Sus.

Definitia 2.1
Semnalul este o functie de forma:

f:7T—M,
unde:

o T este o mulfime nevida, dotata cu o relatie de ordine totalda, (<); ea este numitd
adesea prin multimea momentelor, chiar daca elementele sale nu au intotdeauna
semnificatia fizica de “momente de timp”;

e M este o mulfime nevida oarecare, numita ansamblul valorilor semnalului sau
codomeniul semnalului.

In sensul cel mai larg, semnalul est o functie care transporta informatii cu privire la starea
sau comportarea unui sistem fizic, de unde i numarul mare de aplicatii al Teoriei Semnalelor.

In cadrul domeniului Prelucrarii Semnalelor, semnalul este vazut ca o entitate ce transporta
informatie intre doua domenii: cel al timpului si cel al frecventei, chiar daca acest lucru nu
apare explicit in definitia de mai sus. Aceasta este o interpretare usor diferita de cea datorata
viziunii matematice, unde domeniul timpulus constituie aproape intotdeauna singurul cadru de
studiu al comportamentului functiei matematice care reprezinta semnalul.

Nota

e Legatura dintre cele doua tipuri de domenii de informatii este mai profunda si a fost stabilitd pentru
prima datd de catre matematicianul Joseph Fourier. Apoi, la inceputul secolului nostru, a aparut o
noua disciplina: Teoria esantionajului, initiata de catre baronul de la Valée-Poussin — autorul citorva
rezultate celebre de Teoria numerelor ([2]). Dupéa aparitie, aceastd teorie a fost dezvoltatd mai ales de
catre Kotel’'nikov si Shannon, care au demonstrat o serie de rezultate numite teoreme de esantionaj /
interpolare. Una dintre aceste teoreme (pe care o vom prezenta si noi in Capitolul 11) aratd raportul care
exista intre spectrul unui semnal continual gi spectrul uneia dintre versiunile sale esantionate, pentru o
anumita perioada de esantionare.

O serie de rezultate fundamentale de Mecanica Cuantica sau din cadrul Teoriei Informatiei au determinat
cresterea interesului fata de legatura dintre timp si frecventa. Este cazul, de exemplu, de Principiul de in-
certitudine formulat de catre Heisenberg la inceput pentru Mecanica Cuantica, dar care are o mare genera-
litate. In esentd, in cazul Prelucrarii Semnalelor, acest Principiu arata raportul de invers proportionalitate
care exista intre informatia transportata de un semnal in domeniul timpului gi cea transportata de acesta
in domeniul frecventei. Alte legaturi intre cele douda domenii au fost puse in evidentd de catre unele
rezultate ale lui Nyquist si Gabor din Teoria Informatiei. Acestea precizeaza in ce conditii este posibila
evitarea pierderii sau alterarii informatiei frecventiale cu ocazia transmiterii unui semnal codificat intre
un emitator si un receptor.

Experienta practicd acumulatd ulterior acestor rezultate (care nu mai sint foarte recente, ele implinind
aproape o jumatate de secol), a determinat matematica de a nu mai ignora comportamentul in frecventd
al semnalelor. Ce urmare, astazi, cercetarea aferentd beneficiaza de numeroase rezultate de dualitate
timp-frecventd, obtinute relativ recent de catre matematicieni ca P.G. Lemarié sau G. Battle ([1, 6]). Pe
baza lor, studiul clasic al comportamentului separat al semnalelor in timp si frecventa este adesea inlocuit
de o abordare noua, in care este modelata distributia energiei semnalului simultan in timp si frecventa

([4)-



Cadrul matematic natural in care se dezvolta rezultatele teoretice legate de conceptul de
semnal il constituie Teoria Distributiilor (construita de Schwartz), care este o ramura im-
portanta a Analizei Functionale. Acest cadru trebuie completat cu rezultate provenind din
Teoria Ecuatiilor Diferentiale / cu Diferente. Cu toate acestea, in acceptia celor mai
multi cercetatori ai domeniului Prelucrarii Semnalelor, cadrul distributiilor este prea larg si
general pentru practica. Anumite semnale sintetice care figureaza in abordarile teoretice nu
pot fi niciodata intilnite in practica; este cazul, de exemplu, al impulsului (ideal al) lui Dirac,
0, sau al derivatelor sale. Din acest motiv, desi pare un demers atractiv, in acest curs, nu s-au
facut referiri la Teoria Distributiilor decit in cazuri extrem de rare.

In lumea cercetatorilor din Prelucrarea Semnalelor, semnalul este cel mai frecvent considerat
un element al unuia din spatiile lui Lebesgue: LP(7) / IP(T) (unde p > 1).

Note
1. Reamintim ca:

e LP(T) este spatiul functiilor f : 7 — @, care sint "p—integrabile” pe 7, adica al functiilor cu valori
reale sau complexe verificind urméatoarea proprietate:

/T [f(@)Pdt < 0. (1)

Acesta este un spatiu de tip Banach, norma aferenté fiind definita astfel:
def
flp = / f@®)Pde . 2
171l T‘ ()] (2)

e [P(T) este spatiul girurilor de numere reale sau complexe ” p—sumabile”, adici al girurilor = {x, }nez
care verifica urmatoarea proprietate:

Z |z, |P < 00 (3)
ne€TNZ
Si acest spatiu este de tip Banach, norma aferenta fiind definitd dupa cum urmeaza:

def
(2= S M L (4)

neTNZ

Prin conventie, notatia S?(7") va indica de acum inainte oricare din cele 2 spatii, fird a preciza cu exac-
titate de care dintre ele este vorba. Fiecare spatiu SP(7) este, In plus, separabil, adica poseda cel putin
o baza numdrabild. Aceasta proprietate este esentiald in Prelucrarea Semnalelor, deoarece ea permite
reprezentarea oricarui semnal al lui SP(7') cu ajutorul unei baze ale cérei elemente pot fi numarate.

2. Daci p = 2, atunci S? (T) este si spatiu Hilbert. Produsele scalare ale celor 2 spatii sint definite astfel:

e Pentru L?(7):

< 0> [ raamar. (5)
e Pentru [2(7):
<a,y>Y > T (6)
neTNZ

Daci ne situiim in contextul spatiului S%(7"), atunci entitatea de mai jos se numeste energia (temporali)
a semnalului f, respectiv x:

e e = [ropa e@ ™ el = 3 ol
n€TNZ (7)
feI¥T) z € 1*(T)

Revenind la Definitia 2.1 (de mai sus), putem completa acest enunt, cu urmatoarele precizari:

e in mod normal, 7 este o submultime a corpului numerelor reale, IR; aceasta multime nu
este neaparat marginita; elementul generic al lui 7 este notat cu t si se numeste timp.
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e in general, M este o submultime fie a corpului complex @, fie a corpului real IR; (se stie,
totusi, ca IR C ).

Prin conventie, daca nu se va preciza altfel, vom considera ca 7 C IR, M C I si nu se vor
face referiri la Teoria Distributiilor decit in cazuri exceptionale (cind vom fi obligati sa operam
cu impulsul lui Dirac). Uneori, vom considera ca 7 = IR sau ca 7 = Z (Zfiind multimea
numerelor intregi), chiar daca, in realitate, 7 C IR, respectiv 7 C Z; valorile semnalului in
afara domeniului de definitie 7 vor fi considerate nule, In mod natural.

2.2 Clasificari ale semnalelor

Cea mai mare parte a aplicatiilor de Prelucrare a Semnalelor se dezvolta in contextul
spatiilor S*(7) sau S*(7). Acesta sugereaza si o prima grupare a semnalelor in doui clase:

° Sl(T) este clasa semnalelor cu spectrul in frecventa sau clasa semnalelor stabile;
o S*(T) este clasa semnalelor cu spectrul in energie sau clasa semnalelor de energie finitd.

Aceasta terminologie este justificatd de faptul ca pentru semnalele din S*(7°) este posibila
definirea corecta a Transformarii lui Fourier (TF), deci si a spectrului (adica a distributiei
energiei semnalului in frecventa), in timp ce clasa S*(7°) este mai larga si cuprinde atit semnale
stabile cit i alte semnale ce nu admit TF, dar care au energia (7) finita. (Asa cum se va vedea,
in cadrul acestu curs, studiul diferitelor tipuri de TF ocupa un rol central.)

Energia finita este o proprietate naturald a semnalelor practice. In natura, exista multe
semnale ce verifica aceasta proprietate. In general, atunci cind se opereaza cu un semnal de
energie finita, se presupune automat si ca TF a sa este corect definita (deci ca el este si stabil).
Pentru a aprecia daca un semnal are energia finita sau nu, in practica se apeleaza la o evaluare
a celor doua suporturi ale sale: cel temporal si cel frecvential. Suportul unui semnal este o
notiune definita astfel:

e 1n cazul continuu:

Supp(f) € {t € R f(t) # 0}

(inchiderea complementarei zerourilor);

e 1n cazul discret:

de
Supp(x) =) {n e Z|zn]#0}
(complementara zerourilor).

In practica, se opereaza adesea cu semnale avind suportul compact (in cazul continuu) sau
finit (in cazul discret). Aceste semnale au valori nenule si finite numai pentru o multime
marginita si inchisa de momente (in cazul continuu), respectiv numai intr-o multime finita de
momente (in cazul discret). In consecinti, ele sint stabile si de energie finité, justificind (intr-o
oarecare masura) presupunerea ca semnalelor de energie finita li se poate defini corect TF.

O alta categorie utilizata frecvent cuprinde semnale stabile cu suport temporal infinit, care,
in mod normal, au suportul frecvential (adica al TF asociate) compact sau finit. (Aceasta
este o consecinta a Principiului de incertitudine, la care ne vom referi mai jos.) Pentru aceste
semnale, energia este de asemenea finita, dar ea se masoara in domeniul frecventei (TF avind
proprietatea de a conserva energia).

Din ratiuni practice, adesea se face referire la o categorie speciale de semnale care au propri-
etatea de a fi esential localizate simultan in timp si in frecventa. In fapt, un astfel de semnal
este tot de energie finita, dar atit suportul sau temporal cit si cel frecvential sint considerate
compacte/finite. Teoretic, datorita Principiului de incertitudine al lui Gabor-Heisenberg
(vezi, de exemplu, [4]), compacitatea/finitudinea simultana a celor doua suporturi este imposi-
bil de atins. Pentru semnalele din aceasta categorie s-apelat la o aproximare (care se bazeaza
pe proprietatea energiei finite, de fapt): valorile semnalului si ale TF asociate aflate in afara
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Figura 1: Un exemplu de semnal esential localizat simultan in timp si in frecventa: fereastra lui Gauss
(g9) si spectrul sau (|g]).

unor multimi compacte/finite sint considerate neglijabile in raport cu valorile lor din interiorul
acelor multimi.
Un exemplu clasic de semnal esential localizat simultan in timp si frecventa este agsa numita

fereastra gausiana:
def 1 (t — t(])T

o0 e |-

In aceastii expresie: o > 0 este la deviatia standard (astfel denumita datorita utilizarii acestei
ferestre ca tip de densitate de probabilitate pentru anumite semnale nedeterministe), iar ty € IR
este punctul de maxim in jurul caruia se repartizeaza energia lui g. Este binecunoscut faptul
ca suportul temporal al lui g poate fi considerat aproximativ inclus in intervalul compact
[to — 30, to + 30 ], unde se gaseste mai mult de 90 % din energia sa. Se poate arata cu ugurinta
ca TF asociata lui g verifica proprietatea remarcabila de a ramine o fereastra gausiana, suportul
frecvential al lui ¢ fiind aproximat de catre intervalul compact [ —3/c, +3/c ] (vezi si Figura 1).
Principiul de incertitudine se exprima, in acest caz, prin faptul ca produsul dimensiunilor
celor doua suporturi este constant chiar daca parametrii o §i tg variaza. Cu cit dimensiunea
suportului temporal cregte/scade, cu atit dimensiunea suportului frecvential scade/creste.

(8)

In finalul acestui curs, au fost propuse 2 exercitii care ilustreaza gi mai bine efectul Principiului de incerti-

tudine in Prelucrarea Semnalelor.

O alta clasificare a semnalelor poate fi efectuata in functie de natura domeniului lor de
definitie:
Clasa semnalelor continuale (S.)

Semnalele acetei clase sint definite pe o multime unde momentele variaza in mod continuu.
Aceasta proprietate proprietate este exprimata matematic prin faptul ca multimea 7
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poseda cel putin o componenta conexa si, eventual, un numar finit sau cel mult numarabil
de momente izolate. Subliniem diferenta dintre termenii ”continual” si ”continuu”: un
semnal continual nu este neaparat gi un semnal continuu, caci, degi argumentul unei functii
variaza continuu, nu este obligatoriu ca functia insasi sa fie continua. Daca semnalele con-
tinuale sint totusi si continue, atunci ele se numesc analogice. Orice semnal continual se
noteaza prin ” f(t)”, parantezele rotunde ale argumentului indicind proprietatea de mai
sus, verificata de multimea 7.

Clasa semnalelor discrete (Sy)

In acest caz, momentele variaza de o maniera discreta. Cu alte cuvinte, multimea 7
contine numai momente izolate si nu are componente conexe. Daca Zeste multimea
numerelor intregi, in cazul semnalelor discrete, se considera ca 7 C Z. In acest context,
este absurd sa se vorbeasca de ”continuitatea” semnalelor, astfel ca ele se mai numesc si
secvente discrete de semnal, semnale numerice sau semnale digitale. Orice semnal discret
se noteaza prin "x[n]”, parantezele drepte indicind caracterul discret al multimii 7.

In practica, se utilizeaza adesea urmatoarele cazuri particulare de semnale continuale sau
discrete:

e Semnale interpolate, care apartin in mod conventional clasei S.. Aceste semnale sint
caracterizate de o variatie continua a amplitudinii (sint, deci, semnale analogice), variatie
obtinuta printr-o tehnica de interpolare aplicata semnalelor digitale. (Practic, multimea
momentelor 7 este discreta initial, semnalul interpolat fiind definit pe o acoperire convexa
a acesteia.)

e Semnale esantionate (discretizate), care apartin, in mod natural, clasei S, si care au fost
obtinute prin esantionarea semnalelor continuale. Pentru aceste semnale, atit amplitu-
dinile cit si momentele variaza in mod discret. Practic, esantionarea consta in a selectiona
anumite valori ale unui semnal continual cu ajutorul unei masuri atomice pentru mo-
mente, numita peritoada de esantionare. Valorile selectionate ale semnalului corespund
unei submultimi de puncte izolate, echidistante, extrase din multimea (conexa) 7, astfel
incit distanta dintre puncte sa fie egala cu perioada de esantionare. De notat ca multimea
semnalelor digitale nu se reduce la cea a semnalelor esantionate; exista posibilitatea de a
genera semnale numerice fara a utiliza operatia de esantionare.

In mod logic, intre operatiile de interpolare si esantionare exista o relatie de dualitate im-
perfecta. Este evident ca esantionarea unui semnal continual urmata de interpolare nu conduce
in mod obligatoriu la semnalul original de la care s-a plecat.

Cea mai mare parte a semnalelor acestui curs sint deterministe, adica semnale ale caror valori
sint unic determinate la fiecare moment al domeniului de definitie. Cu toate acestea, in natura
semnalele sint, in general, nedeterministe; valorile lor nu sint cunoscute cu siguranta, dar, de
cele mai multe ori, este posibil sa precizam distributii de probabilitate referitoare la aceste
valori. Caracterul nedeterminist al semnalelor practice este datorat, in general, zgomotelor
care le corup.

Fara a avea pretentia de a fi epuizat toate posibilitatile, ne oprim la o ultima clasificare a
semnalelor, bazata pe conceptul de autocorelatie. Acesta este definit dupa cum urmeaza:



Definitia 2.2

e In cazul unui semnal continual f, functia de doua variabile:
r(0,7) % / Ft—0)F(s—7)dtds V0,7€ R,
2

se numeste (functie de) autocorelatie asociata semnalului, daca integralele aferente
sint convergente (vezi sectiunea de ”Notatii i conventii” pentru simbolul ”[,”).

e In cazul unui semnal discret x, secventa bidimensionala:
def —_
relpd) = Y Y wn—plalm—q] VYp,geZ,
neEZ meZ

se numegte (secventa de) autocorelatie asociata semnalului, daca sumele infinite
aferente sint convergente.

Autocorelatia este definita in mod traditional pentru semnale nedeterministe, relatiile de
mai sus constituind o adaptare a definitiei originale pentru cazul semnalelor deterministe. Mo-
mentele (6, 7), respectiv [p, ¢| se numesc pivofi de calcul ai autocorelatiei. FEi reprezinta
punctele fixe in raport cu care semnalul este translatat in timp. Intuitiv, autocorelatia consti-
tuie o masura a gradului de corelare intre valorile succesiveale semnalului si deci — o masura a
redundantei sale intrinseci. Redundanta unui semnal exprima capacitatea evolutiei sale trecute
de a influenta evolutia sa viitoare.

Prototipul semnalului perfect neredundant este zgomotul alb, e, care verifica urméatoarea proprietate ideala:
re(6,7) =0 VOF#T respectiv: r.[p,q]=0 Vp#q. 9)

In spectrul acestui semnal se regdsesc toate frecventele posibile, cu aceeasi putere spectrala (linii spectrale
identice), de unde gi numele de zgomot alb. Toate semnalele care au autocorelatii diferite de r. se numesc
(zgomote) colorate. Liniile spectrale cele mai inalte ale spectrului unui astfel de semnal se numesc culori
specifice.

Plecind de la conceptul de autocorelatie, este posibila gruparea semnalelor in urmatoarele
clase:

1. Clasa semnalelor stationare, pentru care autocorelatia nu depinde decit de diferenta pivo-
tilor; in consecinta, este posibila redefinirea acestui concept intr-o forma care sa puna in
evidenta aceasta proprietate:

) [ FE=ra vreRr; (10)
ro k] Y S aln]aln—k VkeZ. (11)

. Clasa semnalelor nestationare ntru care nu mai este ibila punerea in evidenta

2. Cl lel t , pentru care ai este posibila ea denta a
proprietatii anterioare. In acest caz, autocorelatia poate fi redefinita in functie de contextul
specific de lucru.

Si aceasta clasificare are o legatura directa cu un anumit tip de comportament in frecventa
al semnalelor. Aceasta legatura a sugerat, de fapt, terminologia utilizata. Astfel, de regula,
semnalele stationare sint considerate a avea un spectru constant in timp; continutul lor de
frecvente este prefixat si nu se modifica odata cu scurgerea timpului. Un astfel de semnal
este, de exemplu, o sinusoida. Dimpotriva, pentru semnalele nestationare, continutul lor de
frecvente variaza odata cu timpul. In Figura 2, a fost trasat graficul unui semnal extrem de
simplu, dar avind un caracter nestationar. Este vorba despre urmatorul semnal:
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Figura 2: Un exemplu de semnal nestationar.

sin(wit) , te Iy, Ty
ft) =< sin(wat) , te I3, Ty
0 , tE€ [T, Tol U [Ty, Ty

T <1y <Ty < T4(€ R)
, unde:

w1 §£ CUQ<€ B)

Acesta poate fi considerat ca un semnal obtinut prin pronuntarea succesiva a doua vocale
diferite, cu o pauza intre ele, in intervalul (75, T3)). Nestationaritatea acestuia se exprima prin
modificarea in timp a frecventelor componente ale spectrului.

In natura, semnalele sint, de regula, nestationare. Variatia in timp a continutului lor de
frecvente este cel mai bine pusa in evidenta de catre semnalele care au o structura fractala.
Pentru a explica semnificatia acestei ultime proprietati, nu ne vom lansa intr-o dizertatie ma-
tematica complexa (aga cum ar trebui, daca ar fi s o caracterizam de o maniera riguroasa).
Am preferat, in loc, sa o ilustram printr-un exemplu simplu si sugestiv. Astfel, orice semnal
continual care poseda o structura intrinseca fractala are proprietatea ca derivata sa exista, dar
nu este continua in nici un punct. Pentru un astfel de semnal, intre oricare 2 puncte ale dome-
niului de definitie exista cel putin un punct de "rupere” a derivatei. Acest efect este prezentat,
de exemplu, in Figura 3, unde marirea succesiva a scalei de reprezentare a graficului arata
ca aspectul sau neted este doar aparent. Aceste schimbari bruste de directie ale tangentei la
graficul temporal sint legate intim de evolutia continutului de frecvente in timp. Este suficient
sa efectuam o comparatie intre spectrele a doua impulsuri triunghiulare de deschideri diferite:
spectrul impulsului mai ascutit este distribuit catre frecventele mai inalte, ceea ce arata ca
daca deschiderea impulsului triunghiular variaza, atunci pantele sale laterale variaza si aceasta
provoaca o modificare a continutului sau de frecvente. (Studiul acestei proprietati este propus
cititorului Intr-un exercitiu de la sfirgitul cursului.)



Figura 3: O idlustrare a caracterului fractal al unui semnal.

3 Problematica generala a Prelucrarii Semnalelor

Definirea conceptului de semnal conduce automat la necesitatea precizarii termenului de
prelucrare.

Intuitiv, acesta revine la estimarea parametrilor caracteristici ai semnalului dat, in vederea
incadrarii lui intr-o anumita clasa si a transformarii lui intr-o forma ulterioara dorita. De regula,
noua forma (transformata) a semnalului trebuie sa permita o mai ugoara extragere a informatjiei
pe care el o transporta. Sensul general al operatier de prelucrare este sugerat si de termenii
traitement (tratament) din limba franceza sau processing (procesare) din limba engleza, care
sint, de fapt, sinonime ale cuvintului transformare.

Actualmente, exista doua puncte de vedere distincte referitoare la conceptul de prelucrare:

1. Punctul de vedere de tip hardware, potrivit caruia semnalele suferd in cursul prelucrarii
o serie de transformari cu ajutorul unor scheme sau circuite electronice. In aceste context,
operatia principala este filtrarea, utilizata adesea pentru eliminarea zgomotelor parazite ce
insotesc semnalele utile. Proiectarea acestor scheme se efectueaza plecind de la anumite
proprietati dorite ale semnalului transformat (de exemplu, o anumita configuratie a spec-
trului de frecvente). De regula, transformarile de acest tip modifica sensibil informatia
transportata de semnalul initial.

2. Punctul de vedere software, referitor la un ansamblu de tehnici de extragere a informatiei
transportate de catre de un semnal in scopul utilizarii ei ulterioare. In acest context,
semnalului i se construieste un model matematic cu proprietati cunoscute si usor de de
caracterizat. Spre deosebire de contextul anterior, aici se urmareste degradarea minimala
a informatiei transportate de semnalul original, adica generarea de modele matematice cu
un grad cit mai ridicat de adecvanta si cu o complexitate cit mai redusa.



Pentru a defini mai exact termenul de prelucrare, este suficient sa efectuam o trecere in
revista a problematicii generale caracteristice domeniului, din perspectiva software.

3.1 Problema matematica

Problema directa

Presupunind ca se cunoaste un semnal f € SP(T) si ca in S*(T) s-a stabilit o baza
numarabila B = {ey}, . se cere sa se descompund f in “componente” de forma:

f= cnen, (12)

nelN

unde ¢, € @', ¥Yn € IN. (Practic, se cere sa se determine sirul coeficientilor de descom-
punere, {¢n}t,cn-)

Problema inversa

Presupunind ca se cunoasc: o baza in S (T) (ca mai sus) si componentele unui semnal
f € SP(T) (coeficientii de descompunere a acestuia in baza data, de fapt), se cere sda se
reconstrutasca semnalul initial cu ajutorul componentelor sale.

Daca problema reconstructiei pare ugor de rezolvat (cunoscind baza B), cea a descompunerii
are un grad de dificultate relativ ridicat. Aceasta datoritd marii diversitati de baze numarabile
care pot fi construite in cadrul spatiilor S” (7). In general, solutiile problemelor matematice
de mai sus sint de natura teoretica i functioneaza in contextul spatiilor L? (7).

Practic, dificultatea rezolvarii problemei directe consta in indicarea unei baze adecvate (in
raport cu un anumit criteriu). Aceasta problema se simplifica mult daca spatiul S” (7)) poate
fi dotat cu un produs scalar si daca i se poate indica o baza ortonormata:

(em,en)=0m—n], VYmmnelN. (13)

In acest remarcabil caz particular, coeficientii de descompunere ai unui semnal f € 8P (7) se
pot determina simplu, evaluind proiectiile semnalului pe elementele bazei:

e ={f,en) (14)

_ Construirea unui produs scalar gi a unei baze ortonormate este dificild in conditii generale.
In absenta ortogonalitatii bazei, indicarea unei formule de calcul pentru coeficientii de descom-
punere constituie o problema dificila (dar nu imposibila; vezi, de exemplu, [11]).
De aceea, se prefera contextul spatiilor S* (7), care au deja o structurd hilbertiana. De
exemplu, dacid 7 = [—7, +7], atunci o bazd remarcabild a spatiului L? (7) este cea armonicd:
B, = {1, sint, cost, ..., sinnt, cosnt, ...} . (15)
Utilizarea acestei baze a condus la conceptele de analiza armonica sau analiza Fourier, cu
care majoritatea specialigtilor din domeniu sint familiarizati. O mare parte a aplicatiilor de
Prelucrare de Semnal sint dezvoltate in cadrul acestui tip de analiza. Exista insa si alte aplicatii,
unde analiza clasica armonica este inlocuita de alte tipuri moderne de analiza (de exemplu, de
tip frecventa-timp, [11]).

3.2 Problema inginereasca

Din punctul de vedere ingineresc, problema matematicd formulata in paragraful anterior
trebuie reformulata. In general, matematicianul urmareste sa demonstreze existenta (si, even-
tual, unicitatea) descompunerii (12), in timp ce inginerul este preocupat de modalitatea de
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constructie efectiva (chiar algoritmica) a componentelor semnalului sau a asemnalului plecind
de la componentele sale.

O posibila reformulare a problemei centrale a Prelucrarii Semnalelor din viziune inginereasca
ar putea fi urmatoarea:

Problema analizei de semnal (a descompunerii)

Cunoscind un semnal f € SP(T) (adesea prin esantioanele sale intr-un numar finit de
momente) si presupunind ca a fost aleasa o baza B = {en}, o a lui SP(T), se cere s se
construiasca un nou semnal ¢ € SP (T), avind proprietatile urmdatoare:

1. ¢ se poate exprima in forma:
N
o= Z Cn €n (16)
n=0
unde N € IN este fixat si finit, iar coeficientii {Cn}n:m_N C @' se pot determina numai
cu ajutorul elementelor bazei B si al semnalului f;

2. ¢ aprozimeaza cit mai bine pe f, in sensul normei lui 8P (T), adica: pentru orice
e > 0 (numit "eroare de aproximare”), exista ¢ € S*(T) (depinzind de €), astfel
incit || f — | < e.

Problema sintezei de semnal (a reconstructiei)

Plecind de la "modelul matematic” ¢ (16) al unui semnal f necunoscut sau doar partial
cunoscut, se cere sa se indice valoarea lui f la un anumit moment ty € T, cu un grad de
precizie dat de ¢.

Desi are o nuanta extrem de practica, perechea de probleme ingineresti de mai sus este
inevitabil legata de aspecte matematice mai profunde. Totusi, aceste probleme nu se reduc la
initierea de aplicatii pentru Matematica.

Problemele ingineresti de mai sus reclama solutii cu un profund caracter practic. Contextul
de lucru propice dezvoltarii unor astfel de solutii este cel al spatiilor [P (7) sau chiar al spatiilor
semnalelor discrete cu suport finit, {f) (7).

Solutiile ambelor probleme ”ingineresti” se complica sensibil daca nu se pot construi co-
eficientii ¢, In mod simplu si direct sau daca elementele bazei nu sint definite explicit, ci
implicit, prin intermediul unor ecuatii functionale. Cu toate acestea, constructia algoritmica a
coeficientilor de descompunere sau reconstructia algoritmica a semnalului sint cerinte naturale,
satisfacute frecvent in aplicatiile practice.

Solutionarea acestor probleme este conditionata de gasirea unei baze B = {e,}, . a lui
SP (T) cu proprietati cit mai interesante. Cunoasterea unei formule analitice precise a fiecarui
element din baza poate juca un rol determinant (ca in cazul bazei armonice). Astazi, insa,
Prelucrarea Semnalelor detine un registru mult mai larg de metode de analiza si sinteza de
semnal, unele dintre ele operind cu relatii recursive intre elementele bazei (vezi, de exemplu,
[12] sau [10]).

Cu toate acestea, solutiile practice date acestor probleme evidentiaza ca baza B trebuie sa
verifice urmatoarele doua proprietati importante:

Proprietatea de aprozimare eficienta

Numarul N din expresia (16) trebuie sa fie it mai mic cu putinga, pentru o anumita precizie
data, €. Aceasta conduce la un numar cit mai mic de operatii in evaluarea modelului
matematic asociat semnalului original.
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Proprietatea de ortogonalitate
Baza B aleasa trebuie sa fie ortonormala (sau ortogonalizabila prin procedeul clasic al lui
Gramm-Schmidt), pentru a simplifica evaluarea coeficientilor de descompunere.

Ortonormalitatea bazei B conduce la urmatoarele relatii, care exprima, in esenta, continutul
termenului de prelucrare a unui semnal:

e Relatia de analiza a semnalului: chn={f,en), VYnelN.
e Relatia de sinteza a semnalului: F=Y (f.en)en.
nelN

Ortogonalitatea bazei asigura, de fapt, diminuarea sau eliminarea redundantei intrinseci a
semnalului original. Fiecare element al bazei ortogonale codifica o informatie unica, imposibil de
regasit integral in oricare alt element. Astfel, diminuarea redundantei conduce la posibilitatea
de a reprezenta semnalul intr-o maniera comprimata, mai eficienta.

Nu intotdeauna aceste proprietati dezirabile sint usor de satisfacut si, mai mult, chiar in
cazul in care pot fi verificate, este posibil ca ele sa nu fie suficiente pentru a realiza o buna
caracterizare a anumitor semnale. Uneori, precizia de caracterizare intra in contradictie cu
ortogonalitatea bazei, ca in cazul aplicatiilor de prelucrare si interpretare a imaginilor, unde,
din contra, redundanta este o proprietate necesara. Matematica moderna s-a adaptat acestor
aspecte si a imbogatit Teoria Spatiilor Liniare Topologice cu o serie de rezultate noi. De
exemplu, conceptul de ”baza ortogonala” a fost generalizat prin introducerea notiunii de cordaj
dens (vezi, de exemplu, [11]), care permite renuntarea la ortogonalitate cu pastrarea simplitatii
relatiei de sinteza de mai sus.

3.3 O solutie clasica de prelucrare a semnalelor

Una dintre primele idei in solutionarea problemei a fost aceea ci orice semnal poate fi
considerat ca o suprapunere aditiva de (alte) semnale stationare atomice ”monofrecventiale”
(sinusoide, de exemplu), de diferite amplitudini. Multimea globala a acestor semnale atomice
depinde de domeniul de definitie 7', dar frecventa fiecarui atom este constanta in timp. Aceasta
idee a fost initiata de cdtre Joseph Fourier. Ulterior, ea a fost preluata gi imbogatita de o serie
de alti cercetatori, care au demonstrat rezultate importante legate de aceasta abordare. In unul
din capitolele urmatoare, vom prezenta si noi un astfel de rezultat: Teorema de aproximare
punctuala a lui Dirichlet-Fourier.

Demersul lui Fourier a condus la introducerea termenilor de serie Fourier si analiza ar-
monicd (in frecventd) ale unui semnal. Seria Fourier nu este decit o combinatie liniara de
semnale monofrecventiale gi descrie comportarea semnalului original in timp si in frecventa.
Ea evidentiaza nu numai modul de evolutie in timp a semnalului, ci si continutul in frecventa
al acestuia (dat de predominanta fiecarui semnal atomic monofrecvential component). Astfel,
semnalul original este de tip "multifrecvential”.

Pentru a ilustra de o maniera mai clara solutia lui Fourier, vom prezenta exemplul care
urmeaza.

Sa consideram ca multimea momentelor, 7 este chiar intervalul compact [—m,+7] si ca
semnalul original este continual si de energie finitd: f € L?([—m, +n]). Conform teoremelor
lui Weierstrass-Stone, multimea polinoamelor definite pe [—m, +7], cu coeficienti din @', este
densa in multimea semnalelor analogice (continuale si continue) marginite definite pe [—m, +7].
La rindul ei, aceastd multime este densd in L? ([—m, +7]). Cum functiile trigonometrice sinus
si cosinus sint semnale analogice marginite, rezulta ca multimea polinoamelor trigonometrice
este densa in L? ([—m, +7]). Datorita acestui fapt, in spatiul separabil L? ([—7, +7]), se poate
construi urmatoarea baza ortogonala numarabila:

def . .
B, = {1 ,sint, cost,...,sinnt, cosnt, ...} (17)
eo €s1 €cl €sn €cn
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Ortogonalitatea acestei familii de functii trigonometrice (17) este exprimata de urmatoarele
relatii:

<607esn>:0 ) <eancn>:07 VnEﬂV*
(18)
<€sn»€sm>:ﬂ—50[n—m] 5 <ecn,ecm>:7r50[n—m] 3 <esnvecm>:0: Vm,ne]N*

Semnalul f se poate exprima punctual in baza B,, cu ajutorul urmatoarelor formule (cunos-
cute sub numele de formule ale lui Fourier) [3]:

Descompunere Reconstructie
— 1 +
= — t)dt
ap o | f(t)
1 [ PC .
oy = — f(t) cosntdt flt) = oo+ Z (o, cosnt + 3, sinnt) , Vit € [—7,+7)
T J . £
VneN* =t
I
Bn = / f(t) sinnt dt
L T J .

(19)

Formula de reconstructie de mai sus este exprimata cu ajutorul unui polinom trigonometric
infinit, numit serie Fourier. Seria Fourier este numai punctual convergenta catre semnalul
original, dar, in practica, acest tip de convergenta (slaba) este suficient pentru a aproxima
semnalele obignuite. Fiecare termen de forma " (o, cosnt + (3, sinnt)” al sumei de mai sus
se numeste armonica de pulsatie n si constituie un element atomic monofrecvential al seriei
Fourier.

Reciproc, relatiile de descompunere conduc la numerele {a,, 8.}, (unde 3y = 0, prin
conventie), numite coeficienti (ai lui) Fourier. Acestia ofera o imagine a puterii spectrale
(adica a distributiei energiei semnalului in frecventa), exprimata de girul urméator, pentru

. : . 5 3 . S
fiecare din frecventele armonicelor: {\/an + B"}new' Maximele acestui sir indica frecventele
(pre)dominante ale semnalului original.

Odata ce problema matematica a Prelucrarii Semnalelor a fost solutionata astfel, nu este
foarte dificil sa gasim si o solutie problemei ingineresti. Aceasta este sugerata si de o proprietate
remarcabila a coeficientilor Fourier, exprimata de una din teoremele lui Parseval:

lim o, = lim 3, =0. (20)
n—oo n—oo
Semnalul aproximativ ¢ din (16) (pagina 11) se poate construi in mod natural. Astfel, se poate

fixa un numar N € IN* (in functie de un anumit criteriu de precizie a aproximarii), cu ajutorul
caruia seria din (19) se poate trunchia ca mai jos:

o(t) o+ i\f: (ay, cosnt + (3, sinnt), Vte [—m, +7]. (21)

n=1

Suma din expresia (21) contine armonice de pulsatii fixe i crescatoare pina la un anumit ordin.
Acest tip de aproximare a semnalului original are si o justificare intuitiva imediata. In naturé,
majoritatea semnalelor sint de banda limitatd, adica spectrul lor are suport compact sau finit.
In consecinta, este natural ca puterile armonicelor de inalta frecventa sa poata fi neglijate
incepind cu un anumit indice al pulsatiei.

Solutia lui Fourier (prezentata mai sus) are si alte implicatii de natura practica. (Multe dintre
acestea vor fi relevate in acest curs.) De exemplu, daca semnalul original este esantionat, atunci
este posibil ca numarul esantioanelor sale (considerate pe o perioada finita de observatie) sa fie
mult mai mare decit numarul de coeficienti Fourier semnificativi asociati. La limita, o sinusoida
de pulsatie intreaga poate fi reprezentatd cu maxim 2 coeficienti Fourier (media semnalului,
ap $i un G, indicind unica armonica din componenta acestuia). Daca aceeasi sinusoida este
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esantionata, atunci numarul esantioanelor sale poate depasi sensibil numarul de 2 coeficienti
Fourier. Acest aspect se datoreaza tocmai ortogonalitatii bazei armonice, care este capabila sa
reduca redundanta intrinseca a semnalului original. Sinusoida (sau, mai general, orice armonica
de pulsatie fixa) este unul dintre semnalele cele mai redundante si mai usor de reprezentat.
In consecinta, formulele de reprezentare ale lui Fourier indica si o modalitate de reducere a
redundantei intrinseci a unui semnal oarecare, prin descompunerea lui intr-un sir de armonici
ortogonale, fiecare codificind o informatie imposibil de regasit in celelalte. Fenomenul reducerii
redundantei prin ortogonalitate conduce la o reprezentare comprimata a semnalului i sta la
baza unor tehnici de compresie de date.

3.4 Conexiuni cu problematica altor discipline

Prelucrarea Semnalelor este conectati cu Teoria Sistemelor printr-o serie de concepte co-
mune, unele dintre ele fiind prezentate si in cadrul acestui curs. Aceste concepte sint definite
intr-o abordare unitara, in jurul notiunii de sistem de prelucrare a semnalelor.

Definitia 3.1

Se numeste sistem de prelucrare a semnalelor (SPS) un sistem dinamic a cdrui
comportare este determinata de un ansamblu de tehnict de prelucrare a semnalelor, im-
plementate in scopul obfinerii unor informatii caracteristice unui anumit tip de semnal.

Ca si In cazul conceptului de ”semnal”, exista posibilitatea de a efectua mai multe clasificari
ale SPS. De exemplu, SPS pot fi:

e in timp continuu (cu intrarile si iesirile semnale continuale);
e in timp discret (cu intrarile si iegirile semnale discrete);

e convertoare analog-numerice (CAN) (cu intrarile semnale analogice si
iegirile semnale digitale);

e convertoare numeric-analogice (CNA) (cu intrarile semnale digitale si
iegirile semnale analogice).

O alta conexiune interesanta exista intre problematica prezentata in paragrafele anterioare
si cea a Identificarii Experimentale a Sistemelor. Este suficient sa reamintim ca problema
specifica a Identificarii Sistemelor este de natura inginereasca si consta, in esenta, in stabilirea
unui model de proces/sistem real, ales astfel incit la stimularea cu acelasi semnal de intrare,
intre semnalul de iegire al modelului (simulat) si cel de iegire real sa fie deosebiri cit mai mici
(in sensul unui criteriu de performanta impus). Construirea modelului de sistem revine adesea
la 0 modelare a semnalelor cu care sistemul real opereaza.

4 Secvente de semnal in timp discret. Algebra secventelor discrete.

O ramura importanta Prelucrdrii Semnalelor o constituie cea dedicatd metodelor de proce-
sare a semnalelor digitale. In practica, semnalele digitale ocupa un loc central, datorita posi-
bilitatii reprezentarii lor cu ajutorul unui mijloc automat de calcul. Aceste semnale sint obtinute
fie iIn urma operatiei de esantionare (in cele mai frecvente cazuri), fie direct, cu ajutorul unui
sistem dinamic discret (fara legatura cu clasa semnalelor continuale). Semnalele digitale pot
avea proprietati speciale diferite de a celor continuale, chiar daca ele au fost obtinute prin
esantionare. Datorita acestui fapt, nu intotdeauna rezultatele Teoriei Semnalelor/Sistemelor
Analogice se pot transfera in cazul discret. Reciproc, Teoria Semnalelor/Sistemelor Discrete
include si rezultate specifice, care nu se regasesc sau nu pot fi exprimate in cazul continuu.
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In cadrul acestui curs, vor fi prezentate o serie de astfel de rezultate, aflate In conexiune cu
Analiza armonica de semnal.
Semnalele digitale sint reprezentate prin secvente numerice notate generic astfel:

v {e[n]}nez C T,

unde I desemneaza unul din cele 2 corpuri IR sau. Parantezele drepte care insotesc argumentul
secventei x specifica faptul ca semnalul evolueaza in timp discret. Prin conventie, entitatile 7
si M din Definitia 2.1 (pagina 2) au fost stabilite ca fiind Z, respectiv I'. Si tot conventional,
vom denumi valorile semnalului prin termenul de esantioane, chiar daca el nu a fost obtinut
prin operatia de esantionare.

Multimea secventelor discrete o vom nota prin ”S;”, ca de obicei. Ea include toate spatiile
lui Lebesgue, I[P(Z), dar nu se reduce la reuniunea lor.

Cele mai simple exemple de secvente discrete sint urmatoarele:

e Impulsul unitar:  dg[n] dif{ (1) ’ Zig (22)
e Treapta unitara:  wg[n] = { (1) ' Z i 8 (23)

(Impulsul unitar este analogul discret al impulsului lui Dirac, iar treapta unitara a fost definita
in cazul continuu de catre Heaveside.)

Intre aceste doua semnale exista o corelatie exprimata de urmatoarele formule evidente:

upln] = > dolk] ; do[n] = uo[n] — uo[n — 1] = ug[—n] —uo[-1—-n], VneZ. (24)

k<n

In afara treptei unitare, exista si alte semnale care nu fac parte din spatiile lui Lebesgue.
Este cazul, de exemplu, al secventelor periodice, notate generic prin "z”. O secventa periodica
de perioada N € IN* verifica urmatoarea proprietate:

Zn]=zn+N], VnelZ. (25)

Degi pare extrem de banald, proprietatea (25) ascunde o situatie in care caracteristicile semnalului continuu
destinat esantiondrii nu se mai transfera oricirei versiuni egantionate (discretizate). De exemplu, se poate arita
cu usurinta ca daca wq este pulsatia unei armonice de forma:

f(t) =Acos(wot+¢), VtelR,

. m o e . . . . . v
iar raportul — este un numar irational, atunci versiunea discretizata:
wo

faln] = A cos (won +¢), VneZ,

nu poate fi periodica. In consecinta, transferul modelului matematic al seriei Fourier din cazul continuu ar
putea fi afectat de o egsantionare inadecvata a semnalelor. Acesta este unul din motivele pentru care modelul lui
Fourier a fost imaginat direct in cazul semnalelor discrete, fard a apela la discretizarea semnalelor continuale.
Cu toate acestea, clasele de semnale digitale cele mai utilizate in practica sint [*(Z) (semnale
absolut sumabile) si [*(Z) (semnale de energie finitd). Se poate ardta ca orice secventa absolut
sumabila are si energia finita, deci ca:
NVARISVAR (26)
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Nota

e In cazul continuu, nici unul dintre cele doudt subspatii L'(7) si L2(7) nu este inclus in celilalt, adici
exista atit semnale absolut integrabile care nu au energie finita cit si semnale de energie finita care nu sint
absolut integrabile. Un exemplu de semnal din prima categorie a fost dat de catre Lebesgue, noi renuntind
a-1 prezenta datorita complexitatii sale matematice ridicate.

o . . o o o o ™
Cu toate acestea, cele doua spatii nu se identifica. Se poate arata usor ca, daca wg € @ >

atunci, desi urmatoarea secventa discreta:

x[n]:M, VneZ,

n

are energie finita, totusi ea nu este si absolut sumabila.

Din nou remarcam faptul ca o proprietate din cazul semnalelor continuale nu se regasese si
in cazul celor discrete. Cu toate acestea, proprietatea spatiilor discrete este mai buna, caci ea
ne permite sa operam cu toate semnalele absolut sumabile ca si cu orice alt semnal de energie
finita.

*
Revenind la multimea generala Sy, ea poate fi inzestrata cu urmatoarele operatii naturale:

e adunarea secventelor: x + y wf {z[n] + y[n]}nez;

e produsul (punctual al) secventelor: z e y et {z[n|y[n]}nez;

e produsul dintre o secventa si un scalar din I': « -z £ {azn]}rez.

Atunci S; dobindeste urmatoarele structuri algebrice:
1. (S84, +) este grup abelian, cu elementul neutru secventa nulé;
2. (84, +, @) este inel comutativ, cu elementul unitar secventa constanta egala cu 1;
3. (S84, +, -) este spatiu vectorial peste corpul I';
4. (S84, +, e, ) este algebra unitara comutativa peste corpul I'.

Structurile de mai sus sint deosebit de utile in practica, deoarece ele permit construirea
unor reguli de operare cu semnalele discrete, care ar putea fi evaluate cu ajutorul unui mijloc
automat de calcul. Aceasta ”aritmetica de semnal” este, dealtfel, utilizata si in cadrul Toriei
Sistemelor; de exemplu, suma a doua secvente discrete poate fi impementata direct cu ajutorul
unei scheme de doua sisteme conectate in paralel.

Nota

9 29

e Prin conventie, operatiile "e” si vor fi specificate explicit numai in cazul in care omiterea lor creaza
ambiguitati. Deci: "z e y” gi "« - 27 se vor specifica uzual prin: "x y”, respectiv "o x”.

%

Proprietatea multimii S; de a fi spatiu vectorial a condus in mod firesc la cautarea unei
baze. Directia de cautare a unei baze a fost sugerata de o proprietate remarcabila din cazul
sistemelor continue; este vorba despre formula conventionala de reprezentare a functiei pondere
cu ajutorul impulsului lui Dirac:

h(t) :/f(H)cSO(t—H)dG, VieR. (27)

Astfel, este natural sa fie imaginata o modalitate similara de reprezentare si in cazul discret,
inlocuind impulsul lui Dirac cu cel unitar (22). Pentru a putea descrie eficient baza gasita,
este necesar sa definim o notiune auxiliara, numita operator de translatare (shiftare) in timp
(utilizat si in Identificarea Sistemelor).
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Fie k € Z un numar intreg fixat, cu ajutorul caruia se defineste aplicatia urmatoare:

ot S, — Sy g*r « Z — T
(28)

v M) g o (7)) < afn —

(Prin conventie, ¢z = x.) Aceasta aplicatie verificd urméatoarele proprietiti elementare:
L ¢ "oz + By) = ag "z + Bg*y, Vo, B €T, Va,y € Sy ;
2. ¢ gl =q¢ D Vil e Z.

Prima dintre aceste proprietati este cea de liniaritate, fapt care justifica atit notatia utilizata
in definitia (28), cit si atributul de operator (liniar) asociat aplicatiei. A doua proprietate este
legata de urmatoarea interpretare a definitiei (28):

e in cazul in care k > 0, secventa ¢ ¥z constituie o versiune intirziatd in timp a secventei
originale x;

e in cazul in care k < 0, secventa ¢ %z = ¢l*lz constituie o versiune anticipatd in timp a
secventei originale x.

A

Astfel, iIntirzierile sau anticiparile succesive se cumuleaza aditiv, ceea ce este natural. In
consecintd, ¢~* a fost denumit operator de translatare (shiftare) in timp cu k esantioane.

A . .. ) o . < ¢
In cazul impulsului unitar &y, se poate introduce urmatoarea notatie naturals : g=%6y = 6.
Plecind de la acest operator, o baza a spatiului vectorial S este urmatoarea:

AY 6} e (29)

Ea este considerata o baza canonica. Orice secventa discreta x € §; poate fi reprezentata in
mod unic cu ajutorul bazei canonice A in forma urmatoare:

T = k% x[k] & = zn] = k% zk]dk[n], VneZ. (30)

Similitudinea dintre formulele (27) si (30) este evidenta.

5 Sisteme liniare invariante la deplasari

Operatiile algebrice cu care a fost dotatd multimea semnalelor digitale in capitolul precedent
nu sint in mod necesar specifice Prelucrdrii Semnalelor. Ele pot fi privite din perspectiva pur
matematica. In acest capitol, vom exploata legatura puternica existenta intre Prelucrarea
Semnalelor gi Teoria Sistemelor pentru a dota multimea Sy cu o operatie specifica semnalelor:
convolutia.

Este cunoscut faptul ca, in cadrul Teoriei Sistemelor, conceptul de sistem dinamic are o
importanta majora. In cadrul Prelucrarii Semnalelor, acest concept este definit si utilizat in-
tr-o maniera aparte, care permite transferul de proprietati si de terminologie dinspre ”sistem”
catre "semnal”. Atit acest capitol, cit si urmatoarele doua ilustreaza maniera in care acest
transfer poate fi realizat.

In Prelucrarea Numerica a Semnalelor, conceptul de sistem (dinamic) (discret) se defineste
simplu, ca mai jos:

Definitia 5.1
Se numeste sistem (dinamic) (discret) orice operator de forma:

H:Sd—>8d

r — H(z)™ Hlz]
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In practica, sistemele dinamice discrete se mai numesc si filtre (numerice). Operatorul de
deplasare temporala (28) din capitolul precedent este un exemplu de sistem dinamic discret,
in spiritul acestei definitii. Evident, argumentul aplicatiei H (incadrat intre paranteze drepte
pentru a indica natura sa discreta) se poate numi intrare, iar valoarea H|x| poate fi considerata
0 1egire.

Daca se impun diferite restrictii suplimentare operatorului H, atunci se pot obtine diferite
tipuri de sisteme discrete. Unul dintre cele mai uzitate este sistemul (discret) liniar, (filtrul
liniar) care verifica urmatorul Principiu al superpozitiei:

Hlox,+PBas) =aH x|+ 0 H [z, Va,re68Sq, Va,fel. (31)

(Cu alte cuvinte, H este un operator liniar, adica transforma orice combinatie liniara finita
a intrarilor intr-o combinatie liniara finita a iegirilor.) Un sistem care nu poate verifica acest
principiu se numeste neliniar.

In cadrul acestui capitol, vor fi descrise proprietati relative la sistemele liniare, care permit
exprimarea operatiei de convolutie. Intre relatia (30) de reprezentare a unei secvente discrete
cu ajutorul bazei canonice si conceptul de "sistem liniar” exista o corelatie interesanta. Sa
consideram ca iegirea sistemului liniar H corespunzatoare versiunii translatate J, a impulsului
unitar se noteazd prin: hy 2 H [0k] (pentru orice numar intreg fixat, k). Daca plecam de la o
secventa oarecare x € Sg marginitd, exprimata in forma (30), atunci iesirea y corespunzatoare
lui x prin sistemul liniar stabil H se poate evalua astfel:

y = Hl)=H|Y alka| =Y ek H5) = 3 alllhe= Y ylklde.  (32)

keZ keZ keZ keZ

(Ultima egalitate provine din exprimarea semnalului discret y in baza canonica.)
Nota

e In general, pentru un operator oarecare H, operatia de intervertire a sa cu o suma infinita arbitrara nu
este posibila. insé, in contextul acestui capitol, suma infinitd este de un tip special: combinatie liniara
de impulsuri unitare translatate in timp. In acest caz particular, potrivit unor rezultate de Analiza
functionald, se constatd ci, deoarece semnalul y = H[x] din (32) admite o unici scriere in forma:

y=_ ylko =Y Hz|[k]5,

keZ keZz

rezulta identitatea urmatoare:

H lz z[k] 5k] =y= Hlz][k] b .
keZ

keZz

Aceasta sugereaza un anumit mod de intervertire, in care operatorul H actioneaza asupra egantionului si
nu asupra impulsului unitar.

e Celalalt tip de intervertire (utilizat in (32)) poate fi justificat apelind la rationamentul care urmeaza
(unde se va observa ca atit conditia de méarginire a semnalului x cit si cea de stabilitate a sistemului H
sint naturale).

In naturd, semnalele provin (de reguld) de la fenomene care prezinta o stabilitate intrinseca, astfel ca ele
nu pot avea amplitudini indefinit de mari. Este deci natural sa consideram c& semnalele practice sint
marginite. Multimea semnalelor discrete marginite, notata prin So4, poate fi dotata cu aceleasi structuri
algebrice ca si Sy si, in plus, ei i se poate asocia urmatoarea norma canonica ("norma sup”):

d
2| < sup |z[n]| < 00, V€ Soa.
nez

Relativ la aceasta norma, Sogq devine spatiu Banach. Totodata, "norma sup” genereaza in Spq 0 topologie
cu ajutorul distantei canonice:

def
d(z,y) = llz —yll -
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Aceasta topologie este separata in sens Hausdorff (adica pentru orice 2 puncte diferite, se pot construi
doud vecinatati disjuncte) si posedd o bazi numéarabild de vecindtati ale originii. In plus, topologia este
liniard, n sensul ci operatiile 74" gi 7+ ale spatiului vectorial (Soq, +, -) sint continue (in raport cu
aceastd topologie).

In consecintdi, conform unui rezultat de Analizd functional, seria (32) este uniform convergentd (in
topologia construitd mai sus).

Daca se impune conditia ca operatorul liniar H sa fie i continuu in origine, atunci el este (evident) global
continuu si atunci un alt rezultat din Analiza functionald demonstreaza ca el poate interverti cu orice serie
uniform convergenta. In particular, el poate interverti cu seria (32).

Continuitatea in origine a lui H este o conditie naturala, ea presupunind ca sistemul raspunde cu iegiri
din ce in ce mai apropiate de zero daca intrarile converg la zero. Acesta este cazul majoritatii sistemelor
fizice care poseda proprietatea de stabilitate intrinsecd. Fenomenele din natura nu se desfagoard decit in
aparenta in mod haotic, ele avind limitari intrinseci. Chiar si evolutiile de natura exploziva se atenueaza
dupa ce punctul culminant a fost atins. Liniaritatea In origine a lui H este sinonima cu stabilitatea
intrinseca a sistemului pe care il reprezinta.

Relatia (32) se poate exprima in mod echivalent astfel:

ynl = > zlklhi[n], VneZ. (33)
ke Z

Dependenta lui hg[n] atit de n cit si de k (relevata de noua exprimare) ingreuneaza interpretarea.
Cu toate acestea, deoarece fiecare hy este raspunsul sistemului la o versiune translatata in timp
a impulsului unitar, este greu de presupus ca intre aceste raspunsuri nu exista nici o corelatie din
punct de vedere practic. Cea mai pluzibila legatura este sugerata de urmatorul caz particular
de sistem discret liniar:

Definitia 5.2

Se numeste sistem invariant la deplasari (temporale) (SID) un sistem (discret) care
verifica urmatoarea proprietate: daca intrarea la momentul n produce iegirea la momentul
n, atunci intrarea la momentul n — k va produce iegirea la momentul n — k.

Practic, proprietatea de invarianta la deplasari temporale prezentata in cadrul acestei definitii
exprima operatia de intervertire dintre operatorii H si ¢ *:

H [q_kx} =q"H[z], V2eS,. (34)

Interpretarea acestei proprietati este imediata: operatorul H (care poarta si informatia re-
feritoare la timpul mort al sistemului, adica la intirzierea pe care o sufera iegirea in raport
cu intrarea) aplica aceeagi intirziere oricarui esantion al intrarii, fara a avea preferinte fata
de unele esantioane in raport cu altele. Majoritatea sistemelor dinamice din practica verifica
aceasta proprietate naturala, fiind practic imposibil de gasit un sistem care sa aplice intirzieri
diferite esantioanelor intrarii.

Daca un SID este, in plus, liniar, atunci el se numeste Sistem Liniar Invariant la Deplasari
(temporale) (SLID) (sau, pe scurt, filtru liniar, invarianta la deplasari temporale fiind o pro-
prietate subinteleasa). Un astfel de sistem poseda urmatoarea proprietate remarcabila, care
provine din imbinarea celor 2 caracteristici ale sale (liniaritatea si invarianta la deplasari):

e daci h "2 H [5y] = ho, atunci:

hin — k] = H[8o) [n — k] = (¢7" H [60]) [n] = H [q7" 60| [n] = H [3] [n] = hu[n] , -
Vn,keZ.

Aceasta proprietate arata ca, in cazul SLID, este suficient sa cunoastem secventa h = H [0y
pentru a caracteriza complet iegirea y corespunzatoare unei intrari oarecare x. Practic, h nu este
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altceva decit secventa pondere sau raspunsul la impulsul unitar al SLID, concept binecunoscut
din Teoria Sistemelor. Dupa cum se cunoaste, din punctul de vedere al suportului secventei
pondere, sistemele liniare sint de doua tipuri:

1. Cu raspuns finit la impuls (adica de tip "FIR” (Finite Impulse Response)), pentru care
suportul secventei pondere este finit.

2. Cu raspuns infinit la impuls (adica de tip "IIR” (Infinite Impulse Response)), pentru care
suportul secventei pondere este infinit.

lesirea unui SLID este complet caracterizata cu ajutorul relatiei de intrare—iegire de mai jos
(rezultata direct din formulele (33) si (35)):

ylnl = > zklhln—k], VneZ. (36)

keZ

Aceasta relatie sugereaza introducerea unei noi operatii intre secventele de semnal discret:
produsul (suma) de convolutie:

rxy DS 2k gty — @xy)n Y S zlklyn—kl, VYneZ. (37)

keZ keZ

Convergenta seriilor de mai sus nu este asigurata in cazul general, fara a impune restrictii
suplimentare semnalelor discrete care pot fi convolutate. De exemplu, daca semnalele discrete
din definitia (37) sint absolut sumabile (z,y € [*(Z)), atunci se poate ardta ci produsul de
convolutie este corect definit.

In conditiile in care aceasta operatie este corect definita (de exemplu, pentru secventele
absolut sumabile), ea verifica urmatoarele proprietati principale:

1. Asociativitate: x x (yx z) = (x x y) * 2.

2. Comutativitate: x xy = y * .

3. Distributivitate fata de adunarea secventelor: x x (y 4+ 2) =z xy + = * 2.
4. Existenta elementului unitar: x = x * dy.

Daca se noteaza prin Sy multimea (nevida) a semnalelor discrete din Sy pentru care produsul
de convolutie este corect definit, atunci (Sg., +, *, - ) este o algebra unitara comutativa.

De cele mai multe ori, in practica, se considera ca un SLID satisface inca de la inceput toate
conditiile suficiente pentru a asigura buna definire a produsului de convolutie dintre intrare si
functia pondere. De aceea, aceste conditii nu vor mai fi amintite de fiecare data cind ne vom
referi la operatia de convolutie.

Pe baza proprietatilor produsului de convolutie, se pot formula urmatoarele doua carac-
terizari ale SLID:

1. Raspunsul ansamblului de doua SLID inseriate (in cascada), avind secventele pondere h,
respectiv g, este identic cu al unui SLID avind secventa pondere egala cu h % g, indiferent
de ordinea de inseriere.

2. Raspunsul ansamblului de doua SLID cuplate in paralel (avind secventele pondere ca mai
sus) este identic cu al unui sistem care are secventa pondere egala cu h + g.

Operatia de convolutie dintre secventele discrete de semnal este analoaga celei din cazul
continuu, dar, in general, nu constituie o versiune ”discretizata” si nici o aproximare a acesteia.
Numai in cazul in care se opereaza cu semnale §i sisteme corect esantionate este posibil transferul
operatiei de convolutie din cazul continuu in cel discret.
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6 Stabilitate

Numeroase cercetari au fost dedicate (in cadrul Teoriei Sistemelor) proprietatii de stabilitate
a unui sistem dinamic. In capitolul de fata, nu ne propunem sa realizam o trecere in revista a
acestor rezultate, demersul respectiv fiind deja initiat si dezvoltat in alte lucrari. Ceea ce este
interesant de relevat in contextul acestui curs se refera la transferul proprietatii de stabilitate de
la conceptul de "sistem” la cel de "semnal”, utilizind functia pondere ca un semnal caracteristic
asociat sistemului.

Definitia clasica a stabilitatic unui sistem dinamic este urmatoarea:

Definitia 6.1
Un sistem (dinamic) este stabil daca verificd urmatoarea proprietate: intrari marginite
provoaca iegiri marginite.

Intuitiv, proprietatea de stabilitate exprima capacitatea sistemului de a nu avea evolutii ex-
plozive, daca intrarile sale baleiaza o gama limitata de valori. Practic, un sistem stabil este
capabil sa urmareasca intrarea cu care a fost stimulat, fara a dobindi un comportament de tip
diferit de al acesteia.

In cazul sistemelor liniare invariante la deplasari temporale, aceasta definitie se poate ex-
prima in mod echivalent la nivelul functiei pondere caracteristice asociate, asa cum arata
urmatorul rezultat:

Propozitia 6.1
Un SLID avind secventa pondere h este stabil daca st numai daca h este un semnal discret

absolut sumabil (h € I* (Z)).

Demonstratie ]

Fie: H " > |h[k]| (convergentd sau divergentd).
kez

—> Presupunem ca sistemul este stabil.
Vom demonstra ca seria H este convergenta.

Pentru aceasta, sa presupunem, prin absurd, contrariul, adica faptul ca: H = oc.
Daca S}, este suportul secventei h, aceasta presupunere conduce la relatia urmatoare:

H=2 |hkl= > [h[=k]]=o0. (38)

keZ —keSy

In aceste conditii, se poate construi semnalul de intrare:

h[-n]
, —meSs
o] ] =] o
0 , —nec Z \ Sh

care va produce urmatoarea reactie a SLID (folosind relatia de intrare-iegire (36) de
la pagina 20):

yln] = > alk]hln— k=

keZ —kesSy,

hin—k|, VYneZ.

Se constat’ ci aceasti intrare este marginita, ciici: [z[n]| < 1, Vn € Z. In consecint,
ar trebui ca iegirea sistemului sa fie tot marginita, deoarece el verifica proprietatea de
stabilitate formulata in Definitia 6.1. Ori, folosind (38), se constata ca:

h—k = Y |b[-k]|=H =0,

—keSy,



ceea ce contrazice Definitia 6.1.
Astfel, h nu poate fi decit o secventa absolut sumabila.

<= Presupunem ca H < oo.
Vom verifica Definitia (6.1).

Fie = o secventa discreta oarecare, avind valorile marginite de numarul M > 0 (adica
x verifica urmatoarea proprietate: |z[n]| < M, Vn € Z). Daca stimulam sistemul cu
aceasta intrare, atunci se constata ca iegirea sa (data de relatia de intrare-iegire (36))
verifica inegalitatea urmatoare:

ylnll = | > alklhln— k]| < > [a[k]|[h[n — k]| < M Y |hln — k]| = MK,
kez kEZ keZ
VneZ,
care arata ca sistemul este stabil.
O (Propozitia 6.1)7

Acest rezultat sugereaza extinderea conceptului de stabilitate la nivelul semnalelor discrete.
Astfel, orice secventa discreta absolut sumabild se va numi semnal (discret) stabil. Spatiul
I' (Z) este format din toate semnalele stabile ale multimi Sy. In mod analog, spatiul L' (Z)
va contine toate semnalele (continuale) stabile din S..

Semnalele stabile (continuale sau discrete) au o mare importanta in Prelucrarea Semnalelor,
deoarece ele permit buna definire atit a operatiei de convolutie cit si a Transformarii Fourier. Ele
sint, astfel, semnale pentru care informatia frecventiala pe care o transporta poate fi reprezen-
tata eficient.

7 Cauzalitate

Proprietatea de cauzalitate a unui sistem dinamic ocupi, de asemenea, un loc important
in cercetarea din cadrul Teoriei Sistemelor. (Ea este asociata adesea conceptului de sistem de
faza minima.)

Definitia clasica a acestei proprietati este urmatoarea:

Definitia 7.1

Un sistem dinamic este cauzal daca verifica urmatoarea proprietate: iegirea sa la orice
moment de timp depinde numai de intrarile la momente anterioare sau cel mult simultane
acelui moment considerat.

Aceasta definitie exprima faptul ca evolutia unui sistem cauzal este determinata numai de catre
istoria anterioara a intrarilor si nu de felul cum vor evolua acestea in viitor. Evident, acest
fapt este natural in practica, fenomenele fizice evoluind pe baza unui determinism de tipul
”cauza-efect” (de unde si numele proprietatii).

Ca si In cazul stabilitatii, in cazul sistemelor liniare invariante la deplasari, proprietatea de
cauzalitate se poate exprima echivalent printr-o caracteristica a functiei pondere asociate.

Propozitia 7.1
Un SLID avind secventa pondere h este cauzal daca s$i numai daca suportul acesteia este
nenegativ (Supp(h) C Z ).

Demonstratie !
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—> Presupunem ca sistemul este cauzal.
Vom demonstra ca Supp(h) C Z .
Pentru aceasta, sa presupunem, prin absurd, ca exista un moment negativ k < 0,
astfel incit hlk] = h[—|k|] # 0.
In aceste conditii, se poate construi semnalul de intrare z = ¢**6, = d_, care va

produce urmatoarea reactie a SLID (folosind relatia de intrare-iegire (36) de la pag-
ina 20):

yln] = > zmlhln—m]= > 6_k[mlhln—m]=hln+k], VneZ.

meZ meEZ
In particular,

yl0] = hlk] = x[=K] A[K] + > a[m]h[-m] #0,

— meZ\{—k}

0

rezultat care arata ca aceasta valoare a iegirii depinde de o valoare ulterioara a intrarii,
adica de z[|k|]. Definitia 7.1 este contrazisa, deci presupunerea initiala este absurda.
Atunci, pentru orice moment negativ k < 0, h[k] = 0.

<= Presupunem ca Supp(h) C Z .
Vom verifica Definitia (7.1).

Fie x o secventa discreta oarecare. Daca stimulam sistemul cu aceasta intrare, atunci
se constata ca iegirea sa (data de relatia de intrare-iegire (36)) verifica egalitatea:

yln] = k%x[k]h[n—k]zk; [k hln — k] =
= hl0]z[n] + h[l]zn — 1]+ h2Jxn—-2]+---, VneZ,

care arata ca sistemul este cauzal.

O (Propozitia 7.1)7

In general, sistemele cauzale au secvente pondere de forma: h ug, unde ug este treapta unitara
discreta (23) (vezi pagina 15).

Aceasta forma a functiei pondere este similara functiilor original din cadrul Teoriei Transformatei Laplace.

Proporzitia 7.1 permite extinderea conceptului de cauzalitate peste multimea semnalelor
discrete. Astfel, orice semnal discret cu suport nenegativ se va numi cauzal. Prototipul
secventelor cauzale este treapta unitara discreta, wuy.

Ca urmare a acestei definitii, un semnal discret oarecare r € S§; poseda doua componente
remarcabile:

1. componenta cauzald: v. {z[n]uo[n]}, cp:
2. componenta anticauzald: vz et {z[n]ug[—n — 1]}, 4,
in raport cu care el se exprima in forma:

T=Te+ Ts (39)

Daca o secventa discreta are componenta anticauzala nebanala, atunci ea se numeste necauzala.
Daca o secventa necauzala are componenta cauzala banala, atunci ea se numeste anticauzala.
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8 Semmnale si sisteme descrise prin ecuatii cu diferente

8.1 Stabilitatea si cauzalitatea sistemelor descrise prin ecuatii cu diferente

Unul dintre cele mai utilizate modele matematice de sistem dinamic liniar este cel descris
prin ecuatii liniare cu diferente. Aceasta, deoarece el permite introducerea conceptului de
functie de transfer, exprimat fie cu ajutorul operatorului de deplasare temporala, fie - mai
comod - cu ajutorul Transformatei Z. (In cadrul acestui curs, acest concept este evitat, el fiind
prezentat si utilizat in contextul altor discipline, cum ar fi: Teoria Sistemelor, Ingineria Reglarii
Automate sau Identificarea Sistemelor.)

In legatura acest tip de model matematic, ne propunem sa ilustram modul in care el poate
reflecta proprietatile de stabilitate si cauzalitate (prezentate in capitolele anterioare).

Definitia 8.1
Se numeste ecuatie liniara cu diferente (ELD), avind ordinele N € IN §i M € IN,
urmatoarea expresie:

N M
S apyln—k=> ban-1I, VnelZ, (40)
k=0 1=0

unde: {ax}icgw C I si {bi},cga; C T sint coeficientii constanti ai ecuatiei, iar ,y € Sq.

In aceasti ecuatie, secventa necunoscuta este, de regula, y, iar ay este intotdeauna nenul.
De altfel, relatia (40) este utilizata adesea pentru a caracteriza comportamentul unui sistem
liniar avind intrarea x si iesirea y. In acest caz, operatorul H nu mai este definit explicit, ci
implicit, prin intermediul relatiei (40).

Modelul ELD poarta diverse denumiri (preluate din Identificarea experimentala a Sisteme-
lor), in functie de structura ecuatiei (40):

e Model de tip ARMA (AutoRegresiv si de Medie Alunecatoare), daca:
— N, M € IN*;
— x este un zgomot alb;
— ap, ai, by §i by sint nenule.
e Model de tip AR (AutoRegresiv), daca:
- NeIN*, M =0;
— x este un zgomot alb;

— agp i ay sint nenule, iar by = 1.
e Model de tip MA (Medie Alunecatoare), daca:
- N=0,MeIN";
— x este un zgomot alb;
— ag = 1, iar by si by sint nenule.
e Model de tip ARX (AutoRegresiv cu control eXogen), daca:
- NeIN, M e IN™,
—ag#0,by =05gib; #0.
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De cele mai multe ori, pentru a descrie cit mai bine comportamentul unui sistem liniar
prin intermediul unei ELD, este necesara o precizare nu numai a coeficientilor acesteia, ci si a
conditiilor de lucru exprimate printr-o serie de restrictii impuse secventelor de intrare gi/sau
iesire. Aceste restrictii sint furnizate de aspecte practice, adica de anumite caracteristici ale
procesului real, care trebuie sa se regaseasca si in modelul sau. Exemplul urmator arata ce se
poate intimpla daca modelul descris prin intermediul unei ELD nu satisface o anumita conditie
de cauzalitate: iesirea nu mai este determinata in mod unic de catre intrare; in plus, stabilitatea
sistemului este caracterizata in mod diferit pentru fiecare dintre solutii.

Exemplu
e Fie urmatoarea ELD:
yln] —ayln—1]=z[n], VneZ.
Se poate verifica ugor ca daca intrarea este de forma: x = {a"dy[n]}, ., atunci exista doua
tipuri de solutii ale acestei ecuatii:
— o solutie cauzala: y = {a"ug[nl]}, z;
— o solutie anticauzala: y = {—a"ug[—n — 1]}, 4.
Aceasta se datoreaza ambiguitatii de exprimare a impulsului unitar in termeni de treapta
unitara (vezi relatiile (24), de la pagina 15).

Stabilitatea fiecarei solutii de mai sus este asigurata pentru valori ale parametrului a total
opuse: |a| < 1 — In cazul solutiei cauzale si |a] > 1 — in cazul solutiei anticauzale.

Z

a5

ot

Anumite rezultate din Matematica arata cd, in conditii foarte generale, o ELD nu are solutie unica.
Revenind la exemplul anterior, acest fapt se poate constata cu usurinta, caci, indiferent de intrarea =,
dacd yo este o solutie a acestei ecuatii, atunci yo[n] + Ca™ (unde C € T este o constantd) verifici aceeasi
ecuatie. Aceasta se datoreazd unui rezultat binecunoscut din Teoria Ecuatiilor cu Diferente, potrivit
caruia orice solutie a ecuatiei omogene asociate:

N
Y aryln—k =0, Vnez, (41)
k=0

adunata la o solutie particulara a ecuatiei initiale conduce la o alta solutie a acesteia.

Din acest cadru matematic general, se poate extrage un set de restrictii pe care trebuie sa
le satisfaca modelul ELD pentru a putea fi adecvat unui SLID. De exemplu, se poate preciza
un set de conditii initiale de forma:

Supp(z) C ng, +oo = Supp(y) C ng, +00 ,

care exprima proprietatea de cauzalitate. In acest caz, ecuatia (40) se poate pune sub o forma
echivalenta, care sa evidentieze mai bine cauzalitatea:

N a M bl
ylnl ==Y —yln—kl+> —zn—1, VnelZ. (42)
k=1 40 1=0 %0

Aceasta relatie recursiva dintre iegirile si intrarile sistemului arata cum se poate evalua iesirea
curenta plecind de la cele mai recente valori ale intrarii si iesirii, dar anterioare sau simultane
momentului curent. Plecind de la conditiile initiale stipulate mai sus, egalitatea (42) constituie
practic un program de calcul iterativ al iegirii sistemului, pe masura ce noi date ale intrarii
stimuleaza sistemul.

Un caz particular interesant de ELD este cel in care N = 0. legirea este evaluata direct din
intrare, dupa relatia urmatoare:

yln] =3

=0

b

—zn—1I], VneZ. (43)
Qo
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Aceasta relatie descrie comportamentului unui SLID de tip FIR, functia pondere identificin-
du-se cu:

— , neOd,M
hln) =3 %

0 , neZ\0,M

(datorita comutativitatii operatiei de convolutie). Acest tip de sistem este cel mai adecvat
pentru a exprima proprietatea de cauzalitate. R

Sistemele de tip IIR nu pot fi caracterizate atit de simplu ca si cele de tip FIR. Intotdeauna, in
cazul I[IR, N > 1, adica iegirea curenta depinde cel putin de o valoare a sa anterioara. Cu toate
acestea, stabilitatea sistemului este adesea exprimata cu ajutorul acestui tip de model. Se stie
ca pentru a testa existenta solutiilor stabile ale unei ELD, se evalueaza radacinile polinomului
sau caracteristic, adica a polinomului exprimat in termeni de operatori de intirziere ca mai jos:

P (q_l) o ap+a1qt Fag 4 +ang Y =ay (q_l - Zl) o (q_l B ZN) ' (44)

Astfel, in cazul solutiilor anticauzale, ele sint gi stabile pentru radacini zy, ... , zy incluse in
discul unitar din planul complex, U. Solutiile cauzale pot fi stabile, daca, din contra, radacinile
lui P sint in afara discului unitar si nu apartin frontierei sale (OU).

8.2 Reprezentarea prin grafuri de semnale a ecuatiilor cu diferente

Revenind la Definitia 8.1, expresia generald a ecuatiei (40) poate fi reprezentata cu ajutorul
unui graf de semnale ca in Figura 4. Ecuatia (40) a fost normalizata prin impéartirea cu ag

bo
—1 —1
q by —ay q
gt q "
-1
Cay L0

-1
9 by

Figura 4: Reprezentarea unui sistem descris de o ecuatie cu diferente utilizind graful de semnale.

(totdeauna nenul) si renotarea coeficientilor:

y[n]+2aky[n—k]ngkx[n—l], VneZ.

k=1

In Figura 4, fiecare arc al grafului ce contie o eticheta indica fie multiplicarea cu o constanta
(in cazul arcelor etichetate cu simbolurile coeficientilor ecuatiei cu diferente), fie aplicarea
unei intirzieri (in cazul arcelor purtind eticheta 7¢'"). Aceste operatii se aplici semnalului
aflat la originea arcului. Orice arc fara eticheta indica multiplicarea semnalului de la origine cu
constanta unitara, adica transmiterea lui neperturbata. Daca intr-un nod al grafului sosesc mai
multe arce, semnalul asociat originii arcului ce pleaca din acel nod este egal , prin conventie,
cu suma semnalelor furnizate de arcele ce sosesc. Aceste noduri au fost simbolizate diferit de
nodurile din care pleaca mai multe arce si care indica o distribuire a semnalului de intrare pe

mai multe cai.
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Aceasta reprezentare este utila pentru a ilustra modul cum poate fi implementat un algoritm
numeric ce opereaza cu semnale discrete. Este cazul, de exemplu, al algoritmilor aferenti
calculului valorilor Transformatei Fourier Discrete.

Pentru a proiecta un program de calcul al semnalului de iegire, y, trebuie luate in considerare
o serie de rezultate referitoare la grafurile de semnale. Aceste rezultate ofera posibilitatea
simplificarii structurii din Figura 4, fapt care conduce la micgorarea complexitatii de calcul a
algoritmului proiectat. Este vorba, in principal, despre Teoremele lui Tellegen si de transpozitie
([8]), potrivit carora schema anterioara este echivalenta cu cea din Figura 5. Principalul avantaj

bo

x[n] yln]
—ay q_l by
g

—an

Figura 5: Schema eficientda de implementare a calculului unui semnal determinat de o ecuatie cu diferente.

al acestei scheme de implementare il constituie reducerea numarului de blocuri de intirziere de
la (M + N) la max{M,N} (egal cu N in aceasta figura). O intirziere odata aplicata este
automat memorata pentru ambele parti ale schemei (stinga gi dreapta). In schema din figura
precedenta, exista o redundanta la nivelul blocurilor de intirziere, eliminata aici.

Semnalul intermediar (v), introdus in nodul central, poate fi utilizat in cadrul algoritmului
pentru a separa calculul partii stingi de cel al partii drepte. De exemplu, sa presupunem ca
este necesara evaluarea unei anumite valori a lui y — sa zicem y[K], unde K este mult mai mare
decit ordinele N si M ale ecuatiei. Atunci este suficient sa se utilizeze repetat numai partea
stinga a schemei pentru a calcula cele K valori ale lui v, sa se memoreze ultimele M valori ale
acestuia gi, in final, sa se foloseasca o singura data multiplicarile si adunarile din partea dreapta
pentru a evalua y[K]. Aceasta abordare aduce o scadere a timpului de calcul al algoritmului
(prin scaderea numarului de operatii efectuate), deci o crestere a eficientei sale. Subliniem ca
acest rezultat nu poate fi obtinut cu schema din Figura 4.

9 Reprezentarea sistemelor discrete in domeniul frecventei

Descrierea evolutiei unui semnal este o problem# importanta in Teoria Semnalelor. (Proble-
matica specifica a Prelucrarii Semnalelor este concentrata, de fapt, in jurul acestei probleme.)
In general, pentru o clasa destul de larga de semnale uzuale, aceasta descriere se efectueaza
relativ la doud domenii: cel al timpului si cel al frecventei. Aparent, cele doud domenii par
necorelate, daca ne referim la semnal ca o functie de timp. In realitate, insa, intre ele e-
xista numeroase corelatii de dualitate. O astfel de corelatie este exprimata de Principiul de
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incertitudine: daca informatia de tip temporal este ”episodica” (adica energia semnalului se
concentreaza pe o durata finita), atunci informatia de tip frecvential este ”persistenta” (adica
energia semnalului se raspindegte pe un spectru infinit de frecvente).

In cazul secventelor discrete de semnal, descrierea comportamentului lor temporal este adesea
modelata cu ajutorul SLID. Operatia caracteristica a oricarui SLID este convolutia (aga cum
am aratat in capitolele anterioare). Aceasta unifica reprezentarea in timp a secventei de intrare
si de iegire ca o suma ponderata de impulsuri unitare deplasate. Raspunsul la impuls (functia
pondere) devine, astfel, principalul instrument de descriere a evolutiei in timp a semnalelor ce se
transforma in cadrul unui SLID. Cu toate acestea, in afara impulsului unitar, exista si alte tipuri
de semnale care pot furniza descieri ale unui SLID. Dintre acestea, o importanta speciala o au
semnalele discrete sinusoidale sau exponentiale complexe, care conduc la reprezentarea SLID in
domeniul frecventei. Aceasta caracteristica a semnalelor exponentiale complexe se datoreaza
urmatoarei proprietati fundamentale a SLID (care va fi demonstrata in acest capitol):

e Raspunsul unui SLID real si stabil la o intrare sinusoidala este de aceeasi frecventa cu
a intrarii, dar de amplitudine si faza determinate de sistem.

Comportamentul in frecventa al unui SLID este descris prin intermediul unui nou concept,
numit raspuns in frecventa. Pentru a-1 defini, se pleaca de la un SLID avind secventa pondere
h stabila. Acesta este stimulat la intrare cu semnalul urmator:

zn]=e“", VneZ.

Aici, j este numarul imaginar unitar (j2 = —1), iar w € IR este un numair fixat, numit pulsatie.
Iegirea sistemului corespunzatoare acestei intrari este:

yln] = > hk] et = don N plgle R Vne Z .
keZ keZ
Daca definim entitatea:
H (ej“’) s S hlkle ¥ Ywe R,
keZ

atunci relatia anterioara se poate exprima in mod echivalent prin:
y[n] = " H (ej“’) , VYneZ. (45)

Aceasta noua relatie descrie schimbarile suferite de amplitudinea si faza exponentialei complexe
in functie de pulsatia w. Buna definire a acestor relatii este asigurata daca h este o secventa
stabila, deoarece:

H ()] < > |hlk] e % = 3 |hfk]| <00, YweR.
keZz keZ

Practic, se observa ca, in acest caz, operatia de convolutie este de asemenea corect definita si,
aparent, pulsatia intrarii se regaseste in iesire modificata.

Definitia 9.1
Entitatea H (/%) definit& prin:

H(e™) € Y hke ™ YweR (46)

keZ

se numeste raspuns in frecventa al SLID avind functia pondere h.

In general, raspunsul in frecventa este o cantitate complexa, deci are atit o parte reala, cit
i una imaginara, notate astfel:

Hp (™) = Re{H (e’)}

Hi (') = Im{H (')}
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Totodata, ca orice numar complex, raspunsul in frecventa are o amplitudine (magnitudine),
: . o def ;
|H (e7“)] si un argument (o faza), pp(w) = arg (H (e?%)).
Cu aceste notatii, raspunsul in frecventa admite urmatoarea exprimare:

H (ej“> = Hp (ej“’> +j Hyp (ejw) = ’H (ej“>’ @ Yy eR.

Aceasta relatie sugereaza utilizarea amplitudinii si a fazei pentru descrierea comportamentului
in frecventa a unui SLID. Pentru acest tip de descriere, raspunsul in frecventa al sistemului
are aceeasi importanta ca gi raspunsul sau la impulsul unitar, utilizat pentru descrierea com-
portamentului temporal. De regula, cele doua tipuri de descriere sint ilustrate cu ajutorul
urmatoarelor reprezentari grafice:

e graficul in timp al raspunsului la impulsul unitar (adica al secventei pondere);
e graficul in frecventa (pulsatie) al amplitudinii raspunsului in frecventa;

e graficul in frecventa (pulsatie) al fazei raspunsului in frecventa.

Raspunsul in frecventa are urmatoarele proprietati imediate:

e H (/) este o functie analitica pe cercul unitar U din planul complex (deoarece se dez-
volta in serie de puteri ale lui e/*; pentru orice w € IR).

o H (/%) privitd ca functie de w este 2m-periodica.

Cu aceste definitii gi notatii, rezultatul care urmeaza arata ca, impotriva aparentei sugerata
de relatia (45), proprietatea SLID enuntata la inceputul capitolului este totusi adevarata.

Propozitia 9.1

Fie un SLID caracterizat de functia pondere reald si stabild h € I* (Z). Atunci raspunsul sdu
evaluat pentru o intrare armonica de pulsatie w € IR este tot o armonica cu aceeasi pulsatie,
dar avind amplitudinea si faza determinate de catre secventa h.

Demonstratie !

Pentru a ugura exprimarile matematice (dar fara a diminua generalitatea), vom considera
ca semnalul de intrare al SLID din enunt, este o armonica de forma:

e A . A
x[n] I A cos (wn+¢) = Eew el 4 567” e NVnelZ,

z+[n] z—[n]

unde A > 0 este amplitudinea gi ¢ € IR este faza intrarii (constante in raport cu pulsatia
curentd, w).

Daca tinem cont de relatia (45) de mai sus, si de faptul ca sistemul este liniar, atunci
raspunsul sistemului la intrarea x, este urmatorul:

yi[n] = Ee”e”"H(e“) , YneZ.

Analog, raspunsul sistemului corespunzator intrarii _ se poate evalua dupa cum urmeaza:

4 - e A |
y_ [n] = 5 e J¥ Z h[k] e+jwk e—Jwn — 5 e~ I¥ g—iwn Z h[l{} e+jwk _

keZ keZ
A e
= e e > hlkle Ik, VneZ.
2 keZ

Tinind cont de faptul ca secventa pondere a sistemului este reala, rezulta ca h = h i, in
consecinta:

H(eiw)=H (e_j“’) , VwelR.
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Aceasta permite exprimarea lui y_ in forma:
y_[n] = 5 e eI H (e1w), VYneZ.
In final, raspunsul sistemului la armonica x este dat de urmatoarele relatii:

A | . -
sl = yelnl+y[n] = 5 [S H (59) 4 el F ()] =
A ' j(wn+o+en(w)) —j(wn+p+pn(w))
_ 5 |H(e]w)| [e]wn pton(w)) 4 e—ilwnteten(w } —

= A|H (e)] cos(wn+p+epw)), VneZ.

Prin urmare, iegirea sistemului este tot o armonica de aceeasi pulsatie cu a intrarii, dar
avind amplitudinea egala cu A |H (e’*)] si faza egala cu (¢ + op(w)).

O (Propozitia 9.1)7

Aceasta propozitie arata, in plus, felul cum sistemul modifica parametrii initiali ai armonicii:
amplitudinea originala este modulata de magnitudinea raspunsului in frecventa, iar la faza
originala se adauga argumentul raspunsului in frecventa.

10 Tipuri de Transformari clasice ale lui Fourier

Reprezentarea in frecventa a sistemelor dinamice a condus in mod natural la definirea unui
instrument care sa descrie corelatia existenta intre domeniul timpului si cel al frecventei pentru
semnalele uzuale. Este vorba despre Transformarea (lui) Fourier (TF), care constituie un
operator de energie constanta, inversabil, exprimind dualitatea existenta intre cele doua tipuri
de informatii transportate de un semnal stabil.

In capitolele precedente, au fost facute numeroase referiri la aceasta transformare, fara a fi,
insa, definita explicit. Acest capitol este dedicat prezentarii succinte a tipurilor clasice uzuale de
TF. Nu vor fi detaliate demonstratiile unor rezultate fundamentale din cazul continuu, aceasta
depasind obiectivul cursului. Chiar gi in cazul discret, prezentarea se va reduce la o enumerare
a TF, detalii corespunzatoare suplimentare fiind prezentate intr-o lucrare viitoare.

TF a fost una dintre primele transformari utilizate destinate a preciza continutul in frecventa
al unui semnal. Exista mai multe definitii clasice ale acestei transformari, dar in acest cadru,
vor fi prezentate succint numai 4 dintre acestea, cele mai importante:

1. Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale continuale si stabile (TCFC)
2. Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale discrete si stabile (TCFD)
3. Seria Furier Discreta pentru semnale discrete si periodice (SFD).

4. Transformarea Fourier Discreta pentru semnale discrete de suport finit (TFD).

10.1 Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale continuale si stabile
(TCFC)

Daca pentru Teoria Sistemelor Continue Transformata Laplace constituie instrumentul
principal de lucru, pentru Teoria Semnalelor Continuale, acest instrument este Transformata
Fourier Continua.

Cadrul matematic de lucru in Teoria Semnalelor Continuale este conturat de proprietatile
spatiilor lui Lebesgue, de tip Banach: LP(7) (p € IN™), definite in Capitolul 2. Functiile
din LP(7) nu sint toate marginite, in sensul strict matematic al definitiei acestei proprietat.
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Conditia de marginire este de dorit in analiza de semnal, ea nefiind, in acelasi timp si restrictiva;
majoritatea semnalelor din natura sint, totusi, marginite. Elementele spatiilor de mai sus sint
”aproape marginite”, sau, in termeni matematici — marginite aproape peste tot (”apt”), in sensul
ca multimea momentelor in care un astfel de semnal este nemarginit are masura Lebesgue nula.
Aceasta corespunde posibilitatii aparitiei unor valori accidentale nemarginite ale semnalelor, la
anumite momente, multimea acestor momente fiind, totusi, neglijabila in raport cu domeniul
de definitie. Dintre toate spatiile amintite, sint interesante L'(7") (spatiul semnalelor stabile)
si L2(7) (spatiul semnalelor de energie finitd).

Studiul acestor semnale se poate efectua cu ajutorul notiunii de spectru in frecventa, care
arata distributia de putere a unui anumit semnal in raport cu frecventele componente. Integrala
acestei distributii de putere este energia spectrald a semnalului. Aceste notiuni se exprima
matematic cu ajutorul Transformatei Fourier Continue, pe care o vom defini in cele ce urmeaza.
Pentru aceasta, vom pleca de la o teorema importanta de Analiza Matematica, datorata lui
P. Dirichlet si J. Fourier (a carei demonstratie este prezentata in [9]).

Teorema 10.1 (P. Dirichlet, J. Fourier)
Fie f : IR — IR avind proprietatile:

a) f este periodica, de perioada 2T,

b) f este continua pe portiuni si are derivate laterale finite chiar si in punctele de disconti-
nuitate;

¢) pentru fiecare moment t € IR, se defineste urmatoarea prelungire a lui f, care ia valori
medit in punctele de discontinuitate:

v des f(EH0)+ f(E—0)
ft) = 5 :

Atunci f permite urmdatoarea “reprezentare armonica”:

~ krt krt
f(t)P:Cao—kZ (ak-cos;+bk-sin;> , VtelR, (47)

k>1

unde seria numerica este punctual convergenta la f, iar coeficientii care intervin sint definiti
de urmatoarele relatii:

_ L v ar
ap = oT /_T f()
1 /+7 kmt
= = - 08§ — >1 48
ay T /_T f(t) - cos T dt Vk> (48)
1 T kmt
- . 8in —— >1.
b T,[T ft) - sin e dt V=1

s . o v 7 apt . v . .

In contextul acestei teoreme, se observa ca f = f, deoarece f este continua pe portiuni.
Astfel, intre f si f nu se mai face, practic, nici o deosebire. Termenul de reprezentare armonica
provine de la denumirea de armonica de pulsatie ) € IR, dat semnalului:

A1) Y a(Q) - cos Ut +b(Q) - sinQt Ve R .

Acesta poate fi exprimat in forma restrinsa:
A(Q,t) =P(Q) - sin (U + () Vie R,
unde:

31



e P(Q) = 1/a?(Q) + b%(2) se numeste " puterea armonicei de pulsatie Q7

def (b(Q)

e () = arctyg —) se numeste ” faza armonicei de pulsatie €27,

a(Q)

Practic, Teorema 10.1 arata ca orice semnal continual uzual, periodic, poate fi aproximat cu
o suma de componente armonice de diferite puteri si pulsatii. Sistemul de armonice compo-

nente ale semnalului opereaza cu o multime discreta de pulsatii constante in raport cu timpul,

determinate de perioada semnalului: {%’T}k N
E *

In plus, aceasta teorema arata ca familia de functii armonice:

e k k
Hr {sin Wt} U {cos Wt} (49)
T ) e T Jren

este un sistem de generatori ai spatiului Hilbert de semnale continuale, reale gi 27-periodice.
In acest spatiu, produsul scalar este definit prin:

def 1

(f.9)= 57 . F(t) g(t)dt .

Familia Hr este, mai mult, chiar ortogonala, dupa cum o demonstreaza urmatoarele relatii:

- 1 +T
<sin]%t,sin%t>:ﬁ/_T sin%tsin%tdt:&)[p—q], Vp,q€ IN

pT qm 1 T pm qm

£ TN = £ = = - 50
<cosTt,cosTt> QT/—T costhosTtdt dolp—4q], Vp,ge N (50)
_<s1nTt,cosTt>— T ) smthosTtdt—O, Vpe IN*, Vqge IN .

Datorita acestor relatii, familia Hy este o baza ortogonald, numita baza armonicd (canonicad) a
lui Fourier. Teorema 10.1 este unul dintre primele rezultate de analiza (relatiile (48)) si sinteza
(relatiile (47)) ale semnalelor, utilizind functii simple i cunoscute, organizate sub forma unei
baze ortogonale a spatiului de lucru.

Deoarece conditia de periodicitate este prea restrictiva, matematicianul si fizicianul francez
Joseph Fourier, caruia i se datoreaza, de fapt, interpretarea anterioara, a considerat ca orice
functie este periodica, putind exista functii cu perioada infinita. El a demonstrat urmatorul
rezultat fundamental:

Teorema 10.2 (J. Fourier)
Fie f € LY(IR) derivabild pe portiuni, cu derivate laterale finite. Atunci, intre f si f (de
mai sus) se poate stabili urmatoarea relatie integrala:

) = % [ f@) e dedy vie R (51)

Pe baza acestor doua rezultate, se poate enunta urmatoarea definitie:
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Definitia 10.1
Se numeste Transformare Fourier Continua operatorul:

F : LY(R) — Hom(R,Q)

fooe F)CFYT

unde: R
f: R —-

o~

Q — f(Q) @\/% / f(t) e 9% dt

este Transformata Fourier Continua a semnalului continual stabil, f.

Modulul | f | se mai numeste gi putere spectrala, iar graficul sau in functie de pulsatie se
numeste spectru. (Uneori, spectrul este considerat a fi graficul patratului lui | 1 |.) El arata
distributia energiei semnalului (definita in Capitolul 2) in domeniul frecventei. Valorile de pe
ordonata graficului puterii spectrale se numesc linii spectrale. inéh;imea unei linii spectrale
corespunzatoare unei anumite pulsatii €2 este chiar puterea armonicei de pulsatie €2, care intra
in componenta semnalului f, concept deja definit mai sus.

Nota

e Pentru semnalele nedeterministe stationare, analogul puterii spectrale este densitatea spectrald de putere,

definita astfel: 1
def
Q) = —F Q), vVQelR
o5 () Wi (r)(€2)

(proportionald cu TF a functiei de autocorelatie (11), (pagina 7)). Se poate arita ugor cé:

F@QP =¢s(Q), VQeR.

Proprietatea de mai sus sugereaza atit similitudinea dintre celor doua notiuni, cit si intro-
ducerea conceptului de energie spectrald a unui semnal f:

def ry 2
&N [os@ae= [ 1f@)Fde.
Prin conventie, vom nota prin ”"7n” cantitatea care apare in definitia de mai sus.
Ratiunea pentru care a fost introdus factorul 7 in aceasta definitie este urmatoarea: datorita
lui, se poate exprima Principiul lui Parseval de conservare a energiei la trecerea intre domeniile
"timp” si ”frecventa” in forma simetrica de mai jos:

E(N) = EN) = [1F@Fd= [ Q)P a2 (52)

Capacitatea TF de a codifica gi conserva energia semnalului studiat este una dintre cele
mai importante proprietati a acesteia. Egalitatea lui Parseval (52) este o relatie de unificare
a celor doua tipuri de energii: cea "temporala” (data de norma semnalului studiat) i cea
"spectrald”. Este absolut natural sa ne imaginam ca semnalul initial (temporal) si cel trans-
format (frecvential) poseda aceeasi energie, aceasta fiind, de fapt, o informatie care trebuie sa
se transfere nealterata intre cele doud domenii de studiu. O alterare a energiei printr-un astfel
de transfer conduce in mod evident la o pierdere din informatia transportata de semnal. In
practica, Principiul lui Parseval este verificat cel mai bine de catre semnalele esential localizate
in timp si frecventa, despre care am mai amintit in Capitolul 2.

Datorita modului cum a fost definit, operatorul Fourier F este liniar peste spatiul semnalelor
stabile. In plus, TF este, aga cum se poate observa usor, o functie analitica (indefinit derivabila).

»m 1 »

33



Intre Teorema 10.2 (Joseph Fourier) si Definitia 10.1 exista o corelatie intima. Aceasta
corelatie conduce la recuperarea semnalului initial din TF a sa, dupa urmatoarea formula de
nversiune:

Fity=nt [ e ( [ 1) ejﬂTdT) =y [ f@yesan, vieR.  (53)

Ultima integrala de mai sus se numeste Transformata Fourier Inversa. Relativ la aceasta
formula, trebuie facuta observatia ca identificarea a doua semnale stabile se face dupa regula
7apt” (amintita anterior). De fapt, spatiul semnalelor stabile, L'(IR), se doteaza cu relatia de
echivalent ”apt” si, apoi, prin conventie, se considera ca notatia” L'(7)” desemneaza mulfimea
claselor de echivalenta corespunzatoare relatiei de echivalenta si nu multimea initiala.

Cu aceste observatii, se poate specifica perechea de relatii duale care urmeaza:

F@ oy [ rmeira fo)

(54)
N def

FUD® oy [ F@) e an ™ )

Simetria exprimarii celor doua Transformari Fourier duale (directs (F) si inversa (F 1))
justificd inca o datd utilizarea cantitatii ”n” din definitia transformatei directe.

Dualitatea dintre cele doua formule nu are numai un aspect matematic. In practica Pre-
lucrarii de Semnale, se considera ca Transformarea Fourier directa este un instrument de trecere
de la studiul comportarii unui semnal in timp, la cel al comportarii sale in frecventa (pulsatie).
Revenirea din domeniul frecventelor la cel al timpului se realizeaza cu transformarea inversa.
Acest instrument devine si mai puternic, prin completarea spatiului semnalelor stabile cu im-
pulsul lui Dirac, (dy). Astfel, se pot scrie urmatoarele relatii conventionale remarcabile:

FO)@) Yy [ ooty e®ar™ 5() =
(55)
Fo0)0) o [ 5() et a0 = (1)
De aici, rezulta o noua relatie conventionala, extrem de uzitata si atribuita lui Poisson:
: 1
/ et 4O = 3 0o(t) = 2m (1) (56)

10.2 Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale discrete si stabile
(TCFD)

Teoria Semnalelor Discrete constituie cel mai important instrument din Prelucrarea Sem-
nalelor, datorita orientarii problemelor si rezultatelor ei spre aspecte de natura practica si
algoritmica.

Semnalele digitale sint secvente discrete de numere din corpul I' € {IR,0'}, deci multimea
momentelor, 7 (Definitia 2.1, (pagina 2)), este o submultime cel mult numarabila a lui IR.
Pentru a pune in evidenta indexarea de tip discret a elementelor secventei, se considera, prin
conventie, ca 7 C Z. Tot prin conventie, domeniul de definitie al unui astfel de semnal se
extinde la multimea numerelor intregi, Z, prin completare cu zerouri.

In cazul semnalelor discrete, beneficiem de mai multe instrumente de descriere a compor-
tamentului lor in frecventa. Unul dintre ele este sugerat de Transformata Fourier Continua
aplicata semnalelor continuale (descrisa anterior) si constructia lui se bazeaza pe extinderea
domeniului de definitie al operatorului Fourier la spatiul I'(Z). Acest spatiu poate fi privit
ca un set de semnale obtinute prin esantionarea semnalelor continuale din spatiul L'(IR) (o
operatie de esantionare efectuata corect nu schimba structura intrinseca a semnalului).

Fie x € I'(Z) o secventa stabild arbitrard. Atunci, se poate formula urmatoarea definitie:
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Definitia 10.2
Se numeste Transformare Fourier (Continua) aplicatd secventelor discrete
(TCFD) operatorul definit astfel:

F: IM%Z) — Hom(Z,T)

T — ]:(x)@t]:x@tA
unde:
z: IR — @
w — F(w)™Z X () el > zn]eiem
nez

este Transformata Fourier Continua a secventei discrete stabile, x.

Factorul n care apare in Definitia 10.1 este omis aici, din considerente practice. Abia acum
se poate recunoagte definitia originala a transformatei Fourier, cu care, de altfel, se opereaza
in practica. Definitia cu factor n este utila in abordarile de natura mai mult teoretica. Buna
definire a transformatei este asigurata de inegalitatea urmatoare:

> zn]e M < |zn]] < oo,

nez nez
care provine din apartenenta secventei x la spatiul semnalelor stabile. Astfel, seria ” X (e/*)”
este absolut convergenta gi, mai mult, datorita cunoscutului criteriu de uniform convergenta al
lui Weierstrass, ea este si uniform convergenta (ca functie de w). In plus, transformata astfel
definita dobindeste o noua proprietate, aceea de a fi 2r—periodica, dupa cum se poate constata
usor.

Transformata Fourier a impulsului unitar este urmatoarea:

do(w) " Ag () =1, YwelR,

fapt care corespunde relatiei aferente din cazul semnalelor continuale.

Pentru revenirea la secventa initiala din imaginea Fourier a sa, se utilizeaza definitia de
mai jos, care asociaza secventei x o noua secventa, notata cu ”z”, obtinuta prin transformarea
inversa. Aceasta definitie tine cont de 2r—periodicitatea transformatei directe si de principiul
utilizarii informatiei neredundante, transportate de semnal.

Definitia 10.3
Se numeste Transformata Fourier inversa asociata secventei discrete = secventa:

+7 ) .
in) 772/ X (e]”) e dw, VneZ.

—Tr

Utilizind aceasta definitie, se constata ca secventa asociata impulsului unitar, provenind de
la transformata constanta egala cu 1 este chiar impulsul unitar: dy = dp. Aceasta conduce la o
reltie similara celei conventionale din cazul continual, in care intervine impulsul Dirac:

+7 .
/ ¢t duy = 21 doln] , Ve Z . (57)

Tinind cont de aceasta proprietate interesanta, se constata ca, intre secventele x si T se
stabileste urmatoarea relatie naturala de dualitate:

care este similara relatiei "apt” din cazul continuu. In consecinta, in cazul discret, se poate
opera cu:
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e O transformata analitica, pentru trecerea din domeniul timpului in cel al frecventei:

X (ej“’) = > znle ™, YweR; (58)

neZ

e O transformata sintetica, pentru revenirea in domeniul timpului, din cel al frecventei:

+m . )
x[n] = 772/_ X (ejw) e dw , VneZ. (59)

Nota

e Terminologia utilizatd aici este mult mai generald in Prelucrarea de Semnal. Astfel, Analiza de semnal
este o ramura a Prelucrarii Semnalelor, al carei obiect de studiu il constituie descompunerea semnalului cu
ajutorul unei transformate sau dupa o baza a spatiului din care face el parte. Scopul final al unei analize
de semnal este interpretarea acestei decompuneri. Ramura duala Analizei de de semnal este Sinteza de
semnal, al carei obiect de studiu il constituie reconstruirea semnalului din ”date analitice”, adica din
datele rezultate in urma unei analize. Scopul final al sintezei este obtinerea unui semnal reconstruit cit
mai precis (cit mai aproape de cel original).

Intre aceste 2 ramuri pot interveni operatii intermediare cum ar fi: codaj, cuantificare, transmisie de date,
filtrare, etc. Cele doua ramuri impreuna cu operatiile intermediare contureaza cadrul de lucru in care se
dezvolta aplicatiile din Prelucrarea Semnalelor.

10.3 Serii Discrete de tip Fourier pentru semnale discrete si periodice (SFD)

Utilizarea Transformatei Fourier continue a constituit doar o modalitate de caracterizare in
frecventa a semnalelor discrete. In practica, insa, desi caracterul discret si chiar durata finita
ale secventelor simplifica substantial exprimarea acestei transformari, totusi variatia continua
a pulsatiei constituie o problema imposibil de solutionat, datorita caracterului cuantificat al
reprezentarilor numerice prin intermediul unui mijloc automat de calcul. Acest fapt a condus
la ideea exprimarii pulsatiilor in mod cuantificat, adica la o noua Transformare Fourier, ale
carei proprietati sint, in mare parte, similare transformarii continue. De notat ca, desi trans-
formarea continua poate fi utilizata atit in contextul semnalelor continuale cit si in contextul
semnalelor digitale, cea discreta este specifica secventelor discrete, aplicarea ei semnalelor ana-
logice efectuindu—se numai dupa operatia de esantionare a acestora in timp.

Operatia naturala de obtinere a unei astfel de transformari este cea de esantionare in frecven-
ta. Aceasta consta in selectarea de valori ale transformarii continue in pulsatii echidistante. Este
de dorit ca operatia sa se poata desfagura fara calcularea prealabila a transformarii continue,
dar, teoretic, acest lucru nu este posibil in general. De aceea, transformarea discreta care se
utilizeaza si care nu apeleaza la calculul prealabil al celei continue, va constitui —in majoritatea
cazurilor — doar o aproximare a transformarii obtinute prin esantionare in frecventa. Pentru
a preciza mai bine aceste lucruri, si consideram ca x € ['(Z) este o secventi discreta stabila,
asupra careia aplicam Transformarea Fourier continua, F. Daca notam cu ”F4(x)” versiunea
discretizata a lui F(z), adica:

Fa(x)(wy) = F(x)(wn), YVneZ

(cu {wp, tnez — o multime de pulsatii fixe si, eventual, echidistante), iar cu T F D(z)” — un nou
tip, discret, de Transformata Fourier, care nu apeleaza la calculul prealabil al lui F(z), atunci,
in general, intre Fy(x) si TF D(x) nu este o identitate perfecta:

Falx) (wy) ~TFD(x) (w,) , VneZ.

Introducerea unei transformari de tip ”T'F' D” in locul celei de tip 7 F;” este justificata si de
alt aspect decit cele prezentate, aspect care nu tine numai de cazul discret. Secventele periodice
au energii infinite, deci nu sint absolut sumabile. Pentru ele, transformarea F (deci nici F4) nu
este bine definita, astfel ca ea nu poate fi utilizata ca instrument de reprezentare in frecventa, in
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acest caz. Totusi, este necesara aceasta reprezentare si pentru clasa secventelor periodice — des
intilnite in practica — si, de aceea, trebuie adaptat instrumentul anterior intr—o maniera care
sa—i afecteze cit mai putin calitatile.

Aparent, Transformarea Fourier discretizata, Fq, poate fi utilizata cu succes pentru secven-
tele de durata finita. Totusi, aceasta transformare pierde o proprietate importanta: nu mai
verifica Teorema de convolutie (care va fi prezentata in capitolul urmator), deci nu mai poate
constitui un instrument de caracterizare a comportarii in frecventa pentru sistemele liniare
discrete invariante la deplasari.

Toate acestea conduc la redefinirea vechii transformari pentru secventele discrete. Aceasta
redefinire pleaca de la cazul secventelor periodice. Fie € §4 o secventa periodica de perioada
N € IN* (eventual, putem considera ca N # 1, pentru a evita cazul banal). Deci:

Tn+kN|=2Z[n] Vn,keZ.

In particular, Z[0] = Z[N]. Aceasta secventa nu va putea fi reprezentata cu ajutorul Trans-
formarii Fourier continue, deoarece ea nu este nici stabila, nici cauzala. De aceea, se procedeaza
astfel: se construieste un set de pulsatii speciale si se exprima ”seria Fourier” asociata secventei
T ca o suprapunere de secvente exponentiale complexe, de pulsatii egale cu cele din setul definit
anterior. Apoi, se va utiliza seria Fourier (astfel construita) pentru a defini ” Transformarea
Fourier Discreta” asociata secventelor de durata finita.

Utilizarea seriilor Fourier pentru cazul semnalelor periodice nu este o noutate. Si in cazul
continuu s-a procedat la fel: intii s-a definit seria Fourier asociata unui semnal periodic (Teo-
rema 10.1 (Dirichlet & Fourier)), pagina 31, demonstrindu-se punctual convergenta ei la un
semnal egal apt cu semnalul analizat, daca acesta este cel putin continuu pe portiuni, apoi
rezultatul a fost extins la cazul semnalelor continuale de durata finita (care au fost prelungite
pe IR prin periodicitate). In cazul discret, vom vedea ca una din cele 2 serii Fourier care se
definesc, coincide cu secventa originala.

Considerind ca N este perioada fundamentald a secventei, se poate defini urmatorul concept:

Definitia 10.4
Se numeste “pulsatie fundamentala” cantitatea:

N def 2
wl -—

N

Setul de pulsatii speciale asociat pulsatiei fundamentale este format din multipli intregi ai

acesteia: 5
def ™
{o @ nwy = =
N nez

Tot in acest context, se utilizeaza in mod frecvent notatia urmatoare:
nte—jen  ypeg 60
wh = e , nez. (60)
Astfel, spre deosebire de seriile Fourier asociate semnalelor continuale si periodice, in acest
caz, se lucreaza doar cu cele N exponentiale complexe distincte, grupate in multimea urmatoare:

En = {eg}kez '

t VR, . .
unde: el [n] 2 Wk | Vn, k € Z. Se observa ci e) = 1 si exponentiala "ed”, cu k # 0, are

perioada egala cu N/k. Practic, multimea £y are doar un numar finit de elemente, datorita
acestei proprietati:

En = {eN } .
N k Jp=0,N—1
Daca se noteaza prin”S éV ” multimea secventelor N—periodice din Sy (secvente notate generic
prin ”Z”), pentru care N nu este neaparat perioada principald, atunci luind in considerare

37



structura de spatiu vectorial (peste corpul I') a lui Sy, se poate arata imediat ca Sév este un
subspatiu al lui §4. Mai mult, £y C Sév , deoarece Sfiv include atit secventele constante cit si
secventele de perioade N/k, unde k = 1, N — 1. Pe acest subspatiu, se poate defini (corect)
urmatorul produs scalar:

N—-1
(7, 9) Y Y #ngh], VEjesy
n=0

relativ la care S devine spatiu Hilbert. Evident, sintem interesati de gisirea unei baze speci-
fice a acestuia, usor de manevrat in practica, avind proprietatea de ortogonalitate. Datorita
relatiilor remarcabile:

=

- N _
2 sz’n(wzj)\’n) sin(wévn)ZECSO[p—Q] = lsm( Iz)v ):O
n=0
3 cos (wh n) cos (w¥n) = > dolp — ql - (61)
— P q 2 > cos (wév n) =0
n=0
Nz_:lsin(wévn) cos(wé\’n)zo . Vp.qeZ”,
L =0

rezulta ca multimea {Re (Sﬁlv ) , Im (Sﬁlv )}, avind 2N — 1 elemente din SY', este ortogonala.
Mai mult, egalitatea:

N-1
Z*’m— k"—{N  keNZ VkeZ (62)

W = ;
= 0 , keZ\NZ
(cu ajutorul careia se poate demonstra oricare din egalitatile anterioare), arata ca si multimea
E N este ortogonala:

qup =Nb&lp—ql, Vp,qe0O,N—-1. (63)

1

Atunci multimea ” E N~ este ortonormata, deci liniar-independenta. Rezulta ca si multimea

”%5 N~ este liniar- mdependenta, dar numai ortogonala. Daca ea este gi sistem de generatori
pentru &£, atunci are caracter de baza ortogonala in £ ; dimensiunea acestui spatiu va fi finita
si egala cu N.

Din fericire, se constata ca, pentru o secventa oarecare, T € Sﬁlv , se pot evalua urmatoarele
numere, numite coeficienti Fourier:

njwy , VYkeO,N—1. (64)

S
=
2
I

3 =

J‘DML

Deoarece wiN =1, Vn € Z, rezulti imediat ci: X (k + N) = X (k), adici X € SY, fapt care
justifici notatia utilizatd (7 X”).
Secventa acestor coeficienti are o proprietate remarcabila:

1N1

:—ZX k]wh, ¥Yn=0,N—-1, (65)

fapt care demonstreaza ca multimea %5 N este gi sistem de generatori, adica baza in Sév

consecint#, dimensiunea spatiului S fata de corpul @ este N, in timp ce dimensiunea sa fata
de corpul IR este (2N —1).

Apartenenta la SY" a ambelor secvente 7 si X permite formularea urmatoarei definitii:
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Definitia 10.5
X si T se numesc Serii Fourier Discrete (SFD):

e X este seria direct3 (de analizi);

e 1 este seria inversa (de sinteza).

Definitia se bazeaza pe dualitatea formulelor celor doua tipuri de serii Fourier, aratata mai
sus.
Prin conventie, ca si in cazul transformarii continue, se poate utiliza notatia:

SFD(z) ™ X |

pentru a indica aplicatia care asociaza unei secvente periodice T seria Fourier directa. Reciproc,
pentru seria inversa, se va utiliza notatia:

ISFD(X)™ & .

Practic, atit SF'D cit si ISF' D sint operatori ce actioneaza pe S(Jiv si produc tot cite o secventa
din S¥'.

10.4 Transformarea Fourier Discreta pentru semnale discrete avind suportul finit
(TFD)

Reprezentarea unei secvente periodice a fost un pas important pe calea studiului exprimérii
secventelor de durata finita cu ajutorul unei transformari discrete ce deriva din Transformarea
Fourier continua. Aceasta, deoarece din orice secventa de durata finita se poate construi o
secventa periodica intr-un mod foarte natural: se utilizeaza prelungirea prin periodicitate. Mai
exact, se poate utiliza secventa periodica x € Sfiv asociata secventei de durata finita x € Sy,
construita astfel: Z[n] = x[n% N], Vn € Z (prelungire prin periodicitate). Aici, operatia
"n% N” indica restul Impartirii numarului » la numarul N. Deoarece pentru secventele
periodice se obtin reprezentari cu ajutorul seriilor Fourier discrete, se poate considera ca
reprezentarea asociata pentru I este valida si pentru x.

Reprezentarea secventei de durata finita ar putea coincide cu reprezentarea secventei peri-
odice asociate. Cu toate acestea, vom vedea ca este posibila utilizarea unui instrument specific
al secventelor de durata finita, chiar daca, in constructia lui, sint utilizate observatiile ante-
rioare.

Convenim sa notam prin ”Sgy” multimea secventelor de durata finita, avind lungimea egala
cu N € IN*. Matematic, aceasta multime se poate exprima astfel:

Sdeéf{x€$d|Supp(m) QO,N—l} )

Prin conventie, am considerat ca elementele lui Syy sint de forma:

r€Syy <= z[n|=0, Vn#0,N —1,

fapt care, evident, nu micgoreaza generalitatea. Este posibil sa existe un moment ng in suportul
0, N — 1, pentru care x[ng] = 0, dar acest lucru nu se intimpla pentru toate punctele suportului.
De asemenea, aceasta secventa poate fi privita ca avind orice durata finita M > N, printr-o
completare adecvata cu zerouri, adica: Sgy € Sgpr, VM > N.

Daca se utilizeaza notatia:

q*deNdéf{:z:ESd]Supp(:c) gm,]\H—m—l} ,
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unde m € Z, atunci ¢° Syy = Sy si familia de multimi: {g=™ San } ez acopera intreaga gama
de secvente cu durata finita, de lungime N. Deoarece prin operatorul 7¢~™” multimile Sy si
g~ San sint echivalente (Vm € Z), se considera ca multimea ”prototip” a acestei familii este
chiar Sgy. Mai mult, daca se ia in considerare structura de spatiu vectorial a fiecarei multimi
din familie, este evident ca oricare doua dintre ele sint spatii vectoriale izomorfe. De aceea, in
cele ce urmeaza, atentia va fi focalizata asupra multimii Syy.

Fie x € Syn o secventa arbitrar aleasa. Atunci secventa periodica asociata este descrisa
de formula: Z[n] = z[n% N], Vn € Z. Reciproc, orice secventd de durata finitad poate fi
construita din una periodica, prin retinerea valorilor pe o perioada:

x[n]:{%[n] , 0<n<N-1

0 , n€ Z\0,N—1

Se observa ca putem exprima mai concis expresia secventei de durata finita astfel definita, daca
utilizam o secventa prototip numita fereastra dreptunghiulara:

def 1 s OSTZSN—:[
RN[”]—{O , neZ\0,N—1 (66)

Astfel, se poate scrie ca Ry € Sygn si, In plus:
T=Ry-T.

Relatiile simple la care s—a ajuns reflecta dualitatea naturala care exista intre spatiile de
semnale Sy si dev , care sint, la rindul lor, izomorfe.

Pentru secventa "7, construita anterior, se poate evalua Seria Fourier Discreta asociata,
notata cu ” X", care, asa cum s-a vazut, este tot o secventa N-—periodica. Pentru a mentine
dualitatea ”timp”—"frecventa” si in cazul secventelor de durata finita, coeficientii Fourier ai lui
x se aleg, prin definitie, astfel (alegere sugerata de observatiile anterioare):

X[k Y Rylk]- X[k], VkeZ.

Prin analogie cu formulele ce descriu Seriile Fourier directa si inversa descrise anterior, se
pot stabili relatiile de mai jos:

X[k] =Ryl[k]- X[k], Vke Z ; z[n]=Ry[n] -Zn], Vne Z ,

adica:

N-1

X[k = > zn]wlr , k=0,N—-1
n=0
0 , ke Z\0,N—1
| N1 (67)
— X[k wiF =0,N -1

zln] = N & [kloy . n )
0 , n€ Z\0,N—1

In acest context, se poate formula urmatoarea definitie:

Definitia 10.6
X six se numesc Transformate Fourier Discrete (TFD):

e X este transformata directa (de analiza);

e 1 este transformata inversa (de sinteza).

Aplicatia care asociaza unei secvente de durata finita transformata ” X” de mai sus se va nota
prin "T'FD” (deci TFD(x) = X) si se va numi Transformare Fourier Discreta (Directa).
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Analog, aplicatia care returneaza secventa de durata finita de la care provine o "T'FD” se va
nota prin "ITFD” (deci ITFD(X) = z) si se va numi Transformare Fourier Discreta
Inversa. Ca si in cazul Seriilor Fourier Discrete, aceste transformari sint operatii interne ale
multimii secventelor de durata finita, efectuind o trecere din domeniul discret al timpului in
cel discret al frecventei.

In practica, sirurile de date reprezentind un anumit semnal sint periodice sau de durata
finita, astfel incit SE'D si TFD sint instrumentele cele mai utilizate in analizele si sintezele de
semnal. Degi fiecare dintre ele actioneaza asupra cite unei clase de secvente discrete, totusi,
prin modul cum au fost definite, intre aceste instrumente exista o puternica analogie. Datorita
acestui fapt, prin conventie, se extinde domeniul de definitie al Transformarii Fourier Discrete
si pentru secventele periodice. Astfel, noua transformare, notata tot cu "T'FD” (respectiv
"ITFD”) devine, prin conventie, operatorul ”SFD” (respectiv "ISFD”) — daca actioneaza
asupra unei secvente periodice — sau operatorul "T'F'D” (respectiv " ITFD”) — daca se aplica
unei secvente de durata finita. Aceasta extindere este neambigua, clasele de semnal asupra
carora se lucreaza fiind disjuncte si izomorfe.

Calculul efectiv al unei TFD permite o implementare eficace cu ajutorul unor algoritmi
recursivi. Unii dintre acestia vor fi prezentati intr-o lucrare viitoare. De exemplu, se poate
arata ca dacd durata (sau perioada) semnalului discret este de forma N = 2L, atunci existd o
familie de algoritmi rapizi de calcul al TFD, numiti Fast Fourier Transform (FFT), care permit
evaluarea acesteia cu numai 2*L operatii.

11 Proprietati fundamentale ale TCFD

In Prelucrarea Numerica a Semnalelor, instrumentul teoretic cel mai utilizat pentru a furniza
descrieri in frecventa este TCFD. Atit SFD cit si TFD sint transformari utilizate in practica,
ce au fost definite plecind de la TCFEFD si nu in mod independent de aceasta. De aceea, este
natural sa ilustram intr-un capitol separat proprietatile fundamentale ale acestei transformari,
care se vor transfera si derivatelor ei practice. Totodata, aceste proprietati constituie suportul
altor caracteristici ale transformarilor practice, care vor fi prezentate intr-o lucrare viitoare.

11.1 Teorema de convolutie

Una dintre cele mai importante proprietati ale TCFD este legata de SLID, mai exact de
comportamenul acestora in frecventa. De altfel, o subproblema a Prelucrarii Semnalelor este
cea a convolutiei, care se poate formula astfel:

Problema convolutiei

Daca este disponibil un instrument de descriere a continutului in frecventa al semnalelor,
Se cere sa se precizeze cum reactioneaza acest instrument in raport cu operatia de convolutie
dintre semnale.

Cu alte cuvinte, se cauta relatia dintre imaginea in frecventa a unui semnal obtinut prin
convolutia altor 2 semnale gi imaginile in frecventa ale acestora.

In cazul de fata, instrumentul considerat este chiar TCFD. Problema convolutiei se reduce la
a cauta relatia existenta intre imaginile prin TCFD a urmatoarelor 3 semnale discrete stabile:
T, Y S$iTxy.

Evident, aceasta problema se poate solutiona direct, aplicind operatorul Fourier F sem-
nalului z x y. Cu toate acestea, pentru a continua sa ilustram legatura existenta intre Teoria
Sistemelor si Prelucrarea Semnalelor in ceea ce priveste definirea si construirea notiunilor fun-
damentale, vom solutiona problema prin referire la conceptul de SLID.

Aga cum s-a aratat in Capitolul 9, cel care caracterizeaza comportamentul in frecventa al
unui SLID avind functia pondere stabila h € ['(Z) este raspunsul in frecventd, notat prin
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H (¢%). Definitia 9.1 (pagina 28) arata, de fapt, ca:
H (™) = (Fh) (w) =h(w), YwelR.

Aceasta proprietate justifica atit notatia utilizata pentru raspunsul in frecventa, cit si intreresul
de a solutiona problema convolutiei in termeni de sisteme.

Teorema 11.1 (Teorema de convolutie)

Fie un SLID caracterizat de functia pondere stabila h € I"(Z). Daci x € I'(Z) este un
semnal de intrare stabil, atunci raspunsul sistemului, y, este tot un semnal stabil si intre TCFD
ale lut x, h sty are loc urmatoarea relatie:

Y () =H () X (), VweR. (68)

Demonstratie !

Faptul ca iegirea unui SLID stabil corespunzatoare unei intrari stabile este tot un semnal
stabil este evident. In aceste conditii, fiecare dintre semnalele x, h si y admite TF bine
definita. Aceasta ne permite sa efectuam urmatoarele calcule (in care intervin succesiv:
Definitia 10.2, relatia de intrare-iesire (36) si din nou Definitia 10.2):

Y () €S ymleon = 3 Y hlk]a[n — k] e ion =

neZ neZ ke
= > > hlk]eFain — k| e dwn—k) —
neZ keZ

_ (Z k] e—jwk) (Z z[m) e‘j“’m> — H(e™)- X (¢*) , YVwelR.

keZ meZ

Acest rezultat demonstreaza complet teorema.

O (Teorema 11.1)7

Nota

e Demonstratia rezultatului de mai sus se putea realiza si pe alta cale, folosind definitia TCFD inverse, data
de relatia (59), de la pagina 36.

Acest rezultat arata cum este influentat comportamentul in frecventa al unui semnal la
trecerea printr-un SLID. Asa cum era de asteptat, raspunsul in frecventa are un rol important
in stabilirea configuratiei TF a iegirii, iar Teorema de convolutie indica si modul in care el
actioneaza: multiplicativ. Relatia obtinuta este naturala, caci, asa cum se cunoaste deja, orice
SLID pentru care intrarea, iesirea si functia pondere au Transformate Z convergente intr-o
zona comuna A din planul complex, are functia de transfer Z(h) data de urmatoarea relatie:

Daca in zona A este inclus si cercul unitar OU, atunci aceasta relatie exprimata in punctele lui
OU este echivalenta chiar cu (68) din Teorema de convolutie.

Pentru a ilustra intuitiv semnificatia acestei proprietati a TCFD, sa consideram un SLID
numit filtru ideal de tip "trece jos”, caracterizat de urmatorul raspuns in frecventa:

; 1 lw| <wy <
jw) __ ) =
H<e)_{0,w0<]w]§7r ’
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unde wq este pulsatia de taiere. Conform Teoremei de convolutie, acest filtru are proprietatea
de a trunchia informatia in frecventa a intrarii, adica de a furniza un semnal de iegire avind
spectru nul in afara benzii de pulsatii [—wg, +wo]. Aceasta, datorita faptului ca raspunsul in
frecventd al sistemului a actionat ca o fereastrda spectrald multiplicativa asupra TF a intrarii.
In general, plecind de la acest exemplu, se considera adesea ca raspunsul in frecventa al unui
SLID este o fereasta spectrald aplicata TF a intrarii.

In Prelucrarea Semnalelor, relatia in frecventa (68) se poate exprima echivalent astfel:

Flrxy)=F(x) - Fly), Va,yel(Z). (69)

Aceasta este expresia care solutioneaza, de fapt, problema convolutiei. Ea arata ca TCFD
a produsului de convolutie este egal cu produsul clasic al TCFD calculat pentru fiecare din
semnalele aflate in convolutie.

11.2 Proprietati de simetrie

In afara proprietitii de convolutie exprimatd mai sus, TCFD poseda o serie de alte propri-
etati de calcul, grupate sub numele de proprietati de simetrie. Acestea pot fi exprimate prin
introducerea unor noi tipuri de semnale discrete.

Fie z € &4 o secventa discreta oarecare. Acesteia i se pot asocia urmatoarele semnale
discrete:

def [n] + x[—n]

e semnalul simetric conjugat, definit prin: z.[n] = — 5 VneZ,

ef TN] —x[—n
e semnalul antisimetric conjugat, definit prin: z,[n] = H2H , VneZ;
e semnalul simetric in oglindd, definit prin: x[n] s [-n], VneZ.

% 0

Indicii ”e” i ”0” pe care i-am utilizat mai sus sint sugerati de termenii even (par) si odd (impar)
din limba engleza. intr—adevér, daca secventa initiala, z, are valori reale, atunci z, desemneaza
componenta para, iar x, — componenta impara a acesteia.

Aceste noi tipuri de secvente sugereaza unele proprietati pe care le poate avea o secventa
discreta, asa cum se poate constata din definitia care urmeaza.

Definitia 11.1
Secventa discreta x € §; se numeste:

1. simetric conjugata daca: z[n] = z[-n], Vn € Z.
2. antisimetric conjugata daca: z[n] = —z[-n], Vn e Z.

3. simetrica in oglinda daca: z[n| = z[-n|, Vn € Z.

Se poate verifica usor ca secventa . este simetric conjugata, secventa x, este antisimetric
conjugata, iar secventa x4 este simetrica in oglinda (adica para).
In plus, intre z, x. si z, exista urmatoarea relatie remarcabila:

T=Te+ T, . (70)

In cazul secventelor cu valori reale, aceasta relatie arata descompunerea lui x in componenetele
sale para si impara.

In ceea ce privegte proprietatea de simetrie in oglinda, secventele discrete care o verifica sint
folosite adesea pe post de functii pondere ale unor filtre numerice, numite filtre in oglinda. In
practica, filtrele in oglinda sint cauzale si de tip FIR, adica secventa pondere este simetrica fata
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de verticala trecind prin mijlocul suportului. Interesul practic al acestor filtre este justificat
prin faptul ca, asa cum se poate demonstra cu usurinta, raspunsul lor in frecventa are faza
variind liniar cu pulsatia. De aceea, filtrele in oglinda sint gi filtre de faza liniara. Caracterul
liniar al fazei atrage dupa sine calcularea rapida si eficace a intirzierii pe care o sufera semnalul
de intrare in raport cu cel de iesire, la trecerea printr-un filtru in oglinda.

Conceptele de simetrie ”in timp” (de mai sus) conduc, in domeniul frecventei, la urmatoarele
notiuni aflate in conexiune cu TCFD ale secventei stabile x € [*(Z):

e conjugata simetrica asociata TCFD, definita prin:

. of X Jw X (e—iw
Xe(e]u>d:f (e7*) + X (e )7 VoeR:
2
e conjugata antisimetrica asociata TCFD, definita prin:
X, () (€”) 5 ) Veer.

Se constata cu usurinta ca aceste doua functii complexe verifica urmatoarele relatii de sime-
trie: '
Xe (7)) = X (e7v)
, YwelR.
X, (&) = —X,(e1¥)
Se remarca faptul ca atit X, cit si X, nu sint imaginile prin operatorul TCEFD ale secventelor
Ze, respectiv x,, chiar daca notatia ar sugera acest lucru.
De altfel, sumarul proprietatilor de simetrie ale TCFD este prezentat in Tabelul 1 care
urmeaza.

Nota

e In acest tabel, am utilizat urmatoarele notatii: apr, oy sint partea reala, respectiv imaginara a entitatii
complexe «, X este imaginea prin TCFD a secventei x., iar X este imaginea prin TCFD a secventei
Zo-

Tabelul 1: Sumarul proprietatilor de simetrie ale TCFD.

H Secventa H T ‘ T ‘ Ty ‘ TR ‘ Ty ‘ Te ‘ Ty H

TCFD || X (e™) | X (e73%) | X (e79%) | X, (%) | —j X, (') | Xg (e) | +5 X1 (e7¥)

12 Notiuni privind esantionarea si interpolarea semnalelor

Cele mai utilizate semnale practice (adica reale, cauzale si stabile) sint generate prin inter-
mediul operatiei de esantionare in timp. De aceea, eforturile cercetatorilor s-au dirijat si catre
studiul conditiilor in care proprietatile semnalelor continuale se pot transfera in discret, prin
esantionare.

Acest capitol este dedicat in intregime prezentarii unor rezultate fundamentale de Teoria
esantionarii, fara a inainta, insa, catre rezultate mai recente si mult mai complexe.

Este bine cunoscut, astazi, ca semnalele digitale obtinute prin esantionarea celor continuale
contin, de regula, o informatie incompleta, ”trunchiata”, referitoare la comportarea reala in
frecventa. Chiar si comportarea in timp poate fi redata in mod distorsionat prin esantionare,
daca nu se respecta anumite reguli atunci cind se efectueaza aceasta operatie.

Teorema de esantionare a lui Shannon, care stabileste una dintre aceste reguli, este un rezul-
tat extrem de puternic in Prelucrarea Semnalelor. Intuitiv, aceasta are urmatoarea semnificatie:
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e Considerind ca este operanta ideea de bazd a analizei armonice clasice (de tip Fourier),
potrivit careia un semnal stabil se poate aproxima cu ajutorul unei superpozitii finite de
semnale monofrecventiale (armonici), pentru a putea reprezenta acest semnal in forma
discretizata, este mecesar ca perioada de esantionare sa fie inferioara jumatatic perioadei
celei mat rapid oscilante armonici din componenta lus.

Necesitatea acestei restrictii este evidenta: o perioada de esantionare mai mare conduce la
imposibilitatea sesizarii unui anumit numar de armonici, care fac parte din semnalul initial, dar
care nu vor mai figura si in cel esantionat; este vorba despre acele armonici ale caror jumatati
de perioade sint inferioare perioadei de esantionare. Este usor de imaginat ce se poate intimpla
daca un semnal continual sinusoidal este esantionat cu un pas superior sau egal cu jumatatea
perioadei sale fundamentale:

e in caz de egalitate, se obtine un semnal discret constant gi nu periodic;

e in caz de inegalitate, se obtine fie un semnal aperiodic, fie unul periodic, dar de perioada
fundamentala diferita de cea a semnalului initial.

Daca se respecta regula lui Shannon, se constata ca, pe masura ce perioada de esantionare scade,
semnalul discretizat 1l "reda” cit mai fidel in timp pe cel continual. Considerente practice,
legate de realizabilitatea fizica a sistemului cu care se poate realiza esantionarea, fac ca aceasta
perioadd sa nu poata fi micgorata la infinit.

In acest capitol, vom ilustra restrictia impusa de Shannon pe o cale riguroasa, studiind
efectul in frecventa al esantionarii.

Nota

e In general, studiul comportarii unui semnal (sau sistem) in domeniul timpului este mai aproape de
intuitie decit cel al comportarii sale in frecventa. Cu toate acestea, in Prelucrarea Semnalelor, dome-
niul preferential in care se desfagoara analiza de semnal este cel al frecventei, agsa cum am sugerat pe
tot parcursul acestui curs. Este, deci, natural sa se incerce dezvaluirea a cit mai multe corelatii care
exista intre cele doud domenii de studiu. O astfel de corealtie a reprezentat-o Principiul de incertitudine.
Teorema de esantionare releva o alta legatura interesanta dintre cele doua domenii de reprezentare a
semnalelor.

12.1 Scurt istoric al dualitatii dintre esantionare si interpolare

Problema reprezentarii semnalelor continuale prin intermediul unor versiuni esantionate
este automat insotita de problema duala, a reconstruirii prin interpolare a acestora. Prin
discretizarea unui semnal continual, informatia continuta intre momentele de esantionare nu
figureaza in versiunea digitala a acestuia, de aceea, este natural sa se puna problema aproximarii
ei prin interpolare. Astfel, termenii de esantionare si interpolare ar trebui utilizati In duali-
tate. Cu toate acestea, tehnicile de interpolare au fost inventate intre secolele XVII si XVIII,
inainte ca termenul de esantionare sa fi fost definit. Aceasta s-a petrecut abia catre sfirgitul
secolului XIX. Faptul pare normal, caci interpolarea a interesat mai mult matematicienii, din
perspectiva Analizei matematice si a studiului graficelor de functii. In plus, esantionarea este
legata intim de un anumit nivel de dezvoltare tehnologica, insuficient in momentul cind au
aparut primele lucrari cu privire la interpolare. Esantionarea a fost studiata sistematic dupa
conturarea Teoriei numerelor (care s-a dezvoltat ca ramura de sine statatoare a Matematicii,
dupa explozia Analizei matematice intr-o pleiada de subramuri). Tot la conturarea unei Teorii
a esantionarii a contribuit si mai noua viziune privitoare la studiul comportamentului unei
functii atit in timp, cit i in frecventa.

Inceputurile Teoriei esantionarii sint legate de numele matematicianului de origine belgiana
Charles-Jean (baron) de la Valée Poussin, care a oferit, in 1896, o demonstratie pentru una
dintre teoremele celebre ale Teoriei numerelor [2]. Tot el este acela care, in 1908, a demonstrat
o (prima) ”teorema de egantionare” si una ”de interpolare”, legate de comportarea functiilor
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marginite. Astfel, Valée Poussin indica urmatoarea formula de interpolare a unei functii reale
f : IR — IR, marginita pe intervalul inchis [a, b]:

Fu) = S flaw)

ake[avb]

sir;ﬂzt(t_ggk) ’ (71)

in care: oy kr/m Yk € Z,iar m € {n,(n+1)/2}, cu n € IN* fixat. Datorita faptului ca:

1 , daca t=aqy

sinm (t — ag)

m(t—ak) - O

bl

dacd t € {a}, ez iy

rezulta ca I, (ay) = [ (o) , Yk € Z, adica {F, (ax)},c4 constituie o versiune esantionata
a lui f in nodurile {ay}, ., si, totodata, Fy, o interpoleaza pe f intre aceste noduri. Daca
Supp(f) C [a,b] (adica f are suport compact), atunci formula de interpolare (71) devine:

Fu() <3 fan)

keZz

sinm (t — «
m (t — ay)
Ambele expresii ale formulei de interpolare a lui Valée Poussin pun in evidenta utilizarea unui
nucleu de interpolare de tip ”sinus atenuat” (”sinus cardinal”),

def sint

Sa(t) T

care, ulterior, a fost inlocuit cu alte tipuri de nuclee pentru a ajunge la noi formule de interpo-
lare.

Dupa 1908, formula de interpolare indicata de Vallée Poussin a suscitat interesul specia-
ligtilor preocupati de o noua disciplina, care avea sa devina Teoria Comunicatiei. Aceasta a
condus la primele rezultate de Teoria Egantionarii, dintre care se pot mentiona aici cele ale unor
cercetatori ca: M. Theis (1919), K. Ogura (1920), J.M. Wittacker (1927), V.A. Kotel'nikov
(1933), C.E. Shannon (1940), J.L. Brown (1963, 1967), P. Aachen (1977) [2].

Plecind de la Principiul de incertitudine, Teoria actuala a esantionarii releva doua cate-
gorii de rezultate: unele referitoare la discretizarea semnalelor de banda limitata si altele — la
discretizarea celor de banda infinita. A doua categorie de rezultate a fost initiata de catre
J.L. Brown gi P. Aachen, este extrem de recenta si pare a deschide o noua perspectiva in
directia egsantionarii semnalelor. In schimb, prima categorie este considerata clasica, ea fiind
construita in jurul Teoremei centrale de esantionare-interpolare, demonstrata independent de
catre V.A. Kotel'nikov in 1933 si C.E. Shannon in 1940 (publicata abia in 1949).

Teorema 12.1 (V.A. Kotel’nikov, C.E. Shannon)

Daca functia continua si absolut integrabila pe IR, de energie finita, f, are banda de frecvente
inclusa in intervalul [—7Qq, +7Q] (unde Qo > 0 este o pulsatie fixd), atunci ea poate fi
reprezentata exact utilizind numai valorile cunoscute in punctele “de esantionare” de forma:
{k/Qo}yc - Formula de interpolare evacta aferentd este urmdatoarea:

0= % w) S ven 2

Vie R, (73)

Privind aceasta teorema, este evidenta similitudinea care exista intre formulele de interpolare
(72) indicata de Vallée Poussin si (74) propusa de catre Kotel'nikov & Shannon. Cu toate
acestea, in formula lui Vallée Poussin nu se face nici o referire la domeniul frecventelor. Ea se
face simtita abia in formula lui Kotel'nikov & Shannon.

Forta teoremei de esantionare-interpolare de mai sus este data de faptul ca ea opereaza
din Matematica propun si alte formule de interpolare (de exemplu, de tip Hermite, Lagrange,
Legendre, Gauss; vezi [5]), dar, in general, acestea nu sint exacte, decit pentru polinoame.
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12.2 Efectul in frecventa al esantionarii semnalelor de banda limitata. Fenomenul
de aliere.

A doua parte a acestui capitol este dedicata studiului efectului in frecventa produs de
operatia de esantionare. Scopul acestui studiu este de a gasi pe cale analitica o regula practica
de alegere a perioadei de esantionare, plecind de la structura globala a informatiei frecventiale
transportate de un semnal de banda limitata.

Sa consideram ca semnalul analogic z, : IR — I" are TF bine definita, data de urmatoarea
relatie cunoscuta:

F(20) () "2 () < / ra() e dt, VO ER.

Note

e Fatd de Definitia 10.1 (de la pagina 33), aici factorul n a fost omis, din considerente formale, pentru a
facilita anumite interpretari. De altfel, relatia de mai sus descrie definitia clasica a TF.

e Buna definire a TF este asiguratd daci semnalul z, este stabil: z, € L*(IR). Uneori, i se cere semnalului
sa fie si de energie finitd, deci: x, € L'(IR) N L?(IR). De reguli, ins#, aceastd conditie este inlocuita in
Matematica cu alta mai putin restrictiva; este vorba de conditia de descregtere de tip polinomial la infinit:

[za(t)] <™,

unde m > 1 si ¢t apartine unei vecinatati a infinitului.

In aceste conditii, formula de recuperare a semnalului analogic initial din imaginea prin TF

a sa este urmatoarea: 1
za(t) = 2—/&;(9) eHUI0 . VieR.

T
Fie T' > 0 un numar numit perioada de esantionare. Atunci, folosind semnalul x, si numarul
T, se poate genera urmatoarea secventa discreta:

z[n| s z,(nT), VneZ. (75)
Noul semnal astfel obtinut este o wversiune esantionata (discretizatd) a semnalului initial.
Relatia din domeniul timpului care leaga semnalele x, si = (de naturi diferite) va conduce
la o anumita interdependenta dintre TF ale acestora. Este evident ca buna definire a TCFC
a semnalului analogic (notata prin z,(€2)) atrage dupa sine buna definire a TCFD a versiunii
sale esantionate (notata prin X (e/*)):

X (ej“)> s > znle ™", YweR.

nez

In aceastd expresie, w se numeste pulsatie normalizata, datorita faptului ca TCFD este 2m—pe-
riodica, deci ca variatia pe IR a pulsatiei 2 a fost concentrata intr-o variatie pe intervalul
[—7, 4+ a pulsatiei w. Datorita acestui fapt, secventa discreta se poate recupera din imaginea
sa prin TCFD astfel:

1 +m ) )
z[n] = %/_F X (ejw) et dw , VYneZ.
Propozitia 12.1

In contextul definit anterior, intre TCFC a semnalului initial x, si TCFD a versiunii sale
esantionate, x, se poate stabili urmatoarea relatie:

X(eja;):%z /x\a<w+2k7r

PTAT) D VweR.
L= (7
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Demonstratie !

Folosind formulele inverse ale celor doua tipuri de TF de mai sus, se poate exprima
urmatoarea egalitate:

1 gt , , 1 A
;p[n] = l'a(nT) = 27/ X (ejw) etiwn g, — o / /x;(Q) e HIm9T 10) . VYneZ. (76)
s

T J—7

Aceasta sugereaza descomopunerea inchiderii multimii R (adica a lui IR plus punctele de
la infinit) in urmatoarea familie de intervale inchise:

_ T s
T = {214;—1 T2kt —] .
U [@k=1) %, 2k+1) 5
Folosind aceasta descompunere, egalitatea (76) se transforma dupa cum urmeaza:

1 GRDT +inQT
x[n] > / ,(Q)e aQ , VneZ.
kez \’(

2T 2k—1) &

Cu schimbarea de variabila: A = Q — 2k7/T si tinind cont de faptul ca e2"*™ = 1 rezulta
mai departe ca:

™

+x .
x[n] ! </_ /1’\&<A+%T7T> eTImAT g ,) VneZ.

2T T

T oo v . not . R
In acest punct, este natural sa introducem urmatoarea notatie: w = AT, care indica tre-
cerea de la pulsatia generala la cea normalizata. Se obtine, astfel, exprimarea echivalenta

de mai jos:
1 +r (w+ 2kT +jwn
x[n]_27rT </_7r :ca< 7 )e dw,) VneZ.

keZ

Suma infinita din aceasta expresie fiind convergenta, poate interverti cu integrala, astfel
ca se ajunge la urmatoarea identitate:

1t , , 1 |1 w + 2k ,
_ X (7% +jwn _ _/ - /\a oo e +jwn )
2ﬂ[ﬂ (e)e dw o Tk§x< T ) e dv, VneZ
(77)
De aici, se poate identifica imediat forma TCFD a versiunii esantionate:
- 1 w + 2km
Jw) — N
X(e)—TkZ {L’a< T ), Vwe RR. (78)
ez
O (Propozitia 12.1)7

Legatura dintre cele doua TF, indicata de aceasta propozitie, se numeste si formula de
esantionare in frecventd sau formula de aliere (aliasing) (adica de suprapunere a benzilor de
frecventa). De fapt, ultima denumire provine din urmatoarea definitie mai generala:
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Definitia 12.1
Fie urmatoarele entitati:

e Ac — o cantitate numerica pozitiva numita cuanta sau increment;
e f — o functie care transforma cuanta intr-un numar oarecare;

e ' — o aplicatie oarecare definita pe IR;

e [ — un numar arbitrar;

e I, — o noua aplicatie definita astfel:

Fo,Ac) ™ f(Ae) Y Flla+kB)Ad , YaelRR. (79)

Atunci relatia de legatura dintre F' i F, se numeste formula de aliere (aliasing).

Formula de aliere (78) demonstrata in Propozitia 12.1 poate sugera o regula de alegere adec-
vata a perioadei de esantionare, in asa fel incit continutul de frecvente al semnalului continual
sa se regaseasca si in cadrul versiunii sale esantionate. Cu alte cuvinte, perioada de esantionare
trebuie aleasa in asa fel incit in suma relevata de formula de aliere sd rdmina doar un singur
termen, adica, de exemplu, cel corespunzator lui £ = 0. In acest caz, formula de aliere se
simplifica sensibil:

X () = %/x\ (%)  Vwe [—m 4], (80)

iar x este considerata o versiune corect egantionata (discretizata) a lui x,. Este destul de greu
de satisfacut restrictia (80) daca semnalul continual initial este de banda nelimitata. Nu aceeasi
dificultate este prezenta si in cazul semnalelor continuale de banda limitata, caz pe care il vom
studia in cele ce urmeaza, printr-un exemplu sugestiv.

Sa presupunem ca semnalul continual x, are TCFC de tip "fereastra triunghiulara” centrata
in origine, de deschidere €2y > 0 si inaltime 1, ca in Figura 6. Expresia matematica a TCFC
Tq
1

[
R 0 Ry

Figura 6: Fereastra spectrala triunghiularda de deschidere Qg si amplitudine unitard.
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asociate acestui semnal este urméatoarea:

QD

0 _xo 0

0 : EIR\{ 2,+2}

Q Q
O = 125 Qe(—jo,o) (81)

0 Q
1222 0 "o
Q0 6[0’+2)

In aceste conditii, modul de alegere al perioadei de egsantionare T" este influentat de urmatoarea

familie de TCFC aliate: {/x\a < +1%k;7r

fiecare element al familiei este definit prin:

)} , unde, in cazul particular al acestui exemplu,
keZ

0 , weﬂ%\{—%—2kw,+%+2kﬂ
4k
3;(@); 1+ 0 0¥ we(—ﬂ—%ﬂ,U) ; (82)
T Wo Wo 2
4
T e we[0,+°"°—2m>
wWo wWo 2

unde wy 2 Q7. Aceasti familie este formatd din functii cu suport compact (benzi limitate),
care ar trebui sa nu se suprapuna, pentru a nu altera informatia in frecventa prin insumarea
descrisa de formula de aliere (78). Se constata ca largimea de banda caracteristica elementului
generic al familiei este constanta si egala cu wy = Q¢T, In timp ce banda de frecvente este
localizata dupa cum urmeaza:

2%k
Suppl’@<w%ﬂ:[—%—ka,+%+2kw , VkeZ. (83)

Semnalul z, va fi corect esantionat daca forma graficului TCFC asociate (din Figura 6) se
regaseste nedistorsionata pe orice perioada a graficului TCFD asociate versiunii discrete, x.
Numai in acest caz informatia in frecventa a semnalului continual x, va fi transportata integral
si de versiunea sa discretizata, x.

Practic, se disting doua cazuri posibile referitoare la alegerea lui 7" unul in care valoarea lui
T conduce la suprapunerea benzilor de frecventa ale familiei (82) si altul in care aceasta valoare
conduce la evitarea acestui fenomen. Vom analiza separat fiecare din aceste doua cazuri.

A. Suprapunerea benzilor de frecventa

In acest caz, suporturile TCFC din suma de aliere (date de (83)) se intersecteazi intre ele.
De exemplu, este suficient ca numai suporturile adiacente sa aiba intersectia nenula pentru
ca graficul TCFD a versiunii esantionate sa arate ca in Figura 7. Distorsionarea continutului
in frecventa catre frecventele 1nalte, relevata de acest grafic, este cunoscuta sub numele de
fenomen de aliere (aliasing). Practic, efectul fenomenului de aliere este coruperea semnalului
esantionat cu un zgomot de nalta frecventa, avind puterea spectrala determinata de puterea
semnalului original la frecvente joase; se spune, in acest caz, ca frecventele inalte s-au aliat cu
cele joase pentru a distorsiona semnalul original.

Perioada de egantionare 7' variaza, in acest caz, in urmatoarele multimi:

47
1. T > O (adica wy > 47), situatie care indica suprapunerea a cel putin 3 benzi de frecventa
0

consecutive pentru a descrie informatia corespunzatoare unei anumite pulsatii w € IR.
Acest fapt conduce la distorsionarea totala a graficului initial a lui z,, care nu se va mai
regasi, astfel, pe nici o sub-banda din banda [—m, +7] de pulsatii normalizate.
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Figura 7: Fenomenul de aliere: distorsionarea spectrului din zona frecventelor inalte de catre spectrul din
zona frecventelor joase.

2 4w
Qo Qo K
consecutive se pot suprapune, provocind palierele din Figura 7. In acest caz, exista

intotdeauna o sub-banda din [—7, +7] unde informatia frecventiala initiala este reflectata
wo

fidel: {% — 27, 2w — 7]

2. T € ( ] (adicad wy € (m,27]), situatie In care numai cite 2 benzi de frecvente

Ambele cazuri prezentate mai sus ilustreaza o alegere necorespunzatoare a perioadei de
esantionare, fapt care provoaca distorsionarea informatiei in frecventa, adica aparitia fenome-
nului de aliere. Una dintre consecintele negative importante ale acestui fenomen este si imposi-
bilitatea reconstruirii semnalului continual initial folosind numai esantioanele sale, deoarece
versiunea sa discretizata este incapabila sa redea fidel ”vibratiile locale” (componentele de
frecventa inalta) prezente intre momentele de esantionare.
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B. Dihotomia benzilor de frecventa

Conditia de nesuprapunere a benzilor TCFC aliate descrisa de relatia (80) se exprima in

mod echivalent astfel: 9
0<T§—7T<:>@€(O,7r]. (84)
Qo 2

A ™
In cazul limita cind T = o benzile se ating in capete, dar aceasta nu produce distorsiuni

0
ale graficului, deoarece T, este nula pe frontiera suportului sau (vezi Figura 8). De notat totusi

X (/)
1

T

—3m —T +m +37

27
Figura 8: Cazul limita al esantionarii critice: T = —.
0

ca, 1In acest caz, pentru ferestre spectrale care nu isi anuleaza valorile in capetele suportului,
mici distorsiuni pot apare in punctele {k7}rcz, ca urmare a insumarii acestor valori.

. i
In celalalt caz, cind T' < o benzile de frecvente sint total dihotomice, fapt care permite
0

ilustrarea graficului TCFD ca in Figura 9. Datorita acestui fapt, conditia (84) conduce, in

X (e/%)
1
T
\ \ \ \
\ \ ‘wo 0 ‘wo \ \ ! "
—3r - Y —1—7 +7 +3m

Figura 9: Cazul esantionarii corecte: T < o
0

particular, la urmatoarea exprimare a formulei de aliere (80):

X (ej“’) = %/x\a (%) , Ywe[-m, +n7]. (85)
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Aceasta relatie descrie intr-o maniera analitica ceea ce graficele anterioare au ilustrat pe cale
intuitiva: comportarea in frecventa a semnalului continual este fidel si integral redata de com-

portarea in frecventa a versiunii sale discretizate, pe orice perioada a TCFD asociate. Benzii

Q Q
de pulsatii [— 70, + ?0} a TCFC 1i corespunde urmatoarea familie de (sub-)benzi a TCFD

w w
asociate: {{2/{:77 — 50 , 2km + ?0}} . Practic, din aceasta familie, cea mai interesanta este
keZ

w W,
70 , + 70} (din cadrul perioadei principale).

Aceasta discutie conduce la concluzia ca esantionarea unui semnal continual este corect efec-
tuata daca perioada de esantionare verifica relatia (84), care mai poate fi exprimata echivalent

prin:

(sub-)banda ”principala”, [—

1 Q
not 0
V= =2 —. 86
T~ 27 (86)
ef §2 L : : .
Cantitatea v = 2—0 se numeste rata (critica) de esantionare a lui Nyquist. Ea nu este altceva
T

decit dublul frecventei celei mai inalte prezente in spectrul semnalului continual (pulsatia ma-

. v . . . . o 0 o . .
ximala din exemplul anterior este €)y/2, deci frecventa maximala este 4—) Regasim, deci, o
s

regula de alegere a perioadei/frecventei (ratei) de esantionare corecta, care este atribuita lui
Shannon si Nyquist i care este valabila in cazul general al semnalelor continuale de banda
limitata (nu numai in cazul semnalului continual din exemplul anterior):

e frecventa de esantionare trebuie sa fie cel putin egala cu rata critica a lui Nyquist.

In cazul semnalelor practice de banda limitatd, acesta regula de esantionare corecta trebuie
respectata intotdeauna, pentru a minimiza erorile de reprezentare. In Figura 10 am ilustrat
concluzia acestui paragraf luind in considerare anvelopa spectrala a unui semnal vocal (avind
pina la 5 formante principale). De regula, pentru un astfel de semnal, /47 variaza in multimea

4 N

Shannon—Nyquist

\.

Figura 10: Regula de esantionare corectd a lui Shannon-Nyquist, in cazul semnalelor de banda limitata.

{4, 8, 16} kH z, in functie de numarul formantelor. Frecventele de egantionare cele mai utilizate
sint, in acest caz, urmatoarele: 8 kH z — pentru semnale vocale in banda telefonica (0 —4 kH z);
16 kH z — pentru semnale vocale de banda extinsa (0—8 kH z); 32 kH z — pentru semnale vocale
in banda larga (0 — 16 kHz); peste 32 kHz (de exemplu, 44.1 kHz) — pentru semnale vocale
in banda larga, de mare fidelitate, destinate stocarii pe discuri compacte (CD).
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12.3 Despre interpolarea semnalelor de banda limitata, corect esantionate

Corecta esantionare a unui semnal continual implica si posibilitatea reconstituirii lui cu
ajutorul unei formule de interpolare, plecind de la versiunea sa discretizata. Teorema 12.1 (de
la pagina 46) stabilegte deja o formula de interpolare exacta valabila in acest caz. Vom arata
In continuare cum se verificd aceasta teorema in cazul exemplului studiat mai sus (fereastra
spectrala triunghiulara).

Sa consideram ca semnalul z, avind TCFC de forma indicata in Figura 6 si relatia (81)
este corect egsantionat, versiunea sa discretizata fiind notata cu z. Perioada de esantionare T’

2m
satisface, atunci, urmatoarea inegalitate: 0 < €}y < T iar imaginea prin TCFD a lui x este
exprimata de relatia:

) 1 s ™
X (e )_Tmﬂn,vae[1ﬂ+T] (87)
Pentru a reveni la z,, se poate utiliza formula TCFC inverse, cu limite finite de integrare, tinind

cont ca suportul ei este compact si inclus in intervalul [— Tt %}

| oo , 1 [+E .
Zalt) /’@@éMM:—/TEMWWWQ VieR.

:g —00 2T %

Pe acest interval, insa, TCFC este proportionala cu TCFD (vezi (87)), astfel ca egalitatea de
mal sus poate continua cu:

+ 5 . , +5 4 .
T,(t) = Z/ X (eJQT) e 4O = z/ TS zn]e ) MM A0 Vie R
2m 2w J- neZ

I us
T T

Dupa intervertirea sumei cu integrala si evaluarea acesteia din urma, se ajunge la urmatoarea
exprimare:

T +z sin (&L 7
zo(t) = o > x[n]/ rT N 4O = 3" x[n] % , VtelR.
T nez T neZ T 7

Practic, deoarece z[n| = z,(nT'), am obtinut urmatoarea formula de interpolare exacta:

—nT
zo(t) = Y z4(nT) Sa (t n 7r> , VtelR.
nezZ T

Ea are aceeasi forma cu cea din Teorema 12.1 i pune in evidenta utilizarea unui nucleu de
interpolare de tip sinus atenuat (cardinal). Exactitatea acestei formule se datoreaza in principal
satisfacerii conditiei de esantionare corecta a lui Shannon-Nyquist. X

Asa cum am mai precizat, nucleul de tip ”sinus atenuat” poate fi inlocuit cu alte nuclee. In
general, orice formula de tipul:

Ta(t) =Y can(t), VieR
neZ

unde: {c,},c este familia coeficientilor de interpolare, iar {¢,}, ., este familia functiilor ele-

mentare de interpolare, de regula de acelasi tip. In cazul particular al formulei din Teorema 12.1,
se verifica ugor ca: ¢ = Sa, iar ¢, = x,(nT). Este posibilla chiar pastrarea caracterului exact
al formulei de interpolare in conditiile utilizarii unor nuclee speciale. De exemplu, in [11] a
fost dedusa o astfel de formula, in care valorile nucleului de interpolare sint generate recursiv,
folosind undine discrete.

Totusi, alegerea nucleului de interpolare de tip ”sinus atenuat”, are mai multe avantaje
practice, exceptind cel al exactitatii formulei de interpolare.
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Unul dintre ele este acela ca valorile coeficientilor de interpolare se obtin direct prin esan-
tionarea (corectd a) semnalului continual i nu prin intermediul altor operatii (cum ar fi, de
exemplu, produsul scalar). Aceasta operatie este mult mai ugor de impementat.

Un alt avantaj practic este legat de comportarea intrare-iegire a sistemelor. Sa consideram ca
semnalul continual stabil x, stimuleaza intrarea unui SLID caracterizat de functia pondere h,,
de asemenea stabila. Raspunsul sistemului se poate evalua cu ajutorul operatiei de convolutie:

“+o0o

balt) = (zaxha) (1) = [ wu(r)halt—7)dr, ViER.
—0o0

Daca se alege o perioada de esantionare T' astfel incit sa se evite fenomenul de aliere pentru

oricare dintre semnalele continuale de mai sus, atunci se poate arata ca sistemul discret avind

secventa pondere h[n] = ho(nT), ¥n € Z este tot liniar si invariant la deplaséri temporale. In

plus, daca z[n] = zo(nT), ¥Yn € Z si y[n] = Ya(nT'), ¥Yn € Z, atunci iegirea corespunzatoare
intrarii x este chiar y:

y[n| = (x * h)[n] = kz:z zlk]hln — k], VneZ.

De fapt, aceasta proprietate arata ca, in conditiile unei esantionari corecte, operatia de con-
volutie este conservata prin discretizare, ceea ce implica posibilitatea de a simula functionarea
SLID continuale cu ajutorul SLID discrete, implementabile pe un mijloc automat de calcul.

Dezavantajul alegerii nucleului de tip ”sinus atenuat” provine din restrictia impusa de
cunoasterea apriorica a benzii de frecventa in care semnalul continual transporta o informatie
relevanta. Chiar daca semnalul este de banda limitata, de cele mai multe ori, determinarea
precisa a limitei ei superioare este dificil de efectuat. Este cazul, de exemplu, al semnalelor
de banda ingusta sau al celor cu informatia in frecventa concentrata catre aceasta limita. Pe
de alta parte, chiar si in cazul cunosterii acestei limite, ea poate conduce la utilizarea unei
rate Nyquist imposibil de implementat in practica. Cu toate acestea, nivelul tehnologic actual
permite esantionarea corecta a multor semnale reale "dificile” (adica de banda larga), cum ar
fi: semmnalul vocal, seismic, cardiologic, acustic submarin, etc.

*

Acest capitol a prezentat succint principalele principii legate de esantionarea si interpolarea
semnalelor. Esgantionarea ramine sursa principala de generare a semnalelor discrete cu care
se opereaza in practica si de aceea, in afara celor ilustrate in acest context, exista numeroase
alte probleme si rezultate legate de aceasta. De exemplu, exista solutii date problemei de
esantionare si in cazul semnalelor de banda nelimitata sau solutii complexe, cu perioada de
esantionare variabila in timp, in functie de continutul real de frecvente al semnalului continual.
Dar, majoritatea aplicatiilor actuale sint dezvoltate pe baza principiilor generale de esantionare
relevate in cadrul acestui capitol.
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A Transformarea Z in Prelucrarea Semnalelor

A.1 Definitii si proprietati elementare

Studiul sistemelor liniare continue este fundamental legat de Transformarea Laplace, care
constituie un instrument deosebit de util in rezolvarea ecuatiilor diferentiale caracteristice aces-
tui tip de sisteme. O mare parte a definitiilor si proprietatilor ce insotesc aceasta transformare
pot fi extinse gi pentru semnalele discrete, notiunea de ”sistem” rdminind transparenta.

In cazul sistemelor liniare discrete, utilizarea aceleiagi transformari ar conduce la o serie de
neajunsuri prin pierderea unor proprietati importante si prin tendinta de a furniza interpretari
greoaie sau incorecte. De aceea, analogul natural al Transformarii Laplace este, in acest caz,
Transformarea Z, care va fi definita in cele ce urmeaza.

Fie x € S84 o secventa oarecare.

Definitia A.1
Se numeste Transformata Z (directd) asociatd secventei discrete x aplicatia de mai
jos, definita pe zona de convergenta A.(z) (determinata de x):

X : Afxr) — @
z = X(2) ! > xn]z .
neZ

Operatorul:
Z: 8¢ — || Hom(A(x),D)

€Sy

T Z(m)défX

(unde "X 7 este aplicatia de mai sus) se numegte Transformare Z (directd) aplicata
secventelor discrete.

Practic, terminologia utilizata mai sus este similara celei din capitolele precedente pentru
Transformata (Transformarea) Fourier continua. Nici notatia ” X” nu este intimplatoare, caci,
daca se particularizeaza variabila complexa z prin: z = ¢/, unde w € IR, atunci Definitia A.1
conduce exact la definitia TCFC. Astfel, TCFC se obtine prin restrictionarea domeniului de
definitie al Transformatei Z (care este zona de convergenta a seriei de puteri, A.(x), determinata
de fiecare secventa discreta in parte) la cercul unitar din planul complex, (notat cu "0U”; cu
"U” s-a notat discul unitar inchis, iar ”0” este operatia de luare a frontierei). Pentru aceasta,
este necesar ca 0U sa apartina zonei de convergenta.

Pentru a studia buna definire a acestei transformate, este util sa consideram ca Z(z) = X
are 2 componente:

e Componenta principala (Laurent): X (z) ) > zn]zm
n>0
e Componenta analitica (Taylor): Xr(z) X > zn]zm
n<0
Componenta analitica are o importanta mai redusa, mai ales ca, in Prelucrarea (Numerica)
a Semnalelor se lucreaza adesea cu ”semnale cauzale” (z(n) = 0, Vn < 0). Totusi, aceasta
componenta trebuie luata de asemenea in considerare la exprimarea conditiilor de convergenta
pentru seria de definitie. Pentru a evalua zona de convergenta, se apeleaza la rezultatele
cunoscute din Analiza complexa. Astfel, forma acestei zone este de tip ”coroana circulara”
centrata in origine, cu razele corespondente date de formulele lui Cauchy:

e Raza inferioara: R_(x) = limsup 1/|z[n]];
n—oo 1
e Raza superioara: Ri(x) = (hm sup 1/ \x[—n]]) .
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Zona de convergenta a unei secvente stabile include cercul unitar, U (adica R_(x) < 1 si
R (z) > 1), iar raza superioara a unei secvente cauzale este infinita.

Setul de formule duale (de analiza si de sinteza) ale Transformarii Fourier sugereaza cautarea
unei transformari ”inverse” (sintetice) si pentru Transformarea Z. Rezultatul matematic central
pe baza caruia se poate defini Transformarea Z inversa este Teorema integrala a lui Cauchy,

potrivit careia:
1
—— ¢ FVdr=6[k], VkeZ,

2
Ty

unde 7y este un contur inchis ce Inconjoara originea planului complex, iar § este impulsul unitar
discret (simbolul lui Kronecker). Prin conventie, conturul 7 se considera parcurs in sens direct
trigonometric — acesta fiind sensul sagetii ce insoteste integrala curbilinie. Formula lui Cauchy
arata ca:

j&@:zﬂj & jﬁz’“dz:O, Vke Z\{-1}.

z

v
Fie x € &4 o secventa pentru care zona de convergenta a Transformatei Z este nevida:
A.(z) # 0. Dacd inmultim expresia Transformatei Z a lui x cu cantitatea 281" pentru

z € A.(z), se obtine:
X (2) = Y zn] St
neZ
Aceasta expresie o putem integra de-a lungul unui contur inchis v, care se afla in intregime
in zona de convergenta A.(x) si care inconjoara originea. Datorita acestui fapt, suma infinita
(care este absolut convergenta pe A.(x)) poate fi intervertita cu integrala curbilinie, rezultatul
final fiind exact egantionul de ordin ”£” al secventei initiale, x:

1 k=1 7, _
2ijiX(z)z dz=zlk], VkeZ.

Rezultatul la care s-a ajuns arata cum se poate recupera secventa originala cunoscind Trans-
formarea Z directa gi permite definirea Transformarii inverse dorite:

Definitia A.2
Se numeste Transformata Z inversa asociata Transformatei Z(x) = X, aplicatia:

x: 4Z — T

e 1
n df %,X 2 ldz
215

unde 7y este o curba inchisa ce inconjoara originea §i se afla situata in intregime in zona
de convergenta a lut X.
Operatorul:
-1
Z : AZ — Sd
_ de
X - 2

(unde "x” este secventa de mai sus, iar "Az” — multimea Transformatelor Z avind zona
de convergenta nevidd) se numegte Transformare Z inversa.

Relatia din aceasta definitie se mai numeste si formula de inversiune. In general, calculul
integralei curbilinii este destul de dificil de efectuat. De regula, curba ~ este un cerc, deoarece
admite o parametrizare naturala. De exemplu, cercul centrat in origine, de raza "r”, poate
fi parametrizat astfel: z = re cu w € [—m, +n). Daci acest cerc este inclus in zona de
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convergenta a Transformatei Z, atunci formula Transformatei inverse devine:

+m
1 n ‘ .
xn] = %j}i X(2)2"tdz = ;—W / X (rejw) d"dw, VneZ.
v

—Tr

Aceasta formula seamana foarte mult cu cea a Transformatei Fourier inverse. Daca cercul
unitar se gaseste in interiorul zonei de convergenta, atunci ea exprima exact Transformata
Fourier inversa.

Un caz particular interesant este cel al Transformatei Z de tip rational. Recuperarea
secventel originale beneficiaza in acest caz de utilizarea Teoremei reziduurilor (adica valoarea
lui z[n] este datd de suma reziduurilor lui X (z) 2"~! situate in interiorul domeniului delimitat
de conturul inchis 7). Daca zy este un pol al lui X (2)z""! de multiplicitate mq € IN, atunci:

¥(2)

X(Z>Zn_ = (Z—Zo)mo )

unde functia rationala ¢ nu mai are poli in z = zy. Daca z se situeaza in interiorul domeniului
delimitat de conturul v (dar nu pe contur), atunci reziduul lui X(z)2""! in acest punct este
dat de formula urmatoare:

S Y

=z (mg—1)! dzmo—1

Rez {X(z) z"’l}

z2=2z0

Daca zg este pol de ordin 1, atunci formula anterioara se simplifica sensibil:

= (2) -

z=2z0

Rez {X(z) z"_l}

Nota

e De reguld, formula de inversiune este utila pentru evaluarea egantioanelor ”cauzale” ale secventei x (adica
z[n], cu n > 1). In cazul celorlalte esantioane (”anticauzale”), daci se utilizeazi Teorema reziduurilor,
apare un pol suplimentar: z = 0, al carui ordin depinde de cel al egantionului in calcul. Acest fapt este
un inconvenient, deoarece calculul reziduului trebuie desfasurat pentru un pol cu ordinul dependent de
rangul egantionului a crei valoare se calculeazd. Polul este acelagi (z = 0), dar reziduul asociat trebuie
recalculat la fiecare pas. Se poate evita acest lucru daca se utilizeaza urmatorul artificiu matematic: in

dg

. . ¢ 1 s < 1 .
formula de inversiune, se efectueaza schimbarea de variabila complexa z = z (deci: dz = — C—2) Aceasta

conduce la urmatoarea formula echivalenta:

__L 1 —n+1 ~—2 _L l —n—1
ol == 575 x(3)eme dc_%jjﬁx(g)g i, Vnez.
Y 8l

Noul contur, v/, este simetric cu « fatd de cercul unitar (OU) si, de aceea, sensul siu de parcurgere este
opus celui conventional (fapt indicat de sigeata integralei). Dacd n < —1, in vechea versiune a formulei
de inversiune, polul din origine are multiplicitatea crescatoare cu n — oo, ceea ce face ca ordinul derivatei
din relatia de calcul a reziduului sa fie si el crescator. Practic, la fiecare pas, reziduul trebuie recalculat.

Noua formula inhiba acest efect. Chiar daca X (%) poseda un pol in origine, multiplicitatea lui este finita

si nu depinde de ordinul egantionului asupra caruia se lucreaza.
. 1 o .
Daca «y este un cerc de raza r, atunci 4/ este un cerc de razd — (cercurile sint invariante la transformarea
r
prin inversiune). Aceasta face ca polii lui X (z) care se aflau in afara domeniului inchis de «y s& produca poli
ai lui X (— din interiorul domeniului inchis de 7 i reciproc. Inversiunea poate produce poli (zerouri)

aditionali (aditionale) in punctele zy si 2o, (punct situat pe cercul de la infinit), dar acest lucru nu este
foarte deranjant.

In functie de forma Transformatei Z a lui z, se pot utiliza gi alte tehnici speciale de calcul al integralei
curbilinii din formula de inversiune.
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A.2 Proprietati fundamentale

TransformareaAZ poseda o serie de proprietati fundamentale de calcul, similare Trans-
formarii Laplace. In tabelul de mai jos, prezentam aceste proprietati. De notat ca zonele de
convergenta indicate pe ultima coloana sint minimale, ele putind fi mai mari In anumite cazuri
particulare de semnale, dar, oricum, nedepasind frontiera.

Tabelul 2: Sumarul proprietatilor fundamentale ale Transformatei Z.

H Secventa ‘ Transformata Z ‘ Zona de convergenta H
[ X(2) R_(x) < 2| < R ()
ax[n] +by[n] | aX(z)+0Y(2) | max{R_(z),R-(y)} <[z <min{R(z), Ry (y)}
x [n+ m)] 2" X (z) R_(z) < |z] < Ry(2)
a"zn] X (a™'2) |a|R-(z) < 2| < la|R(x)
nzn) - d)fiiz) R_(2) < |2| < R (2)
x[n] X (@) R_(x) < 2] < Ry(z)
1 1 1
z[=n] A (2) o 7w
1
X(z)+X (=
Te[n] 5 <Z) max {R_(:v), Rj(x)} < |z] < min{R+(x), Rl(x)}
1
X(2)-X(3) X | X
T[] 5 max {R_(x), Ro(o) } < |z| < min {R+(x), R (@) }
Re(efn)) | X XLE) R_(x) < || < Ry (2)
el | HEEE R(x) < 2] < R ()

A.3 Teorema directa de convolutie

Problema convolutiei din cadrul Prelucrarii Numerice a Semnalelor poate fi abordati si din

perspectiva Transformatei Z.
Asa cum era de asteptat, reactia acestei transformate fata de operatia de convolutie este

similara celei ilustrate in cadrul proprietatilor TCFD.
Teorema A.1 (Teorema directa de convolutie)

Fie x,y € S84 doua secvente discrete alese in asa fel incit produsul lor de convolutie sa fie
corect definit. Atunci:
Z(xxy)=Z(x) Z(y) (88)
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pe o zond comund de convergentd.

Demonstratie !

Vom deduce relatia (88) prin calcul direct, plecind de la definitia Transformarii Z a
secventei x xy. Zona de convergenta a acestei secvente este urmatoarea coroana circulara
(incluzind, eventual, si una sau ambele frontiere ale acesteia):

max {R_(z), R-(y)} < |z| <min{R(2),R+(y)} -

Intersectia dintre zona de convergenta de mai sus si zonele de convergenta ale secventelor
implicate este nevida deoarece ea contine cel putin cercul unitar.

Astfel, printr-o grupare adecvata a termenilor, se poate scrie relatia de mai jos:
Z(xxy)(z) = > z[k] <Z y[n — k| zk"> P
keZ neZ

Schimbarea de indice m = [n — k] conduce exact la relatia din enunt (sumele fiind absolut
convergente in coroana circulara specificata mai sus):

Z(z+y)(z) = (Z (k] 2"“) (Z y[m] Z‘m> = Z(z)- Z(y) -

keZ meZ

O (Teorema A.1)7

Daca se particularizeaza formula de convolutie din aceasta teorema pentru valori ale vari-

abilei complexe situate pe cercul unitar, se regaseste Teorema directa de convolutie relativa la
TCFD (Teorema 11.1).

A.4 Teorema de convolutie complexa

Semnalele continuale stabile posed& o interesanta proprietate relativ la produsul de convo-
lutie, definit dupa cum urmeaza:

(f % 9)(1) déf/f(T)g(t—T)dT, VicR. (89)

Aici, f,g € L*(IR), deci TF ale acestor semnale sint bine definite ca in Definitia 10.1. Mai,

mult, aceste transformate, notate cu f , respectiv g sint tot semnale continuale stabile, fapt care
conduce la buna definire a produsului lor de convolutie:

~

(f*g)(Q)déf/f(A)g(Q—A)dA, VOER.

In aceste conditii, Problema convolutiei releva posibilitatea de a exprima nu numai TCFC a
produsului de convolutie a doua semnale continuale stabile, ci si a produsului lor clasic. Astfel,
se poate arata cu ugurinta (folosind si cunoscuta Teorema a lui Fubini) ca:

f/?gz%f@; (90)
fg=nf*g. (91)

(in aceste relatii, operatia de echivalenta este, de fapt, ”egalitatea aproape peste tot”.) Ultima
identitate reprezinta o solutie data Problemei inverse de convolutie. Atributul ”inversa” provine
de la faptul c&, in realitate, (91) este echivalenta cu:

FH(Frg) = o ()7 @ = S
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unde F ! este operatorul Fourier invers din relatia (53).

Egalitatile (90) si (91) reflecta o relatie de dualitate intre domeniile ”timp” si ”frecventa”,
care nu se mai poate regasi si in cazul semnalelor discrete stabile. Aceasta deoarece, pentru a
evalua TCFD asociata produsului a doud secvente discrete stabile, este necesara definirea unei
alte operatii de convolutie la nivelul operatorilor TCFD. In loc de a rezolva Problema inversa de
convolutie numai pentru cazul operatorului TCFD, vom apela direct la solutia generala oferita
de Transformata Z. Ea poarta numele de Teorema de convolutie complexa:

Teorema A.2 (Teorema de convolutie complexa)

. N A A def o o o .
Fie x,y € Sy alese in asa fel incit secventa w = xy sa aibd urmdtoarea proprietate:
intersectia dintre zona de convergenta A.(w) si coroana circulard

R-(2)R-(y) < [z] < R4 (2)R+(y)

este nevida. Se noteaza prin X, Y si W imaginile prin operatorul Z ale secventelor x, y st,
respectiv, w. De asemenea, A # () va simboliza intersectia celor doud coroane circulare de mai
sus. Fie z € A arbitrar fizat. Atunci:

W(z) = % X()Y (%) (i—” , (92)

unde 7y este un contur inchis ce inconjoara originea, inclus in zona de convergenta comund a
. . z
lui X (v) $1Y (—)
v

Demonstratie !

Relatia din enunt, va fi demonstrata prin calcul direct, plecind de la definitia Transformatei
Z asociate lui w:

W(z)= > zn]yln]z", VzeAl(w)

neZ
si de la urmatoarea consecinta a relatiei integrale a lui Cauchy:
1
x[n] = —,jlg,X(v) v ldv, VYneZ,
21y ,

unde v este o curba inchisa ce inconjoara originea, inclusa in A.(x).

Fie z € A.(w) arbitrar fixat. Combinind cele doua relatii de mai sus, rezulta:

W(z) = %nezz y[n] (jliX(v) vt dv) 27" =
= 55 3 fxe (2

In acest context, integrala curbilinie poate interverti cu suma infinita numai daca v este o
curba inchisa aleasa la intersectia dintre A.(z) si coroana circulara:

Ro() < |2 <Ruly)

Aceasta restrictie este indeplinita daca:

R (2) < o] < Ro(x) & —1 <o < 12
+\¥y Yy
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ceea ce impune ca numarul z sa fie ales in aga fel incit z € A.(w) si:

K 2]
R (y) R_(y)

Ipoteza teoremei confirma posibilitatea alegerii numarului z in aceasta zona de convergenta
de intersectie, notata cu A.

Ri(z) 2

& R (z) <

= R_(@)R_(y) < || < Ru(a)R(y) .

Atunci, conturul v poate fi ales ca in enuntul teoremei, caz in care:

-\ d 1 d
= b (o (0)7) T = e ()7
j oy v v . v/) v
Aceasta demonstreaza complet teorema.

O (Teorema A.2)7

Relatia (92) din teorema anterioara se aseamana cu o operatie de convolutie. Aceasta
asemanare devine mai vizibila daca particularizam conturul v printr-un cerc de raza p si daca
numarul z este descris in forma polara (z = re’¥):

w 7’6“ :—/ pe”e <Cej(@_9)> g, VeelR.
p

Mai mult, daca este posibil ca r = p = 1 (cazul secventelor de semnal stabile), atunci obtinem
o solutie a Problemei inverse de convolutie relativ la operatorul TCFD:

1

= / X ()Y () dv, YweR.

—Tr

W (o) -

Integrala de mai sus se numeste si operatie de convolutie continud periodicd, notata prin *:

+m
(X *Y) (ejw> = / X (6jV) Y (6j(“’_”)) dv, VwelR.

—T

Solutia Problemei inverse de convolutie se exprima atunci astfel:

TCFD(xy) = % TCFD(zx) * TCFD(y) .
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B Exercitii propuse

Exercitiul 1
Sa se verifice relatiile de ortogonalitate (18) (de la pagina 13) ale bazei armonice canonice
a spatiului L? ([—m, +7]).

Exercitiul 2

Fie armonica de amplitudine A > 0, pulsatie wy € IR si faza ¢ € IR de mai jos:
f(t)=Acos(wt+¢), VteR.

Acest semnal continual este esantionat cu perioada T, = 1, obtinindu-se urmatoarea ver-
siune discretizata:
faln] = A cos(won+¢), VneZ.

Se cere sa se determine ce conditie trebuie sa satisfaca pulsatia wy pentru ca semnalul
discret fy sa fie, la rindul lui, periodic.

Exercitiul 3

Fie © € I"(Z) o secventi absolut sumabild exprimata prin: = = {z[n]},cz. Ardtati ca
energia acestei secvente, definita prin:

E) Y ZZ j[n][?

este finita.

e Se va utiliza o generalizare a urmatoarei inegalitati de numere pozitive: (ac + bd) < (a + b)(c + d),
aplicata sirului sumelor partiale.

Exercitiul 4

. m TS v o g v
Fie wg €@ 5 Aratati ca urmatoarea secventa discreta:

sin wgn
x[n] = . VneZ,
n

are energie finita. Cu toate acestea, demonstrati ca ea nu este si absolut sumabila.
Exercitiul 5

Multimea semnalelor digitale este inzestrata cu urmatoarele operatii naturale:

o adunarea secventelor: z +y % {z[n] + y[n]}nez;
e produsul (punctual al) secventelor: z ey et {z[n|y[n|}nez;
e produsul dintre o secventa si un scalar din I': « -z et {azn]}rez.
Aratati ca:
1. (S84, +) este grup abelian, cu elementul neutru secventa nula;
2. (S84, +, @) este inel comutativ, cu elementul unitar secventa constanta egala cu 1;
3. (Sa4, +, -) este spatiu vectorial peste corpul T’;

4. (S84, +, e, ) este algebra unitara comutativa peste corpul I';

(verificind axiomele din definitiile asociate acestor structuri algebrice).
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Exercitiul 6

Fie k € Z un numar intreg fixat, cu ajutorul caruia se defineste aplicatia urmatoare:

gk . Sy — Sy bz - Z — T

not

o M) Y g noe o (g%) ] < - K
(Prin conventie, ¢°x = x.) Aratati ci aceastd aplicatie verificad urméatoarele proprietati:

L. ¢ *lax+ By) = agFz + B Fy,Va,3 €T, Va,y € Sy (liniaritate);
2. ¢ gl = ¢ V1 € Z (acumulare aditiva a deplasarilor temporale).

Exercitiul 7

Aratati ca familia de secvente formata din toate versiunile translatate in timp ale impul-

sului unitar,
def
A= {5k}n€Z )
este o baza (adica atit sistem liniar independent cit si sistem de generatori) in spatiul

vectorial (Sg4, +, -) peste corpul T
Exercitiul 8

1. Aratati ca produsul de convolutie definit mai jos:

exy ™ > xlklq "y = (x % y)[n] =2 > alklyln—k], VneZ

keZ keZ

este corect definit pentru orice pereche de semnalele discrete absolut sumabile (adica
z,y € MZ)).
e Se va utiliza urmatoarea inegalitate de numere pozitive: (ac + bd) < (a + b)(c + d).

2. Aratati ca multimea (nevida) a semnalelor discrete din S, pentru care produsul de
convolutie este corect definit, notata cu Sy, are structura de algebra unitara comu-
tativa peste corpul I', relativ la operatiile: ”+", 7%” gi 7.7, (Verificati toate axiomele
din definitia algebrei unitare comutative.)

Exercitiul 9

Utilizind unele dintre proprietatile produsului de convolutie din exercitiul precedent, sa se
arate ca:

1. Raspunsul ansamblului de doua SLID inseriate (in cascada), avind secventele pondere
h, respectiv g, este identic cu al unui SLID avind secventa pondere egala cu h * g,
indiferent de ordinea de inseriere.

2. Raspunsul ansamblului de doua SLID cuplate in paralel (avind secventele pondere ca
mai sus) este identic cu al unui sistem care are secventa pondere egala cu h + g.

Exercitiul 10

Sa se calculeze raspunsul unui SLID avind, pe rind, fiecare din cele 4 functii pondere
ale tabelului din stinga, daca el este stimulat cu intrarile din tabelul corespunzator aflat
in dreapta. Pentru fiecare dintre cele 4 perechi de semnale (intrare - functie pondere),
trasati cite 3 grafice: al intrarii, al functiei pondere si al iesirii (prin conventie, valorile
nespecificate ale marimilor de mai jos sint nule).

[ Nx\n—[1[0]1]2] [INehin—]0[1]2[3]
1 O0[1]01]0 1 2111010
2 0]0]11]0 2 2111010
3 012]-11]0 3 1121110
4 112313 4 01021
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Exercitiul 11

Calculati iesirea y = = % h a unui SLID caracterizat de functia pondere:

a® , 0<n<N

hin] = ;
0 , neZ\0O,N
pentru intrarea:
ﬁn—no , N Z no
x[n] =
0 , n<ng

Exercitiul 12

Fie e o secventa discreta exponentiala de baza o (adica: e = {a"}, ) si x,y € S, alese
arbitrar astfel incit toate produsele de convolutie de mai jos sa fie corect definite. Atunci,
aratati ca are loc identitatea:

(cox)x(coy)=ce(v*xy).

Exercitiul 13

Fie un SLID avind secventa pondere h. Aratati ca daca el este stimulat la intrare cu o
secventa periodica de perioada N € IN*, atunci iesirea sa este tot o secventa periodica de
aceeasi perioada.

Exercitiul 14

Fie H un sistem oarecare. Atunci orice intrare x care provoaca o iesire a acestuia de
forma: y = H[z] = C'z, unde C este o constanta complexa, se numeste functie proprie a
sistemulut H.

1. Aratati ca daca z este o constanta complexa, atunci o intrare de forma: x = {2"},_,
este o functie proprie a unui SLID.

2. Construiti un contraexemplu care sa demonstreze ca intrarea x = {z"ug[n}}, ., (unde
ug este treapta unitara discreta) nu poate fi functie proprie pentru orice SLID.

Exercitiul 15

Fie H un SLID caracterizat de functia pondere h, intrarea z si iegirea y. Daca:

Supp(m):N(J?Nl 9 Supp(h):N27N3 ) Supp(y):N47N5 )
calculati N4 si N5 in functie de Ny, Ny, Ny si Ns.
Exercitiul 16

Determinati raspunsul indicial (la treapta unitara discreta, ug) al unui SLID caracterizat
de urmatoarea functie pondere:

hin] =a " ug[-n], VneZ,
unde a € (0,1).

Exercitiul 17
Fie un SLID avind functia pondere h de tip FIR:

Supp(h) =0,N — 1.
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1. Aratati ca daca intrarea sa x este marginita:
AM>0: |zn)| <M, VnelZ,

atunci iegirea y este de asemenea marginita, marginea superioara fiind data de inega-

litatea:
N—-1

ly[n]| < M;; \h[K]|, VYneZ.

2. Construiti un exemplu care sa demonstreze ca limita de mai sus poate fi atinsa. Adica:
aratati ca exista o intrare marginita ca mai sus si cel putin un moment de timp, ny,
pentru care:

o] = M5 (k)

Exercitiul 18

Pentru fiecare dintre sistemele de mai jos, specificati daca el este: (a) stabil, (b) cauzal,
(c) liniar, (d) invariant la deplasari temporale.

Hlt] = heu 2. Hialn] :é} oH 3 Haln) :;f 2[H]
4. H[z| = ¢ ™x 5. H[z][n] = el 6. Hlz] =ax+0b

Exercitiul 19

Fie un sistem avind intrarea x si iegirea y aflate in urmatoarea relatie:

z[n] = y[nl—ayn-1, VneZ

ylo] = 1
1. Determinati in ce conditii sistemul este invariant la deplasari temporale.
2. Determinati in ce conditii sistemul este liniar.

3. Daca se schimba conditia initiala y[0] = 1 cu y[0] = 0, contribuie aceasta la schimbarea
raspunsului dat la punctele anterioare?

Exercitiul 20

Fie un SLID caracterizat de urmatoarea functie pondere:

hin| = <‘7>n wln|, VneZZ,

2
unde: j2 = —1 si ug este treapta unitara discretd. Determinati raspunsul sistemului in
regim stationar (adica pentru un moment arbitrar n suficient de departe de origine) la
intrarea:

x[n] = wo[n] cosmn, VneZ.

Exercitiul 21

Fie un sistem H care are proprietatea de a fi neliniar si dependent de deplasarile temporale
ale intrarii. Sa presupunem ca stimulam acest sistem cu o intrare de forma:

z[n) = A", VneZ,

unde A,w € IR sint doi parametri fixati, numiti amplitudine, respectiv pulsatie. Se
masoara un anumit parametru P al iesirii sistemului (de exemplu, amplitudinea maxima a
iegirii), care va depinde de A gi de w. Aratati ca daca amplitudinea A ramine constanta, iar
pulsatia w variaza, atunci P este periodica in w si determinati perioada corespunzatoare.
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Exercitiul 22

Fie un SLID stabil, descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

yln] —2yln — 1] =zn|, VneZ.

1. Determinati o functie pondere posibila a acestui sistem, notata cu h.

2. Functia pondere de la este unica? Daca nu, construiti o alta functie pondere diferita
de aceasta. Daca da, justificati raspunsul.

Exercitiul 23

Fie un SLID descris de urmatorul raspuns in frecventa:

) ) . 1 —2jw 4 —4jw
H(ew>:e—a(w—z) ( +i+1+_2je ) . YweR.
= e w
2

Determinati iegirea y a acestui sistem in cazul in care intrarea sa este urmatoarea armonica:
™

x[n] :cos(7> ., VYneZ.

Exercitiul 24

Determinati raspunsul in frecventa, H (¢/“), al unui SLID stabil descris de urméitoarea
ecuatie cu diferente:

y[n]—l—%y[n—l]:x[n]—%x[n—l], VneZ.

(Am notat, ca de obicei, prin ”z” intrarea sistemului, iar prin "y” — iegirea sa.)

Exercitiul 25

Scrieti ecuatia cu diferente pe care o verifica intrarea z si iegirea y a unui SLID stabil
descris de urmatorul raspuns in frecventa:

) ) 1 —2jw 4 —4jw
H(ejw):?)e_]w e 1+ 'e , YwelR.
1 + 3 672340

Exercitiul 26

Fie un SLID descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

y[n]—gy[n—l]—l—y[n—Q]:x[n]—x[n—l], VneZ.

Determinati toate valorile posibile ale functiei pondere asociate, h, in origine: h[0].

Exercitiul 27

Pentru fiecare din cele trei perechi de tip intrare-iesire (z,y) de mai jos, se cunoaste ca
ele provin de la un sistem cauzal si stabil. Nu se cunoaste nici o alta informatie privind
natura sistemului.

Raspundeti la urmatoarele intrebari, pentru fiecare pereche intrare-iesire:

1. Ar putea fi acest sistem liniar si invariant la deplasari? Justificati raspunsul.

2. Daca sistemul ar putea fi liniar si invariant la deplasari, este posibil sa se indice
raspunsul sau in frecventa? Daca da, exprimati aceasta cantitate (notata, ca de obicei,
prin 7 H (e°)”).

3. Daca sistemul ar putea fi liniar si invariant la deplasari, atunci este el unic? Daca nu,
descrieti cit mai complet clasa de SLID stabile si cauzale din care face el parte. Daca
da, justificati raspunsul.
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5
(¢)  z[n] = cos <n77r> y[n] = sin <ﬂ>
(Am notat prin "uy” treapta unitara discreta.)

Exercitiul 28

Fie un sistem dinamic discret pentru care se cunoaste urmatoarea proprietate: daca este
stimulat cu intrarea

xn] = (l)n wln], VYneZ

4
(unde ug este treapta unitara discreta), atunci el raspunde cu iegirea
1 n
y[n] = <§> , VneZ.

Determinati care dintre urmatoarele afirmatii este corecta:

1. Sistemul trebuie sa fie invariant la deplasari temporale.

2. Sistemul ar putea sa fie invariant la deplasari temporale.

3. Sistemul nu poate fi invariant la deplasari temporale.
In cazul in care gasiti ca prima sau a doua afirmatie este adevarata, construiti o functie
pondere posibila a sistemului.

Daca ati ajuns la concluzia ca ultima afirmatie este adevarata, atunci explicati de ce
sistemul nu poate fi invariant la deplasari temporale.

Exercitiul 29

Fie un SLID descris de urmatorul raspuns in frecventa (pe o perioada):

w I, 0fw<
() ={ g 02eE

Se presupune ca intrarea x a sistemului este reala si stabila. In aceste conditii, determinati
daca intrarea sistemului poate fi recuperata in mod unic cunoscind iegirea acestuia. In
ambele situatii, justificati raspunsul.

e Sistemul specificat In acest exercitiu se numeste analitic, datorita faptului ca spectrul functiei sale
pondere are suport nenegativ. Aceasta este o proprietate de cauzalitate exprimata pentru semnalele
frecventiale.

Exercitiul 30

Fie un SLID avind urmatorul raspuns in frecventa:

H (ejw) = e_j(%J“%) , YwelR.

Determinati raspunsul in timp al sistemului, daca intrarea este data de urmatorul semnal

discret: 15
x[n] :cos<T7rn—g) , YneZ.
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Exercitiul 31

Aratati ca familia de functii armonice:

e k k
Hr = {sm —Wt} U {cos —ﬂt}
T kEIN* T keN

este un sistem liniar independent al spatiului Hilbert de semnale continuale, reale si 27T—pe-
riodice, unde produsul scalar este definit prin:

(o)™ o [ st ar

Exercitiul 32

Plecind de la definitiile autocorelatiei unui semnal continual stationar si stabil f € L'(IR)
si a densitatii sale spectrale de putere:

TFT = / f@) ft—7)dt, VTR, respectiv ¢7(Q) E —=F(r;)(Q), VQeR,
sa se arate ca:
F@QP =0;(Q), VQeR.
(S-a notat prin F(f) sau f Transformata Fourier Continui a semnalului f.)

Exercitiul 33

Demonstrati Principiul de conservare a energiei al lui Parseval, in cazul unui semnal con-
tinual si stabil f, adica aratati ca se verifica egalitatea:

[1swpae= [ 7@ d0.

(S-a notat prin f Transformata Fourier Continua a semnalului f.)

Exercitiul 34

Utilizind relatia conventionala a lui Poisson, (56) de la pagina 34, demonstrati ca Trans-
formarea Fourier Continua Inversa, F ! este chiar inversul operatorului F, definit ca
Transformare Fourier Continua Directa:

FAF=FF'=9

Exercitiul 35

1. Calculati Transformata Fourier Continua asociata semnalului continuu stabil de mai
jos (impulsul triunghiular de amplitudine A si deschidere ty):

t to
Al1+2— te|l—-2.0
(1+2,) « ee[-3.9)

Ft) = A(1—2%) , [o +t2°}

to t
0 ,teB\P§,+§

2. Evaluati semnalul continuu stabil care poseda urmatoarea Transformata Fourier Con-
tinua (fereastra spectrala dreptunghiulara, de amplitudine B si deschidere 2p):

Q 9
B, Qel| -0 40
i coel-3 )
9(Q) = 0 o
0 0 ﬂ
0o . GB\{Q +2
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3. Trasati graficele aproximative ale lui f si ale Transformatelor Fourier Continue (modul
si faza) asociate, pentru doua deschideri diferite ale aceluiagi impuls triunghiular de
amplitudine constanta A. (in loc de tg, se va lucra, de exemplu, cu t; < t3). (Observati
modificarea spectrului (modulului TF) cu deschiderea, deci cu panta graficului in
timp.)

4. Trasati graficele aproximative ale lui g si ale Transformatelor Fourier Continue (modul
si fazd) asociate, pentru doua deschideri diferite ale ferestrei spectrale de amplitudine
constanta B. (fn loc de €, se va lucra, de exemplu, cu ; < €s.) (Observati variatia
invers proportionala dintre dimensiunile practice ale suporturilor temporale si frec-
ventiale, ca o consecinta a Principiului de incertitudine.)

Exercitiul 36

Fie semnalul gausian:

unde:

e 1y € IR este un moment fixat care indica punctul de maxim al clopotului lui Gauss
(graficul functiei anterioare);

e 0 > 0 este deviatia standard a clopotului (o

fixata.

se mai numeste si dispersie), de asemenea

(Prin conventie, apartenenta acestui semnal la clasa semnalelor gausiene se exprima astfel:
g €§(to,0).)

1. Aratati ca:

/+OO g(t) dt =

— 00

e Se va utiliza urmatoarea integrald a lui Poisson:

+oo
/ et dt = ﬁ .
0 2

2. Calculati Transformata Fourier Continua a lui g, definita prin:

i) = 7= [ s

G o 1
Aratatica g e G (0, —) :
o
e Se va utiliza versiunea complexa a integralei lui Poisson:
+oo+jv .
/ e~ (Wt gy = /.
—oo+jv

3. Stiind ca pentru orice semnal gausian ¢ (ca mai sus) se pot neglija valorile sale in afara
intervalului [ty — 30, to + 30|, imaginati o interpretare a Principiului de incertitudine
relativa la perechea de semnale (g, ).

Exercitiul 37

Aratati ca operatorul Fourier F definit pe multimea semnalelor discrete stabile prin:

(F2) () € Y e 2 X () | Vwe R, zel'(Z),

neZ
este inversabil, operatorul invers fiind exprimat de urmatoarea relatie:

1

" or

F1(X)n] /+7r X (ej‘”> etdw, NYneZ.

—T
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Exercitiul 38

Demonstrati urmatoarea relatie:

N -1
;wN_X:OwN_{O  keZ\NZ Vke Z,

not _ 2mnj
unde: wy = e

, VneZ.
Exercitiul 39

Fie N € IN* un numar arbitrar fixat. Demonstrati urmatoarele relatii de ortogonalita-
te, care au loc intre functiile armonice elementare ale spatiului secventelor discrete N-
periodice, SY':

r N—1

3 sin (w3 m) sin () n) = Solb-d A () =0

N-1 N =

X eon () cos () = Gl —al (A
=

3 sin () cos (¥ n) = 0 | vpgez,

2

unde: wNé N Vpe Z.

e Se poate utiliza relatia demonstrata in exercitiul anterior.

Exercitiul 40

Aritati ca operatorul SFD definit pe multimea secventelor discrete N-periodice, S, prin:

SFD (%) [k] 2 X Z njwhF, VkeO,N—1, 7€8Y

2mtng . . . . .
unde wy i , Vn € Z, este inversabil, operatorul invers fiind definit astfel:

N-1

SFD™ (X)) ¢ % ST XK@y, Yn=0,N—1
k=0

)

Exercitiul 41

Demonstrati Teorema de convolutie aferenta TCFEFD plecind de la relatia de intrare-iegire

(36) (pagina 20) si exprimind valoarea in punctul k € Z a semnalului de intrare cu ajutorul
TCFD inverse, definite de relatia (59) (pagina 36).

Exercitiul 42

Fie un filtru ideal de tip "trece jos”, avind pulsatia de taiere wy € (0, 7). Raspunsul sau
in frecventa este urmatorul:

; 1 lw| <wy <7
jw) __ ) =
H(e)_{o , wo < |wl <7

1. Determinati secventa pondere corespunzatoare acestui filtru, notata prin ”h”.

2. Dacd z € I*(Z) este o secventa de intrare oarecare, ardtati ca iegirea filtrului este, in
acest caz, urmatoarea:

g = 3 sin (wo(n — k))

o w(n—k)

xlk], VneZ.
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Exercitiul 43

Fie x o secventa discreta stabila pentru care se noteaza cu X imaginea sa prin TCFEFD.
Daca se sie ca:

zn]=0, Vn<1l & Re{X(ej“’)}:%, Vwe R,

2cosw — —
2

determinati semnalul x atit cit se poate de detaliat.

Exercitiul 44

Fie h o secventa pondere a unui SLID cauzal si stabil, avind raspunsul in frecventa (H)
caracterizat de urmatoarea relatie:

o Z—cosw
’H(e] )’ = 5 T dcosw | Vwe IR .

Daca sistemul este inversabil si inversa sa este stabila si cauzala, determinati A cit se poate
de detaliat.

Exercitiul 45

Aratati ca orice filtru numeric liniar simetric in oglinda avind secventa pondere cauzala si
de durata finita este si de faza liniara.

Exercitiul 46

Aratati ca TCFD a unei secvente discrete stabile simetrice in oglinda este reala (nu are
valori complexe).

Exercitiul 47

Demonstrati proprietatile de simetrie ale TCFD enumerate in Tabelul 1 (de la pagina 44).
Cum se exprima aceste proprietati in cazul in care secventa stabila initiala are numai valori
reale? (Alcatuiti un tabel similar pentru cazul secventelor reale.)

Exercitiul 48

1. Fie un SLID caracterizat de urmatorul raspuns la impuls:
hin] = a"wyln], VYneZ,

unde: ug este treapta unitara discreta, iar 0 < a < 1. Daca intrarea acestui sistem
este de forma:
z[n] = " wln], VneZ,

cu 0 < |B| < 1, determinati iegirea y, cunoscind ca ea este de forma:
y[n] = (Ko™ + Ky ") uoln|, VneZ.

2. Evaluati in mod explicit TCFD ale celor 3 semnale discrete de mai sus si verificati
Teorema de convolutie.
Exercitiul 49

Demonstrati urmatoarea versiune a Teoremei lui Parseval, relativ la TCED (Principiul de
conservare a energiei):

9 1 ptm ) |2
> |zn]| :%/ ‘X(e )‘ dw .

neZ -
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Exercitiul 50

Un SLID cauzal este descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

yln]| —ayn —1] =zn|—-bzn-1], VYneZ,
unde b # a. Determinati valoarea coeficientului b astfel incit sistemul sa se comporte ca
un filtru trece tot.
e Raspunsul in frecventa al unui filtru trece tot are amplitudinea constanta in raport cu pulsatia.

Exercitiul 51

Se considera doua secvente reale, cauzale si stabile, z si y. Daca imaginile lor prin TCFD
sint notate prin X, respectiv Y, verificati urmatoarea egalitate:

L)Y ) ([ ) (L) )

—Tr

+m

Exercitiul 52

Fie x € I'(Z) o secventa stabila oarecare. Daca X este imaginea sa prin TCFD, determi-
nati TCFD ale urmatoarelor secvente generate de x (in functie de X):

1. Kz, unde K este o constanta complexa arbitrara;

2. ¢ ™z, unde: ng € Z este arbitrar fixat, iar ¢~ este operatorul de deplasare temporals
cu k pasi;

3. y[n] =z[2n], ¥n € Z (o versiune decimatd a lui x);

x [—} , T = par

0 , N = impar

, VYn € Z (o versiune interpolata a lui x);

Exercitiul 53

Fie z € I'Y(Z) o secventa stabild oarecare. Daca X este imaginea sa prin TCFD, determi-
nati secventele stabile corespunzatoare urmatoarelor TCFD generate de X:

1. X (ej(w*‘“())) , Yw € IR, unde wy € IR este o pulsatie arbitrara;
2. Re{X (¢/*)} , Yw € R;
3. Im{X (&™)}, Vwe R.

Exercitiul 54

Demonstrati urmatoarele proprietati ale TCFD evaluate pentru o secventa stabila si reala:

Re{X (e’*)} = Re{X (e7*)} Im{X (')} = —Im{X (e7*)}

| X (e7)] = [X (e77%)] arg{X (e™)} = —arg {X (e77*)}

Exercitiul 55

Fie urmatoarea secventa complexa exprimata cu ajutorul partilor sale imaginara si reala:
xr = xR + jxs. Se noteaza cu X imaginea sa prin TCFD gi, la rindul ei, aceasta se poate
exprima detaliat prin: X = Xy + jX;. Se mai introduc urmatoarele notatii:

e X.r, X,r - pentru partea simetric conjugata, respectiv antisimetric conjugata a lui
XEg;

o X.;, X,; - pentru partea simetric conjugata, respectiv antisimetric conjugata a lui Xj;

e Xrr, Xir - pentru partea reala, respectiv imaginara a TCFD aplicate lui xg;
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e Xrr, X - pentru partea reala, respectiv imaginara a TCFD aplicate lui x;.
In aceste conditii, sa se exprime Xgrr, X1r, Xgrr si X 7 1n functie de X g, Xor, Xer si Xor.

Exercitiul 56

In Prelucrarea Numerica a Semnalelor se opereaza adesea cu urmatoarele doua tipuri de
operatii:

e decimare de ordin M > 1, definita prin:
(x | M)|[n] déf:t:[nM] ., YneZ;

e interpolare de ordin M > 1, definita prin:

n
z|—| , n%M =0
(1 M)[n] ¢ {M} . VneZ,

0 , n%M #0
unde n%M indica restul impartirii numarului n la numarul M.

1. Aratati ca nici una din cele doua operatii nu poate fi descrisa cu ajutorul unui filtru
liniar discret, desi ele sint operatii liniare.

2. Daca x este o secventa discreta stabila, aratati ca:
Flz 1 M) () = Fla) (M), YweR.

3. Daca M si N sint doua numere prime intre ele, demonstrati ca operatia de decimare
interverteste cu cea de interpolare:

sIMITN=s|N| M.
Ramine valabila aceasta proprietate daca M si N au un divizor comun supraunitar?

Justificati raspunsul.

4. Daca h si g sint secventele pondere stabile a doua SLID, iar x € I}(Z), demonstrati
urmatoarele echivalente:

o {[(wxh) | Mlxg} | N=[zxhx(g 1 M)] | (MN);

Aceasta revine la echivalenta celor doua scheme de transformare din Figura 11, uti-
lizate in partea de analiza a unor bancuri de filtre cu decimare-interpolare.

e« {[(x 1 M)xh] T Nyxg=[e 1 (MN)x(h 1 N)]xg.

Aceasta revine la echivalenta celor doua scheme de transformare din Figura 12, uti-
lizate in partea de sinteza a unor bancuri de filtre cu decimare-interpolare.

5. Daca z € I'(Z) iar h este secventa pondere a unui SLID stabil gi cauzal descris de
raspunsul in frecventa:
H(ejw>:;., VweR,
1 —ae v
unde 0 < a < 1, sa se determine raspunsul in frecventa al unui SLID stabil si cauzal
¢ r g, astfel incit sa se verifice identitatea urmatoare:

{lwl2)12/xh} L 2=(2] 2)xg.
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T Y x Y
LB g )y IV LS B N T

Figura 11: Doud scheme echivalente utilizate in analiza de semnal cu bancuri de filtre.

T Y x Y
%*h%*g = @A*(hTN)—» *qg ——

Figura 12: Doua scheme echivalente utilizate in sinteza de semnal cu bancuri de filtre.

Exercitiul 57

Fie h, si hg functia, respectiv secventa pondere a unui SLID continual, respectiv discret.

1. Daca:
ha(t) = e %oo(t), VtelR,
unde o( este treapta unitara continuala a lui Heaveside, iar a > 0, sa se determine
raspunsul in frecventa al SLID continual.

2. Daca hy este o versiune discretizata a lui h, de la punctul precedent, iar T este perioada
de esantionare, sa se determine raspunsulin frecventa al SLID discret.

3. Determinati valoarea minima a amplitudinii raspunsului in frecventa de la punctul
precedent, privit ca functie de 7', a fiind constant.
Exercitiul 58

Filtrele digitale (discrete) sint adese utilizate in aplicatii de filtrare a semnalelor analogice.
O schema uzuala in care sin implicate filtrele digitale este si cea din Figura 13. Aici, T" > 0

Filtru ideal
Za(t) |Egantionor| (] yn] Za(t) ”trece-jos” Ya(t)
— T * h Interpolator —
™
Qe = —
T

Figura 13: Sistem hibrid de filtrare a unui semnal analogic.

este perioada de esantionare, aleasa in aga fel incit fenomenul de aliere sa fie evitat. De
asemenea, (). este pulsatia de taiere a filtrului ideal analogic utilizat in final. Sistemul
echivalent al schemei prezentate este exprimabil ca un filtru liniar analogic global.

1. Daci TCFD a secventei pondere h € ['(Z) are suportul egal cu |— g, —i-g
1

— = 10 kHz, care va fi suportul TCFC a functiei de transfer a filtrului analogic

}, iar

echivalent schemei?

1
2. Raspundeti la punctul precedent in conditiile in care 7= 20 kH z.

Exercitiul 59

In Capitolul 12 s-a aratat ca un semnal continual poate fi exprimat, in general, ca o
combinatie liniara de semnale liniar independente de forma:

T,(t) =D cudn(t), ViER.

neZ
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Aceasta relatie se mai numeste si formula de interpolare, iar semnalul generic ¢ — nucleu
de interpolare. Sa presupunem ca semnalul continual z, este de banda limitata. Atunci
semnalele liniar independente pot fi alese astfel:

don(t) < Sa M ,

unde Sa este functia "sinus atenuat” ("sinus cardinal”), iar 7" > 0 este un parametru
arbitrar fixat.

Vte R,

Fie 3 semnale continuale x,1, T42 si .3 exprimate in forma:

Lak déf Z Ckn¢n(t)7 Vt€R7 Vke{]"Q’g}’

neZ

care au proprietatile urmatoare:

+oo
Tag = Tal * Tag <= Ta3(t) :/ a1 (T) Too(t — T)dT, VtER;

—0o0

C3n = Z Cim C2(n—m) » VneZ.

meZ
Aceasta proprietate arata ca SLID continual caracterizat de intrarea x,;, functia pondere
Tq2 i iesirea x,3 poate fi reprezentat cu ajutorul unui SLID discret avind intrarea {cin },,c
secventa pondere {ca,}, .4 si lesirea {csn},,c -

1. Aratati ca aceasta proprietate implica urmatoarea relatie intre TCFC ale semnalelor

{¢n}ngz3

~ ~

¢n<Q) ) ¢m(Q) = QASn-i-m(Q) , VQeR,
unde, prin definitie:

oy def [TO° —jot
¢n(ﬂ):/ Pu(t) e Mdt, VQER, Yne Z.

2. Demonstrati ca relatia anterioara conduce mai departe la urmatoarea forma a TCFC

On:
on(Q) = [HW)]™, VQER, Vne Z.

3. Daca se lucreaza cu nucleul de interpolare de tip ”sinus atenuat” de mai sus, aratati
1
ca familia { qb()n} verifica relatia de la primul punct.
T neZ
4. Puteti gasi si alte familii de nuclee de interpolare care sa verifice relatia de la primul
punct? Ilustrati prin citeva exemple.

Exercitiul 60

Fie r, un semnal continual, stabil, de banda limitata, discretizat cu perioada de esantionare
T > 0. In Capitolul 12, s-a aratat ca daca T este aleasa in asa fel incit fenomenul de aliere
sa fie evitat, atunci semnalul continual z, poate fi reconstruit exact cu ajutorul urmatoarei
formule de interpolare:

z4(t) = > z4(nT) Sa M , Vte R,

nez
unde Sa este functia ”sinus atenuat” (”sinus cardinal”).

Sa consideram ca versiunea esantionata a lui z, este x, care figureaza ca intrare in schema
de transformare din Figura 14. Interpolatorul ofera un semnal continual in scara, prin
prelungirea valorii la stinga (aga cum arata graficul de sub schema de transformare). Filtrul
ideal de tip "trece-jos” are pulsatia de taiere €2.. Se cere sa se determine pulsatia 2. in
asa fel incit semnalul continual ¥, de la iesirea schemei de mai sus sa coincida cu semnalul
initial, x,.
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z[n] Interpolator (1) Filtru ideal Ya(t)

in scara ”trece-jos”

Ls

To(nT) — — — —

Figura 14: Interpolarea in scara a semnalelor discretizate.

Exercitiul 61

Fie semnalul analogic stabil:

xo(t) = sa(t) +as,(t =T), VtelR,

unde 7" > 0 este un numar fixat asimilat ca perioada de esantionare, iar s, este un alt
semnal analogic stabil. Sa presupunem ca x, este de banda limitata, TCFC a sa avind
suportul compact:
Supp (Ta) = [— Zor Z]
“ T T
Daca notam prin z o versiune corect egantionata a lui x, (x[n] = x,(nT), Vn € Z),
atunci sa se determine secventa pondere h a unui SLID stabil care are proprietatea de a
raspunde cu semnalul discret z la intrarea produsa prin T-egantionarea lui s, (notata cu
s):
z[n]= > slklhln—k], VneZ.
ke

Exercitiul 62

In cadrul a numeroase sisteme de comunicatie, informatia este transmisa prin intermediul
unui alfabet format dintr-o multime finita de semnale continuale (numite si forme de unda

elementare sau litere):
def

A—{fly f27 ---7fM}=

care au aceeasi energie (finita):
+o0 9
5:/ P dt, Ymel, M.

In aceste conditii, un canal de receptie acordat pe litera f,, a alfabetului (cu m € 1, M
fixat) evalueaza cantitatea urmatoare:

P [ 50 futty e

unde f € A.
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1. Aratati (utilizind inegalitatea lui Schwartz) ca P, este maxim atunci cind f = f,.

Aceasta Inseamna cd, pentru a determina care dintre literele alfabetului a fost transmisa, trebuie
evaluate numerele Py, Py, ..., Py si ales indicele corespunzator maximului acestuia.

2. Sa presupunem, in particular, ca toate literele alfabetului sint si stabile, de banda
limitata, TCFC a lor avind suportul compact, inclus in intervalul [—€q, +€2]. Dorim
sa implementam receptorul cu ajutorul unui model discret. Aceasta Inseamna ca
semnalele receptionate (adica literele alfabetului) trebuie sa fie corect esantionate cu
perioada 17" > 0:

zln) Y f(nT), VneZ, vVfecA.
Atunci, cantitatea P, se va aproxima cu ajutorul urmatoarei formule:

Qm = >_ a[n]zm|n] .

neZ
Care dintre urmatoarele rate de esantionare:

def 1 QO QO QO QO 290
SREE R

v o_ 0 4 _ v a8 > )
8t 4w 2w W T

este cea mai potrivita pentru a simula cit mai corect situatia din cazul continuu?

3. Sa presupunem ca T a fosta aleasa de 2 ori mai mare decit la punctul precedent.
Este posibil ca, impunind restrictii suplimentare asupra alfabetului, cantitatea @),, sa
continue sa fie maxima pentru x = x,,? Justificati raspunsul.

Exercitiul 63

Fie sistemul din Figura 15 de mai jos, unde "CAN(T)” este un convertor analog-numeric
avind perioada de esantionare T', iar CNA(T) este un convertor numeric-analog, cu aceeasi
perioada de esantionare, T'. Totodata, H reprezinta raspunsul in frecventa al unui SLID,

ORI CAN(T) zaln] H yaln] CNA(T) | v

Figura 15: O schemd clasicd de simulare a unui sistem continual cu ajutorul unui sistem discret.

definit astfel: .
jw ) |w‘ < g
H <ej‘”> def

0o <l|lw| <7

s
3
1 15
1. Daca T' = 1 ¢i z(t) = 5 cos (Tﬂt— g) , Vt € IR, sa se determine iegirea y a
sistemului.

2. Sa consideram ca z este un semnal stabil de banda limitata, adica avind suportul:

v T

Supp () C [_ o

valorile lui T" in functie de Ty astfel incit intregul sistem continual sa fie liniar si
invariant la deplasari temporale.

, unde Tj est o constanta pozitiva fixata. Sa se determine

3. Continuam sa operam cu intrarea de la punctul precedent (stabila si de banda lim-
itata). Sa presupunem ca T = Tj in Figura 15 si ca dispunem de un alt sistem
continual, descris de schema din Figura 16. Se poate alege SLID G in asa fel incit cele
doua scheme sa fie echivalente intrare-iegire (adica pentru x = u sa se obtina y = v)?
Daca da, sa se indice un posibil raspuns in frecventa G si sa se specifice daca el este
unic sau nu. Daca nu, sa se argumenteze de ce.
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LCAN@TO) val G valr] CNA(2T0)L

Figura 16: Un caz particular al schemei din figura precedenta, pentru T = 2Tj.

Exercitiul 64

Semnalele discrete de energie finita pot fi exprimate si cu ajutorul unei multimi de functii
de baza diferite de cele armonice. O astfel de reprezentare are urmatoarea forma generala:

aln] =Y arguln], YneZ,

keZ

unde {¢r},c, este multimea functiilor de baza, iar {ay}, ., este setul coeficientilor de
analiza. Daca functtile de baza sint ortonormate gi reale, atunci coeficientii se pot evalua
cu ajutorul produsului scalar:

ar=(z,¢r) =Y z[n]osln], VkeZ.

neZ
In general, ambele secvente x si ¢ sint de durata infinita.

1. Adesea, este mai convenabil sa se calculeze coeficientii a; folosind o familie de SLID
caracterizate de secventele pondere {hj},.,. Fie y; iesirea SLID ce are secventa
pondere hy, si intrarea x (deci y,, = = * hg). Sa se indice o alegere corespunzatoare a
secventelor Ay (in functie de ¢y ) astfel incit:

ak:yk[O], Vke Z .

2. Sa presupunem ca:

(a) secventa z este de durata finita, mai precis ca: Supp(x) C 0, N — 1, unde N € IN*
este un numar fixat;

(b) fiecare secventa hy este tot de durata finita: Supp (hy) C0,L —1, Vk € Z, unde
L € IN* este un numar ce poate sa varieze.

Sa se indice o alegere corespunzatoare a secventelor hy (in functie de ¢y) si a unui
numar M € IN astfel incit L sa fie cit mai mic cu putinta si:

ar =ye|M], VkeZ.

Exercitiul 65

Aratati ca schemele din Figurile 4 (de la pagina 26) si 5 (de la pagina 27) sint echivalente,
adica simuleaza functionarea la nivel de semnale a aceluiasi sistem discret.

Exercitiul 66
Demonstrati proprietatile fundamentale ale Transformatei Z, sintetizate in Tabelul 2 de
la pagina 60.

Exercitiul 67

Demonstrati relatiile (90) si (91) (din anexa anterioara) care ofera solutii ale Problemei de
convolutie directa si inversa in cazul semnalelor continuale stabile.

Exercitiul 68

Sa se demonstreze urmatoarea relatie a lui Parseval, utilizind (eventual) demonstratia
Teoremei de convolutie complexa (Teorema A.2, de la pagina 62):

> afnlyl] = o XY (3) 2

nezz mjJ v
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Aici, v este un contur inchis ce inconjoara originea, inclus in zona de convergenta comuna
. . 1

alul X(v)siY (U)

Considerind ca in aceasta zona se afla si cercul unitar, particularizati formula de mai sus

pentru v = dU.

Exercitiul 69

Sa se calculeze Transformata Z pentru urmatoarele secvente, indicind, totodata, aria de

convergenta:
1 1
Q—nuo[n] ;= 2—nu0[—n —1]; doln]; do[n —mno] ; on (uo[n] — ug[n — 10]) .

Exercitiul 70

Sa se evalueze Transformatele Z i ariile corespunzatoare de convergenta ale urmatoarelor

secvente:
zn]=a" 0<la|<1; x[n] = Ar"™ cos (won + @) we[n], 0<|al <1;
n , 0<n<N
x[n] = 1, OSnSN_—l; xln]=¢ 2N—-n , N+1<n<2N
0, ne N\O,N—-1 0 neN\0.2N

Exercitiul 71

Fie secventa discreta y = x % h, unde h[n] = (14 j)"upln] i |z[n]] < 1,Vn € Z. Sa se
verifice daca secventa |y| este marginita sau nu.
Exercitiul 72

Sa se determine secventele discrete de la care provin Transformatele Z din Tabelul 3 de
la pagina 82.

Tabelul 3: Exemple de Transformate Z.

| Transformata Z | Zona de convergenta ||
1 1
X = — <
1 1
X(z)= —~— s
1— 1t 1
X(2) = 2 ~- <
(Z) 1 + iz_l + %2_2 2 ’Zl
1— 171 1
X = 2 Z <
B -1t e
1—azt 1
X(z) = - <
()= 5 <l

Exercitiul 73
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Sa se determine toate secventele care pot conduce la urmatoarea Transformata Z:

22

(z—a)(z=b)

(Se va utiliza descompunerea in fractii simple.)

X(z) =

Exercitiul 74
Fie:

2
92—z

o Transformata Z a carei zona de convergenta include cercul unitar.

X(2)

1. Determinati valorile x[0], z[—1] si 2[—2] utilizind direct formula lui Cauchy:

1
x[n] = 2—}&)((,2) 2 ldz, VneZ
mj
ol

si Teorema reziduurilor.
2. Determinati partea cauzala a secventei x prin acelasi procedeu ca la punctul precedent

si partea anticauzala prin procedeul schimbarii de variabila ( = — in integrala de mai
z
sus.

Exercitiul 75

Sa se determine secventa discreta x a carei Transformata Z este urmatoarea:

X(Z):ez—i—e%, Vzed”.

Exercitiul 76

Poate functia X (z) = z sa corespunda unei Transformate Z a unei secvente discrete?
Justificati raspunsul.

Exercitiul 77
Fie:

P(z)
Q(2)
o functie complexa rationala avind zerourile si polii de multiplicitate cel mult egala cu 1.
Se mai noteaza cu n, numarul de zeroruri si cu n, numarul de poli care se afla in interiorul

unui contur inchis ce inconjoara originea, . Sa presupunem ca acest contur nu contine
nici poli, nici zerouri ale lui R.

R(z) =

1. Sa se arate ca:

R
27j J R(z)

~—

dz=mn, —n,,

unde R’ este derivata lui R. (Se poate arata ca acest rezultat se generalizeaza si la
cazul zerourilor si polilor multipli, cu urmatoarea modificare: fiecare pol sau zerou din
zona inchisa de 7 trebuie numarat cu multiplicitatea sa; de exemplu, un pol de ordin
2 va fi numarat de 2 ori.)

2. Daca R are un pol de ordin unu in zj, atunci sa se arate ca:

P ()

Rez [RE)es, = Gy

unde @’ este derivata polinomului Q.
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Exercitiul 78

Sa se determine Transformata Z a secventei n’z[n] in functie de Transformata Z a lui x.

Exercitiul 79

Sa se determine Transformata Z a secventei de autocorelatie:

rn] = > alklzlk+n], VneZ,

keZ
in functie de Transformata Z a lui x.

Exercitiul 80

Fie z o secventa discreta cauzala avind x[0] # 0. Se noteaza prin X Transformata Z a sa.

1. Aratati ca X nu are poli sau zerouri situate pe cercul de la infinit.

2. Aratati ca numarul de poli ai lui X este egal cu numarul de zerouri ale sale.

Exercitiul 81

Fie un filtru de tip FIR avind secventa pondere (h) reald, para gi de suport finit, cu
lungimea (2N + 1). Aritati ca dacd H(z) = 0 pentru z = pe’?, atunci H(z) = 0 si pentru

2= =€,

p
Exercitiul 82

Aratati ca daca z este o secventa cauzala, atunci are loc urmatoarea proprietate a valorii
initiale:

lim X(2) = z[0] .

zZ—00

Care este corespondentul acestei proprietati daca x este anticauzala?

Exercitiul 83

Transformata Z a unei secvente reale x are toti polii si zerourile in discul unitar deschis.
Sa se determine (in functie de z) o alta secventa discreta y # z care sa aiba proprietatile
urmatoare: y[0] = z[0], |y[n]| = |z[n]|, Vn € Z si Transformata Z a lui y are de asemenea
toti polii gi toate zerourile in discul unitar deschis.

Exercitiul 84

Fie un SLID avind secventa pondere data de urmatoarea relatie:

def | a* , n>0
h[”]:{o n<0

Sa presupunem ca el este stimulat la intrare cu o fereastra dreptunghiulara de lungime IV,
=R N-

1. Sa se determine iegirea y prin evaluare directa, cu ajutorul operatiei de convolutie
discreta.

2. Sa se determine iesirea y prin utilizarea Teoremei directe de convolutie referitoare la
Transformata Z.

Exercitiul 85

Fie un SLID descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

y[n]+%y[n—1]:x[n], VneZ.

Utilizind Transformata Z, sa se determine doua posibile secvente pondere ale acestui
sistem.
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Exercitiul 86

Un SLID cauzal este descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

yn]=yn—1+yn—-2|+2zn—-1], VnelZ.

1. Sa se determine functia de transfer a sistemului, H(z) = (2) si sa se indice zona ei

X(2)

de convergenta.
2. Sa se determine secventa pondere a sistemului.

3. Sa se determine secventa pondere a unui SLID stabil descris de aceeasi ecuatie cu
diferente. Poate fi aceasta secventa pondere si cauzala?

Exercitiul 87

Un SLID este descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

y[n]—%y[n—l]—i—y[n—Q]:x[n—l], VneZ.

Sistemul poate sa fie sau sa nu fie stabil gi/sau cauzal. Utilizind Transformata Z, sa se
determine 3 alegeri posibile pentru secventa pondere asociata si sa se arate ca fiecare dintre
ele verifica ecuatia cu diferente specificata.

Exercitiul 88

Fie un SLID cauzal a carui functie de transfer este urmatoarea:

unde a € IR*.

1. Determinati pentru ce valori ale lui a sistemul este si stabil.
2. Daca a € (0,1), sa se determine zona de convergenta a functiei complexe H.

3. Sase arate ca acest sistem este un filtru de tip trece-tot, adica amplitudinea raspunsului
sau 1n frecventa este constanta.

4. Sistemul este inseriat cu un alt sistem avind functia de transfer GG, in asa fel incit
intregul sistem rezultat sa aiba functia de transfer constanta si egala cu 1. Daca
a € (0,1) si daca G este un sistem stabil, sa se determine secventa pondere a acestuia,
notata cu g.

Exercitiul 89

Utilizind Transformata Z, sa se determine secventa pondere a unui SLID stabil descris de
urmatoarea ecuatie cu diferente:
10

y[n]—gy[n—1]+y[n—2]::U[n—l], VneZ.

Exercitiul 90

Utilizind Transformata Z, sa se determine raspunsul SLID cauzal descris de urmatoarea
ecuatie cu diferente:

y[n] — 2rcos(@) yln — 1] +r’yln — 2] =z[n], VYneZ,

daca el este stimulat cu intrarea x[n] = a™ug[n|, Vn € Z.
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