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Cuvint 1nainte

Desi aflat la confluenta dintre matematica si stiintele ingineresti (sau poate tocmai din
acest motiv) Prelucrarea (Numerica a) Semnalelor este un domeniu cu un profund caracter
aplicativ. Este fireasca, deci, intenfia marturisita de a prezenta intr-o lucrare separatd colectia
de metode si tehnici de calcul care stau la baza algoritmilor clasici ai acestui domeniu.

Prin cursul de fata — adresat in special studentilor din anii terminali de la facultatile in-
gineresti cu profil electric — dorim sa continuam micul “tratat de matematica aplicata” care a
debutat cu [8]. Scopul principal urmarit este dublu. Pe de o parte, dorim sa punem in evidentd
o serie de proprietati fundamentale ale principalelor transformari clasice practice de tip Fourier,
cum sint: Seriile Fourier Discrete (SFD) si Transformarea Fourier Discreta (TFD). Pe de alta
parte, plecind de la aceste proprietati, incercam sa descriem una dintre cele mai tmportante
clase de algoritmi de calcul eficienti: clasa algoritmilor de tip "FFT” (Fast Fourier Trans-
form). O categorie importanta de aplicatii (in special de Estimare Spectrald) se bazeaza pe
utilizarea acestor algoritmi, datorita performantelor lor remarcabile.

Pentru a intelege mai bine continutul acestui curs, recomandam cititorului sa studieze mai
intii [8] sau [4]. De asemenea, intelegerea este conditionata si de o minima dexteritate de a
intelege si opera cu formalismul matematic.

Pentru a atinge scopul declarat mai sus, am structurat acest curs in doua parti. Prima
dintre ele cuprinde Capitolele 1, 2 si 3 si se refera la proprietatile fundamentale ale SED i
TFD. Aceste capitole constituie un suport teoretic pentru partea a doua, care debuteaza cu
Capitolul j si se incheie cu Capitolul 8. Partea a doua este prin excelenta dedicata prezentarii
algoritmilor de tip FFT sub raportul corectitudinii si al complexitatii lor de calcul.

In spiritul unei traditit, pe tot parcursul acestui curs, am urmarit sa oferim ajutor cititorului
interesat sa invete prin forte proprii. Cunostintele asimilate prin forte proprii sint cunostinte
achizitionate pe termen lung. Ca urmare, cititorul este invitat sa rezolve singur exercifiile
propuse la sfirsitul cursului, acestea fiind destinate sa il ajute in invatare.

O lista bibliografica minimala a fost atasata tot in finalul cursulus.

Exprim multumiri sincere tuturor colegilor romani sau francezi care m-au sustinut in re-
alizarea acestui curs.

Dan Stefanoiu
Bucuresti, Februarie 1996
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Notatii si conventii

[n] Referinta "n” din lista bibliografica.
v Oricare, indiferent care.
= Identic, echivalent.
3 Exista.
Apartine, face parte din.

Inclus sau egal.

C Strict inclus (si diferit).
0 Multimea vida.
E:F "E” este divizibil cu 7 F”.
EYFp Entitatea ” E” este definita prin expresia ” F”.
E™F Entitatea ” E” este notata prin ” F” sau reciproc, in functie de context.
R.T Corpul matematic al numerelor reale, respectiv complexe.
r Unul din cele doua corpuri de mai sus (indiferent care).
Ry Multimea numerelor reale nenegative (inclusiv zero).
@ Multimea numerelor rationale (fractii de intregi).
Z, IN Multimea numerelor intregi, respectiv naturale (intregi nenegativi).
R, T,

Multimile R, @, @, Z, IN, din care a fost eliminat elementul zero (0).
o, Z*, IN*
U Discul unitar inchis al planului complex.
ou Cercul unitar din planul complex (frontiera lui ).
n= Ny, Ny Numaérul intreg "n” parcurge multimea:

{N1, Ny+1,..., No—1, No} ,
daca N; < Ny, sau multimea:
{Ni, Ny —1,..., No+1, No} ,

daca Ny > N,.

n € Ny, Ny Numarul intreg "n” este un element al multimii:

{N1, Ny+1, ..., No—1, No} ,
daca N7 < Ny, sau al multimii:

{N1, Ny —1, ..., No+1, No} ,
daca Ny > N,.



n% N

sign(a)

< A>

Hom (A, B)

Restul impartirii numarului "n € Z” la numarul "N € IN”.

Numarul de submultimi de ”n” elemente ale unei multimi finite cu ” N”
elemente (n € 0, N).

Semnul numarului real ”a”:

. def | +1 , a>0
sign(a) = 1 0 <0

(sign(0) = 1, prin conventie).

Numérul imaginar unitar: j% = —1.

Versiunea complex-conjugata a numarului "a”.

7 77

Partea reala a numarului

7 77

Partea imaginara a numarului

Modulul (valoarea absoluta, amplitudinea, magnitudinea) numarului

” 0

a’.
Argumentul (faza) numarului "a” (a = |a| e/ *r9(®).

2 ’7

Partea intreaga a numarului (cel mai mare intreg inferior sau egal

valorii reale a lui a).

Cel mai mic intreg superior sau egal valorii reale a numarului "a”.

(real sau complex): exp(a) X e,

a = a+ f3j, atunci: e* ©f ea (cos B+ jsin 3).

7 77

Exponentiala numarului

Logaritmul natural (neperian) al numarului "a”.

1
Notatie utilizata pentru a indica urmatoarea cantitate: ——.

V2T
Inchiderea multimii 7 A”.

Reuniunea disjuncta a unei familii de multimi. De exemplu,

Al |B=Ax{0}Bx {1},

fapt care indica etichetarea elementelor multimilor in asa fel incit sa
poata fi cunoscuta apartenenta de origine a fiecaruia dintre ele. Daca, de
exemplu, A si B au un element comun, reuniunea disjunca precizeaza si
careia dintre ele 1i apartine el, in timp ce reuniunea clasica face imposibila
recuperarea acestei informatii. Practic, produsul cartezian utilizat mai
sus nu este redat explicit cind se face referirea la un element al reuniunii
disjuncte. Vom scrie totdeauna a € A C A|| B sinu (a,0) € A||B, cum
ar fi corect.

Subspatiul generat de multimea ” A”, inclusa intr-un spatiu vectorial.
Multimea aplicatiilor definite pe multimea ” A”, cu valori in multimea
” B?’ .

Multimea semnalelor continuale (in timp continuu); elementul generic al

acestei multimi se noteaza prin ” f(¢)” (parantezele rotunde ale argumen-
tului indica timpul continuu).
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Sa

< f,qg>
[l

ln

Tn

Multimea semnalelor discrete (in timp discret); elementul generic al aces-
tei multimi se noteaza prin ”z[n|” (parantezele drepte indica timpul dis-
cret).

Multimea semnalelor discrete periodice, de perioada "N7; elementul
generic al acestei multimi se noteaza prin ”z[n]”.

Multimea semnalelor discrete de durata finita, avind suportul de forma:
0, N — 1; elementul generic al acestei multimi se noteaza prin ”z[n]”.

Aplicatia sau operatorul identitate.

77 este numele unei functii, iar 7 f(z)” — valoarea sa in punctul ”z”
al domeniului de definitie; uneori, pentru a pune in evidenta tipul de
argument utilizat, numele functiei %ooate fi indicat i in una din formele
urmatoare: ”f(ax)” "z f(x)” ”f etc.

)

Functia ” f” coincide aproape peste tot” cu functia ”¢”, adica masura
Lebesgue a multimii de puncte unde cele doua functii au valori diferite
este nuld; (in cazul uzual, aceasta multime este fie finita, fie numarabila).

Produsul scalar al elementelor ” f” si ”¢” apartinind unui spatiu Hilbert.

Norma elementului ” f” apartinind unui spatiu Banach; intr-un spatiu
Hilbert, norma canonica definita plecind de la produsul scalar, dupa cum

urmeaza; def
€
Ifll =< f, f>.

Operatia de decimare cu "n — 1”7 egantioane a unui semnal discret (aici,
n € IN*); daca n = 1, atunci:

(fID=r;

daca n > 2, atunci, prin conventie:

(f | 0k fmk] vkez .

Operatia de interpolare cu ”n — 1”7 zerouri a unui semnal discret (aici
)
n € IN*); daca n = 1, atunci:

fTH=15

daca n > 2, atunci:

def ) flk/n] , k:in (K%n=0)
(f 1 n)[k] {O %m0 VkeZ .

111



f. F(f) Transformarea Fourier continua aplicata semnalului ” f” si definita astfel
(in functie de natura lui f):

e daca f este continual:
~ o +oo .
Flo) n/ e ™dt, VOoeR.

e daca f este discret:

F@) 0 flne ™, VwelR.

nez
S-a notat prin "F” operatorul de tip Fourier.
Supp(f) Suportul functiei ” f7:
e in cazul continuu:
Supp(f) < {t € RI(2) # 0}

(inchiderea complementarei multimii zerourilor);

e 1n cazul discret:

Supp(f) < {t € Z| fln] # 0}

(complementara multimii zerourilor).

9,

fxg Produsul (operatia) de convolutie dintre semnalele ” f” si ”¢g

e 1n cazul continuu:
400
(Fr)® [ " ft-mg(r)dr VieR

e 1n cazul discret:

(F)ll D Y fln—Kglkl VneZz .

keZ

(Corectitudinea definitiilor de mai sus este asigurata numai in anumite
conditii i nu in general, pentru orice pereche de semnale.)

rC : e o o . ..

= Egalitate ce indica un anumit tip de convergenta a unui sir de functii:
convergenta punctualda.

4, Integrala de contur ”+”, parcurs in sens trigonometric.

8!

M0

Integrala de contur ”+”, parcurs in sens orar.

R

Jr
+o0o
, / , / , Integrala liniara pe multimea IR; prima notatie, adica integrala fara limite
e de integrare este mai utilizata decit celelalte.

8

T — —
S

v



s~

Cn

LY(T)

(I

L2(I)

Integrala multipla pe multimea IR; daca n = 1, atunci integrala este
simpla (vezi notatia anterioara); daca n > 1, atunci notatia indica
urmatorul calcul:

+oo +oo
/f(xl,...,xn)dxl...dxndéf/ / flzy,. .. xn)dey .. dxy,

—00

n ori

Multimea functiilor de clasa ”n”, adica a functiilor reale sau complexe de
n ori derivabile, cu derivata de ordin n continua (n € IV). Daca n = 0,
atunci C° este multimea functiilor continue.

Multimea functiilor cu suport compact, de clasa "n” (n € IN).

Derivata de ordin "n” a functiei " f” (n € IN); dacd n = 0, atunci

fO=7.

Multimea functiilor de clasa "a € IR,”, (functii a—derivable in sens
Holder); de fapt, aceste functii sint de |« ori derivable, iar derivata de
ordin |a| (f{leD)) verificd urmatoarea inegalitate:

D @) = r D) < € oy

pentru orice x gi y din domeniul de definitie; in acest context, ”C” este o
constanta pozitiva. Toate functiile acestei clase sint continue gi, in plus:

cle C ce.

Spatiul semnalelor continue cu valori in corpul "I" € {IR,@'}”, care au
mudulul integrabil (spatiul semnalelor continue i stabile); acest spatiu
este de tip Banach, norma aferenta fiind definita astfel:

1A [ 1plde < oo

Spatiul semnalelor discrete cu valori in corpul ’T" € {IR,@'}”, care au
modulul sumabil (spatiul semnalelor discrete stabile); acest spatiu este
de tip Banach, norma aferenta fiind definita astfel:

AN ST ()l < oo

nez

Spatiul semnalelor continue cu valori in corpul "I" € {IR,@'}”, care au
patratul modulului integrabil (spatiul semnalelor continue de energie
finita); acest spatiu este de tip Hilbert, produsul scalar aferent fiind
definit astfel:

<f,g>d§f/ ft)g(t)dt .

Norma canonica asociata se exprima in forma:

1A [ @R < oo



()

5NZ

U

Spatiul semmalelor discrete cu valori in corpul "T" € {IR,Q}”, care
au patratul modulului sumabil (spatiul semnalelor discrete de energie
finita); acest spatiu este de tip Hilbert, produsul scalar aferent fiind

definit astfel: def
<f,9>="> flnlgln] ,
nezZ

Norma canonica asociata se exprima in forma:

A S 1l < oo
nez

Impulsul lui Dirac (in cazul continuu) sau unitar (in cazul discret), cen-
trat in originea timpului.

Impulsul lui Dirac (in cazul continuu) sau unitar (in cazul discret), cen-
trat in momentul de timp "k”.

Derivata de ordin "n” (n € IN) a impulsului lui Dirac (in sensul indicat
de Teoria Distributiilor).

Impulsul unitar N-periodic.

Treapta unitara discreta: ug[n] = 0, pentru n < 0, iar ug[n] = 1, pentru
n > 0.

VI



ELD

FFT

FIR
IIR
SFD
SID
SLID
TCFC

TCFD
TF
TFD

Abrevieri

Ecuatie Liniara cu Diferente.

Clasa de algoritmi de implementare eficienta a Transformarii Fourier Dis-
crete (Fast Fourier Transform).

Filtru cu raspuns finit la impuls (Finite Impulse Response).
Filtru cu raspuns infinit la raspuns (Infinite Impulse Response).
Serie Fourier Discreta.

Sistem Invariant la Deplasari (temporale).

Sistem Liniar Invariant la Deplasari (temporale).

Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale Continuale si sta-

bile.

Transformarea Continua a lui Fourier pentru semnale Discrete si stabile.
Transformarea Fourier (continua sau discreta, dupa caz).

Transformarea Fourier Discreta.
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1 Privire de ansamblu

Desi cel mai vechi, Transformarea Fourier (TF) a ramas si cel mai utilizat instrument de
analiza a semnalelor. Aparitia unor instrumente moderne de analiza (unele dintre ele genera-
lizind aceasta transformare, cum ar fi Transformarea Fourier Rapida [7]) nu a facut decit sa
intareasca si mai mult rolul TF atit in abordarile teoretice cit si in aplicatii.

Importanta acestei transformari conduce in mod firesc la studiul ei detaliat. Astazi, dupa o
lunga perioada de cercetare si studiu, se poate afirma ca se cunosc toate proprietatile teoretice
gi practice ale TF. Aga cum s-a aratat in [8], TF se definegte diferit pentru fiecare clasa de
semnale. Pentru Prelucrarea Numerica a Semnalelor, versiunile cele mai utilizate ale TF sint:
Seria Fourier Discreta (SFD) (care opereaza cu semnale discrete periodice) si Transformarea
Fourier Discreta (TFD) (care se poate aplica numai semnalelor discrete de durata finita).
Definitiile acestor instrumente de analiza au fost deja prezentate in [8], dar vor fi reluate si in
cursul de fata. Aceste definitii arata ca atit SFD cit si TFD provin, de fapt, de la Transformarea
Continud a lui Fourier aplicata semnalelor Discrete (stabile) (TCFD), deci este natural ca ele
sa conserve o mare parte a proprietatilor acesteia.

Calculul efectiv al valorilor SFD sau TFD se poate realiza fie utilizind definitiile, fie, mai
eficient, apelind la algoritmi performanti care sa exploateze proprietatile fundamentale ale
acestor transformari.

*

In acest curs, sint prezentate pe larg atit teoria legata de proprietatile celor doua transformari
cit ¢i algoritmii eficienti de calcul ai TFD (Fast Fourier Transform (FFT)). El este alcatuit
dintr-un numar de 7 capitole distincte (in afara celui de fata), structurate in 2 parti: una
referitoare la proprietatile SFD si TFD si alta dedicata algoritmilor FFT. O anexa suplimentara
incheie capitolul cu o serie de exercitii propuse spre rezolvare, care vin in ajutorul cititorului.

2 Proprietati ale Seriilor Fourier Discrete

In [8], s-a ardtat ci semnalele discrete periodice pot fi reprezentate in domeniul frecventei
cu ajutorul Seriilor Fourier Discrete (SFD). Reamintim c#, daca S este multimea semnalelor
discrete N-periodice, iar Z este un element al acesteia, atunci operatorul SFD aplicat lui
produce tot o secventa N—periodica, notata cu X:

N-1
XY S @njuwy, VieZ. (1)

n=0
Alici, w} W o2 , Vn € Z deci {w} }, _ gv—1 reprezinta radacinile de ordin IV ale unitagii
(adica solutiile ecuai;lel. — 1 = 0). Ca urmare a acestui fapt, multimea radacinilor are

urmatoarea proprietate fundamentala:

N-1 N-1 N , ke NZ )
Swy =Y wy = "2 Nénzlk] . (2)
n=0 n=0 0 , neE Z \ NZ

Relatia de mai sus permite recuperarea semnalului original = din coeficientii Fourier X, dupa
urmatoarea formula de inversiune:

1N
NZ [k|wkr, VYneZ. (3)
k=0



2.1 Proprietati elementare

Operatorul SFD definit de relatia (1) si operatorul ISFD definit de relatia (3) sint aplicatii
liniare, dupa cum se poate verifica direct, cu usurinta. Mai mult, exista posibilitatea exprimarii
acestor doua relatii in forma matriciala, fapt care favorizeaza implementarea calculului SFD

sau ISFD in limbajul MATLAB. -
Pentru a ilustra aceasta proprietate, sa consideram ca z, X € Sév au proprietatea care

urmeazé: X = SFD (). Daca definim cantitatile vectoriale sau matriciale de mai jos:

_ ; -~ q [ 1 1 1 1
(0] X[0]
x
_ _ 1 2 4%N 2(N-1)%N
u dif x[Q] v dif X[Q] ’ WN déf Wy Wy N 7
~ __ N-1 2(IN-)%N (N-1)2%N
| 7N —-1] | | X[V -1] | Lowy wy wy

unde "n%N” indica restul impartirii lui n la N, atunci proprietatea anterioara se exprima

concis astfel:
v=Wnyu.

Matricea complexa Wy din aceasta exprimare are, la rindul ei, o serie de proprietati interesante,
dintre care se pot enumera urmatoarele:

e nu depinde de secventele T si X luate in considerare, fiind alcatuita numai din valorile
radacinilor de ordin N ale unitatii;

e este simetrica: Wi = Wiy;

Wy (dar nu este si unitara, datorita

: : : 1
e este inversabild, avind inversa egala cu: Wy' = N

factorului ”"1/N").

Ultima dintre aceste proprietati se datoreaza identitatii (2) verificata de radacinile de ordin N
ale unitatii. Ea conduce la exprimarea in forma matriciala si a expresiei operatorului ISFD,
dupa cum urmeaza:

1
u:Wﬁlv:NWNU.

(In aceasta noua relatie, calculul efectiv al inversei matricii Wy este evitat.)

O alta proprietate interesanta a SFD este legata de deplasarea (translatarea) in timp a
secventelor periodice. Reamintim ca operatorul de deplasare cu m € Z esantioane a fost notat
prin 7¢g~™”. Daca T € Sév si m € Z, atunci se poate arata prin calcul direct ca:

SFD (¢ &) [k] =wy* SFD (3)[K], VkeZ. (4)

Aceasta proprietate arata ca deplasarea in timp cu m esantioane a secventei periodice provoaca

a valorii SFD de argument k.

o rotatie cu unghiul —

Reciproc, daca fiecare valoare T|n] a secventei periodice T € Sév este rotita cu unghiul

2mnm .
— ———, atunci:

N
SFD ({w}"#[n)},e) K] = SFD (3) [k +m] = ¢"" SFD (Z)[K], VkeZ.  (5)

2



2.2 Proprietati de simetrie

Proprietatile de simetrie ale SFD sint similare celor ale TCFD, asa cum aratd Tabelul 1
care urmeaza. (Notatiile utilizate in acest tabel au fost deja prezentate in [8].)

Tabelul 1: Sumarul proprietatilor de simetrie ale SFD.

Secventa || £ | T | Ts | Tg Ty Te T,

SFD | X | X, | X, | X. | —j X, | Xz | +i X

2.3 Proprietati de convolutie

Secventele periodice de semnal nu sint si stabile, fapt care impiedica utilizarea produsului de
convolutie clasic definit in [8]. De aceea, pentru acest tip de semnale, este necesara redefinirea
operatiei de convolutie. Aceasta redefinire este facuta in concordanta cu proprietatile SFD si
cu o anumita solutie dorita a problemei convolutiei.

Sa notam noua operatie de convolutie dintre doua secvente de aceeasi perioada prin "*”.

Nota

e Daca secventele aflate in convolutie au perioade diferite, se poate considera ca ele apartin spatiului
secventelor periodice de perioada egala cu cel mai mic multiplu comun al perioadelor lor.

. . . VI NI 5 veri y
In aceste conditii, operatia ”%” trebuie definita in asa fel incit SF'D sa verifice urmatoarea
proprietate de convolutie:

SFD (% %)= SFD (&) - SFD (j) , (6)

unde 7 si y au aceeagi perioada, N. N o
Fie 7, 7 € S} si X, Y imaginile lor prin operatorul SFD. Mai notam prin Z cantitatea X -Y.
Evident, Z € Sév , deci este natural sa cautam secventa z € S év a carei imagine prin operatorul

SFD este chiar Z.
Se constata ca daca utilizam definitia (1), se poate scrie urmatoarea egalitate:

7k Y X[k Y[k] = # glm] W™ Vke Z .

ol =5 ]; ZMwy™ = 5 3 30 3 @l glm] W yne Z

Zn] = (1] gm] [N ;; w%”m—"’] . VnelZ. (7)

Factorul izolat dintre paranteze nu depinde de secventele discrete considerate si poate fi evaluat
cu ajutorul proprietatii (2). Sa consideram ca n € 0,N —1 (cum Z este N-periodica, este
suficient sa determinam valorile ei pe o perioada). Astfel, deoarece (I+m—n) € 1 — N,2N — 2,
factorul este egal cu 1 numai in urmatoarele 2 cazuri:

3



l=n—m
e in acest caz, deoarece [ € 0, N — 1, este necesar cam € 1 — N, n; cum m > 0, domeniul
de variatie se restringe la: m € 0, n;
I=N+4+n—-—m
e in acest caz, deoarece [ € 0, N — 1, este necesar ca m € n+ 1, N 4+ n; cum numarul

m variaza in gama 0, N — 1, domeniul de variatie se restringe lam € n+ 1, N — 1, cu
conditia can € 0, N — 2.

Aceste observatii conduc la urmatorul rezultat:

n N-1

Y Zn—mlgml+ Y. ZIN+n-—m]gm] , n€0,N -2
m=0

m=n+1
Z[n] =

—_

> &[n—m]gm] , n=N-1

N—
m

Insa T este N—periodica, astfel ca Z[N +n —m] = Z[n —m] si, In consecinta, rezulta ca secventa
Z se construiegte cu ajutorul urmatoarei relatii:

N—1

Zln)= > Z[ln—mlylm], VneZ.
m=0
Expresia la care s-a ajuns este similara celei de definitie a operatiei de convolutie intre sem-

nalele stabile. Tinind cont ca semnalele periodice sint redundante, este natural ca o eventuala
convolutie intre ele sa ia in calcul numai informatia neredundanta pe o perioada.

Definitia 2.1
Se numeste convolutie periodica a secventelor discrete Z, § € SY urmatoarea operatie:

@EFDY S #n—mgm], Vnez. (8)

m=0

Datorita periodicitatii secventelor implicate in aceasta operatie, ea este bine definita, in
sensul ca ofera tot o secventa periodica, de aceeasi perioada cu a operanzilor sai. Aceasta
justifica si denumirea din definitia de mai sus. Mai mult, datorita formei similare cu operatia
de convolutie clasica (dintre secventele stabile), noua operatie de convolutie conserva o serie de
proprietati ale acesteia, cum ar fi: asociativitatea gi comutativitatea.

Definitia 2.1 conduce in mod natural la verificarea urmatoarei Teoreme (directe) de convo-
lutie periodica:

Teorema 2.1 (Teorema (directda) de convolutie periodica)
Daca x s1 9y sint doua secvente N —periodice, atunci imaginea prin operatorul SFD a operatier
de convolutie periodica dintre ele este egala cu produsul imaginilor lor prin SFD:

SFD(Z%7) = SFD (%) SFD(7) .

Tot noua operatie confera multimii SJ o noui structurs algebricd, mai bogata. Astfel, se
poate arata cu usurinta ca (Sfiv s+, 7%) este o algebra unitara comutativa, elementul unitar
fiind impulsul unitar periodic dyz. Dimensiunea acestei algebre este finita: (2N + 1) peste
corpul IR sau N peste corpul .

In finalul acestui capitol, vom ilustra o alta proprietate interesanta a SFD, legata tot de
convolutia circulara. Este vorba despre Teorema inversa de convolutie periodica, care ofera o
imagine asupra modului in care reactioneaza operatorul ISFD (SFD invers din relatia (3)) la
operatia de convolutie periodica.



Teorema 2.2 (Teorema inversa de convolutie periodica)

Fie © si y doua secvente N —periodice, avind imaginile prin SFD notate cu )7, respectiv Y.
FEuvident, cele doua imagini sint tot secvente N —periodice, deci are sens operatia de convolutie
periodica dintre ele. Atunci:

ISFD(X%Y)=Nz-j. (9)
Demonstratie 1
Fie 7% SFD (Z - g). Vom evalua Z in functie de X si Y.

Se constata ca, folosind relatia (3), se poate exprima Z dupa cum urmeaza:

AR - Z[n) §n] wik = Z [1 ZX P”} [1 Z Yiq q”] Wik =

N—-1 N-1 N—
[ Z p*‘]k)], VkeZ.

Factorul izolat dintre parantezele drepte nu depinde de secventele periodice si este asema-
nator celui din relatia (7). O discutie similara celei din acel context conduce, in continuare
la urmatorul rezultat (in care intervine proprietatea (2)):

ko N-1
SN Xk—qVig+ > XIN+k—qY[g , k€O, N2
- 1 q=0 q=k+1
=N
> X[k —qY[q] , k=N-1
q=0

Secventa X fiind N-periodici, rezulti cd X[N +n —m] = X[n — m] i, in consecinti:
1 N-1 1 -
72)( Yigl = N(X*Y>[k], Vke Z .

Aplicind operatorul ISFD asupra ultimei relatii, obtinem identitatea din enunt.

O (Teorema 2.2)7

3 Proprietati ale Transformarii Fourier Discrete

Semnalele discrete de durata finita sint cele mai utilizate in practica. Ele au proprietatea
de a fi simultan stabile si de energie finita, astfel ca reprezentarea lor in frecventa ar putea
fi realizata cu instrumentele descrise pina acum. Cu toate acestea, durata finita favorizeaza
definirea unui instrument special, care sa ia in considerare acest aspect.

In [8], am prezentat definitia Transformarii Fourier Discrete (TFD), care opereaza pe
multimea semnalelor discrete de suport inclus in multimea 0, N — 1, notata cu "Syn”. Ream-
intim ca daca x € Syn, atunci operatorul TED se defineste astfel:

N-1
wes - S zp]uwiF . keO,N-1
X[k] = Rn[k] X[k] = n=0 : (10)
0 . ke Z\O,N 1



In aceasti expresie, Ry indica fereastra dreptunghiulara unitara de suport 0, N — 1, iar X este

imaginea prin operatorul SFD a secventei periodice generate de z: Z[n] = z[n%N], Vn e Z.
Noua secventa discreta astfel obtinuta, X, apartine tot multimii Sy, ca si secventa initiala x,
fapt care arata ca operatorul TFD conserva contextul de lucru (intocmai ca si SFD).

Proprietatea remarcabila (2) (de la pagina 1) ofera posibilitatea definirii transformarii inverse
(ITFD), cu ajutorul careia secventa initiala este recuperata exact:

N-1
> X[EwY , ne0,N—-1
k=0 (11)
0 , neZ\0,N—-1

In general, daca nu s-ar face distinctia dintre operatorii SFD i TFD, acest capitol ar constitui
doar o repetare a celui anterior. Cu toate acestea, luarea in considerare a duratei finite conduce
la citeva particularitati specifice interesante, care se vor reflecta si in proprietatile operatorului
TFD. Ca urmare, in acest capitol vor fi ilustrate exact aceste proprietati particulare ale TFD,
toate celelalte proprietati constituind o prelungire fireasca a proprietatilor SE'D.

3.1 Dualitatea dintre spatiul secventelor de durata finita si cel al secventelor
periodice

Exprimarea oricarei secvente de durata N cu ajutorul ferestrei dreptunghiulare Ry a fost
sugerata de o anumita conventie de ordin practic. Atunci cind unui fenomen care evouleaza in
timp nu i se cunoagte comportarea in anumite momente, marimile cu ajutorul carora este el
descris pot lua orice valoare, cu aceeasi probabilitate apriorica, in jurul unei medii. Cunoasgterea
probabilitatilor de aparitie ca si a mediei este legata adesea de informatii apriorice suplimentare,
care nu sint intotdeauna disponibile. De aceea, atunci cind informatia despre fenomenul obser-
vat se reduce numai la valorile masurate ale unui semnal, se considera naturala prelungirea cu
valoarea zero a acestui semnal in afara duratei de observare, chiar daca, in realitate, aceasta
operatie conduce la distorsionarea semnalului original. In aceste conditii, Ry se mai numeste
si fereastra de observabilitate, ea actionind ca o fereastra temporala culisanta de-a lungul sem-
nalului gi realizind anularea valorilor (inca) neobservate.

Pastrarea contextului de lucru (adica raminerea in cadrul multimii S;y) in cazul unor trans-
formari aplicate semnalelor de durata finita (cum ar fi translatiile in timp) nu este usor de re-
alizat. Uneori, este necesar sa fie introduse noi concepte, care, formal, sa ne ajute la atingerea
acestui obiectiv. Aga cum se va vedea, la definirea acestor concepte contribuie in mod esential
legatura dintre spatiile Sév (a secventelor N—periodice) si Sy (a secventelor de durata finita
egala cu N).

Intre spatiile Sy si S]dv exista numeroase corelatii. Asa cum s-a aratat, din orice secventa
de durata finita se poate construi o unica secventa periodica utilizind artificiul prelungirii prin
periodicitate:

i) Y 2n%N], VYneZ. (12)

Reciproc, prin restringerea valorilor unui semnal periodic la fereastra de observabilitate, se
poate genera un unic semnal de durata finita:

o) Y Fn) RN, VneZ. (13)
Aceste proprietati elementare arata ca spatiile Syy si S(]jv sint izomorfe, fapt care permite
realizarea unei legaturi de dualitate intre ele.
O alta corelatie interesanta dintre cele doua spatii se datoreaza Transformatei Z. Rezultatul
care urmeaza ilustreaza o alta modalitate de a construi o secventa periodica plecind de la o
secventa de durata finita.

Nota



e Reamintim ca definitia Transformarii Z este urmatoarea:

Z(2)(2) "L X(2) Y Y an) 2, Vee Ad), (14)

neZ

unde A(x) este zona de convergenta specifica secventei oarecare x € S4 (de forma unei coroane circulare).
In general, daca secventa x este stabila, atunci cercul unitar din planul complex este inclus in zona
de convergenta. Secventele cauzale au zona de convergenta inclusa in afara discului unitar. Zona de
convergenta a secventelor cauzale si stabile este chiar exteriorul discului unitar deschis.

Propozitia 3.1

Fiex € IN(Z) o secventd stabild (nu neapdrat de duratd finitd) si N € IN* un numdr arbitrar
fizat. Se noteaza cu A(x) aria de convergenta a Transformatei Z asociatd lui x. Este evident
ca A(x) include cercul unitar din planul complex, U, deci se pot evalua valorile lui Z(x) in

nodurile {w&k}kez ale cercului unitar:

X[k "™ Z(2) (w;,k) el > zn]z" =Y zulf, VkeZ.

neZz Z:w;rk neZz

Atunci:
1. Secventa X este N —periodica.

2. Semnalul N —periodic T produs de aplicarea operatorulur ISF'D asupra secventei X verifica
urmatoarea formula de aliere in timp:

Zn]=> zn+pN], VneZ. (15)

pPEXZ

Demonstratie i}

1. Deoarece wiN =1, Vn € Z, rezulti c& X[k+pN]| = X[k], Vk,p e Z, deci X € SY.
2. Relatia din enunt se poate obtine prin calcul direct. Daca utilizam definitia (3) a

operatorului ISFD (pagina 1), precum si expresia secventei X din ipoteza, se poate
scrie ca:

Cum U C A(zx), rezultd ca suma infinita este absolut convergenta si poate interverti
cu suma finita:

1 N-1 Y
Z[n] = Y z[m)] (Z w%ﬂ )k> , VneZ.
meZ N k=0
Suma izolata intre paranteze poate fi evaluata cu ajutorul formulei (2) (de la pagina 1),
astfel ca:
Zn] = > zm]dnzlm—n]= > zn+pN], VneZ.
meZ PEZ

O (Propozitia 3.1)7



Formula de aliere (15) din cadrul acestei Propozitii poate fi particularizata si in cazul secven-
telor de duratd finitd, deoarece aria de convergentd a unei astfel de secvente acopera intregul
plan complex mai putin originea (™). In acest caz, se obtine o noua relatie de legatura dintre
cele doua spatii:

Z[n] = z[n%N] = > z[n+pN], VneZ. (16)

PEZ

Deoarece Supp(z[n + pN]) € —pN, (1 —p)N — 1, rezulta ca suma infinita de mai sus contine
cite un singur termen nenul pentru fiecare valoare a lui n, deci nu exista suprapuneri aditive
de valori care sa distorsioneze semnalul periodic asociat.

3.2 TFD si deplasarea circulara a secventelor de durata finita

Fie v € S;n arbitrar aleasa. Este evident ca o deplasare temporald cu m € Z pozitii a
acesteia conduce tot la o secventa de durata finita si egala cu /N, numai ca suportul nu se mai
afla inclus in 0, N — 1. Practic, ¢ "z € ¢ ™ S4n, deci contextul de lucru al lui Sy este parasit.
Datorita acestui fapt, aceasta operatie prezinta un interes scazut relativ la proprietatile TFD.

Tinind cont de dualitatea naturala dintre multimile Syy si Sév , se poate construi un nou
operator de deplasare temporala, adaptat contextului de lucru al secventelor de durata finita
cu suport inclus in 0, N — 1. Constructia pleaca de la observarea efectului pe o perioada pe
care 1l are operatorul ¢~ aplicat asupra unei secvente T € Sév . Pentru a focaliza mai bine
acest efect, se poate utiliza din nou fereastra de observabilitate Ry aplicata lui ¢7"z. In final,
plecind de la o secventa de durata finita x € Sy, se poate construi mai intii secventa periodica
asociata ¥ € SY si apoi secventa Ryq~ ™7, care face parte tot din Syy.

Aceste observatii permit formularea urmatoarei definitii:

Definitia 3.1
Se numeste operator de deplasare (temporald) circulara cu m € Z pozitii a unei
secvente de durata finita, urmatoarea aplicatie:

_@_m : SdN

(17)

Q
3
8
N
!
=

n +— (@ ™x)[n] = Ry[n]z[(n —m)%N]

Aga cum se poate observa cu usurinta, efectul operatorului (9)~™ consta in permutarea
circulara a valorilor secventei initiale, in interiorul ferestrei de observabilitate, cu m%N pozitii.
Permutarea se efectueaza catre stinga daca m < 0 (efect de anticipare) sau catre dreapta daca
m > 0 (efect de intirziere), aga cum sugereaza si Figura 1. Datorita acestui efect, (™™ se va

y @7m$ y L A @7ml'

@ m<O0 [ ) m>0 @
O O O
® @) O
© O © O O ©
o @) 0) o (@)
\ > & > o
of | N-1n 0 i N-1n 0 I N1n
n+m n n+m

Figura 1: Deplasarea circulard a secventelor de duratd finitd.




numi operator de deplasare circulara cu m pozitii. El conserva contextul de lucru al spatiului
San, efectul operatorului clasic de deplasare in timp (¢~™) fiind, astfel, eliminat.

Se observi imediat ca, dacd z € Sy si Z € SY sint cele doud secvente duale construite una
din alta prin procedeele deja indicate, atunci o deplasare circulara cu m pozitii aplicata asupra
lui z este echivalenta cu o deplasare clasica, tot cu m pozitii, dar aplicata asupra lui Z. Aceasta
observatie este fundamentala pentru deducerea relatiei dintre TFD ale secventelor z si (9 "x.
Astfel, datorita proprietatilor operatorului SFD, se poate scrie ca:

SFD (¢7"%) [k = wi" SFD (&) [k], Vke Z .

In consecinta, rezulta urmatoarea proprietate a TFD relativ la deplasarea circulara a secventelor
de durata finita:

TED (@ ™) k] =wi" TFD(2)[k], VYkeZ. (18)

Interpretarea geometrica a acestei proprietati este imediata: deplasind circular cu |m| pozitii
la stinga sau la dreapta o secventa de durata finita, se obtine o rotatie cu acelagi numar de
"pozitii”, dar in sens contrar a valorilor TFD; unghiul de rotatie cu "o pozitie” depinde de
fiecare data de indexul valorii curente a TFD.

O relatie similara se poate obtine daca se tine cont de dualitatea timp-frecventa si de simetria
operatorilor TFD si ITFD:

TFD ({wi"zn]},ez) = @ TFD(x) . (19)

3.3 Proprietati de simetrie

Spre deosebire de cazul TCFD, proprietatile de simetrie ale TFD nu mai pot fi prezentate cu
ajutorul componentelor ”conjugata simetric” si ”anticonjugata simetric”, dintr-un motiv foarte
simplu: durata acestor componente este (2N — 1), daca secventa originala are durata V. Deci,
apare (din nou) inconvenientul parasirii cadrului de lucru al spatiului Sgy.

Pentru a ocoli acest inconvenient, se poate apela din nou la dualitatea existenta intre spatiile
San si Sfiv . Se constata usor ca daca ¥ € Sflv , atunci componentele 7. si z, fac parte tot din
S éV (adica au aceeasi perioada). Aceasta sugereaza definirea urmatoarelor componente ale unei
secvente de durata finita x € Syy:

. . . I o . o A de ~
e simetric periodica (para periodica — in cazul real): z, e/ RN Te;
.« . . . e U /e o . . v ~ def ~
e antisimetric periodica (impara periodica - in cazul real): z,, = Ry Z,.

(In aceste definitjii, ca de obicei, Z[n] = z[n%N], Vn € Z.) Asa cum se observi cu usurinta,
cele doua componente sint de durata finita si egala cu NV, atributul ”periodica” asociat fiecareia
dintre ele referindu-se la modul de definire si nu la o eventuala periodicitate. Datorita faptului
ca in inelul claselor de resturi modulo N, notat cu Zy, are loc relatia:

(—)%N = [N — (n%N)| %N, Vne N,

rezulta ca:

(—n)%N =N —n%N, VneON-1,

deci definitiile de mai sus se pot detalia dupa cum urmeaza:

x[n%N] + z[N — n%N]
2

zeln] < Ruln]

, VneZ.
zn%N] — [N — n%N]
2

zoln] E Ryln]

(In aceste relatii, s-a utilizat conventia: 2[0] = z[N], care provine din egalitatea: Z[0] = Z[N]).

9



Astfel, noile componente sint diferite de ., respectiv z,, aga cum au fost ele definite in [§].
De altfel, se constata ca intre noile componente si cele clasice exista urmatoarele corelatii:

[n] + z[—n] + z[n — N] + z[N — n]
2

Tepln] = Ruln] (@[n] + ze[n — N]) = Ru[n] =

z[n] — z[-n] + 2[n — N] — 2[N — n]
2

(unde n € Z). Aceste relatii sint asemanatoare unor formule de aliere in domeniul timpului.
Ele conduc la urmatoarea descompunere naturala a lui z:

Topln] = R[n] (xo[n] + z,[n — N|) = Ru[n]

T=Tep+ Top =Te+ T .

In ceea ce priveste simetria in oglinda a semnalelor din Sy, este vizibil ca nici aici definitia
clasica nu poate fi utilizata, deoarece:

Supp (zs) €1 - N,0.

Cu toate acestea, configuratia suportului lui x4 sugereaza o redefinire a simetricei in oglinda
dupa cum urmeaza:

Tsp[n] wf Rn[n|z[N —1—-n%N], VnelZ.
Noua definitie construieste simetrizata in oglinda relativ la verticala care trece pe la mijlocul
intervalului [0, N — 1] (care contine suportul lui x).

Toate redefinirie operate anterior evita utilizarea egantioanelor necunoscute (din afara inter-
valului [0, N — 1]) si cauta sa rearanjeze valorile cunoscute in interiorul ferestrei de observabi-
litate. Acestea sint valabile si pentru imaginea prin TFD a unei secvente de durata finita.

Cu noile notatii, operatorul TFD verifica proprietatile de simetrie din Tabelul 2 (unde, ca

de obicei, X "2 TFD(x)).

Tabelul 2: Sumarul proprietatilor de simetrie ale TED.

Semnal x[n] Zsp[n] xr[n) xr[n) Tep[n] | Top[n]

TFD | X[(N - k%N)%NIRy[K] | W X[(N = E%N)%NIRN[F] | Xeplk] | =3 Xop[k] | Xr[k] | jX1[K]

3.4 Proprietati de convolutie circulara

Solutionarea pe cale clasica a problemei convolutiei nu mai este impiedicata de natura
semnalelor din Sy, care, datorita duratei finite sint cu atit mai mult stabile. Cu toate acestea,
daca z,y € Sgn, atunci z xy € Sgen—1), deci din nou cadrul de lucru este parasit. Acest
dezavantaj poate fi evitat daca se defineste o noua operatie de convolutie, adaptata semnalelor
din spatiul San-.

Definitia noii operatii de convolutie, notata cu

2

& 7, pleaca de la urmatoarea restrictie
N
naturala:

TFD|z® y|=TFD(z)-TFD(y), Va,y € San - (20)
N

Aceasta relatie constituie practic o solutie data problemei convolutiei, cu conditia ca secventa
not

z = x & y sa fie tot de durata finita egala cu N.
N

10



Fie x,y € Syn i 2z ca mai sus. Atunci acestor semnale discrete de durata finita li se pot asocia
semnalele N—periodice z, ¥ i zZ. Folosind operatia de convolutie periodica dintre semnalele =
si ¥y, se poate construi semnalul Zz:

N-1
Zln) = (ZFy)[n] = > Tmlgln—m], VneZ.
m=0

Revenind in spatiul Sy, se constata ca:

N-1 N-1
z[n] = (Z z[m] g[n—mo Rn[n| = (Z zm%N]y[(n — m)%N]) Rnln|, VneZ.
m=0 m=0

Aceasta relatie este diferita de cea oferita de definitia produsului clasic de convolutie. Daca
s-ar fi apelat la acel tip de convolutie, operatia generica ar fi fost inmultirea lui = cu o versiune
simetrizata in oglinda si deplasata liniar in timp a lui y. In cazul de fata, insa, se observa ca
am putea imagina fiecare dintre cele doua semnale agezat pe cite o circumferinta cu N noduri,
ca in Figura 2. Fiecare valoare de semnal ocupa un singur nod. Cele doua cercuri au razele

J

n—m

N

m
X

Figura 2: Convolutia circulard a secventelor de duratd finitad.

egale si pot fi amplasate in doua plane paralele din spatiu, astfel ca ele genereaza un cilindru.
Rotind cele doua cercuri relativ unul fata de cealalalt si efectuind suma produselor perechilor
de valori aflate pe acceasi generatoare a cilindrului, se obtine valoarea intr-un anumit punct a
lui z. Evident, dintre aceste valori, se retin numai cele care nu se repeta, deci este suficient sa
se efectueze o rotatie completa a unui cerc fata de celalalt pentru a-1 determina complet pe z.

Imaginea intuitiva anterioara permite definirea noii operatii de convolutie dupa cum urmea-

v

za:

Definitia 3.2

Se numeste convolutie circulara a doua secvente de durata finita =,y € Sgn, operatia
definita astfel:

e ®y| Y <Z zm%N]y[(n — m)%N]) Ry[n], VneZ. (21)

N m=0

Convolutia circulara este o operatie asociativa gi comutativa, iar indicele ” N” asociat semnu-
lui ” %) 7 indica dimensiunea suportului secventelor aflate in convolutie. Cu aceasta precizare

sint evitate erorile de calcul. Sa presupunem ca M > N. Atunci desi Syv C Squr, totusi:

T®YFr® Y.

N M

Cu toate acestea, vom vedea In sectiunea urmatoare ca daca numarul M este ales corspunzator,

atunci operatia de convolutie circulara ) aplicata secventelor de durata finita egala cu N
M

poate conduce la acelasi rezultat ca si convolutia liniara (clasica).

11



Nota

e In general, daca M si N sint doua numere naturale nenule diferite, iar x € Sgnr, ¥y € San, atunci se poate
evalua produsul de convolutie circulara al celor doua secvente discrete, considerind ca ambele apartin

spatiului Sqx, unde K e max{M, N}.

Noua operatie astfel definita conduce la urmatoarele solutii ale problemei convolutiei:

Teorema 3.1 (Teorema (directd) de convolutie)
Pentru orice semnale discrete de durata finita x,y € Sy, are loc identitatea:

TFD|x® y| =TFD(z)-TFD(y) .

Teorema 3.2 (Teorema inversa de convolutie)
Pentru orice semnale discrete de durata finita x,y € Sqn, are loc identitatea:

TFD(x-y) = ;fTFD(ac) ® TFD(y) .

N

3.5 Proprietati de convolutie liniara

Cu toate ca redefinirea operatiei de convolutie pentru secventele de durata finita a condus
la evitarea parasirii contextului de lucru al spatiului Sy, renuntarea la aspectul ei liniar atrage
dupa sine o diminuare a utilitatii practice a noului concept. Functionarea SLID este caracte-
rizata de operatia clasica de convolutie chiar gi in cazul in care semnalele implicate au durate
finite. De aceea, este necesara evidentierea unei corelatii dintre cele doua tipuri de convolutie,
daca acest lucru este posibil. Asa cum se va putea constata In continuare, convolutia circulara
constituie un bun instrument de calcul pentru cea clasica.

In majoritatea aplicatiilor, se prefera utilizarea TFD datorita alogoritmilor eficienti de calcul
ai acesteia (cu ajutorul carora efortul de calcul este redus in contextul spatiului Syy la N logy, N
operatii). Operatia de convolutie clasica poate fi implementata, la rindul ei, utilizind un astfel
de algoritm, datorita unei proprietati remarcabile, pe care o vom ilustra in aceasta sectiune.
Este vorba despre posibilitatea evaluarii produsului de convolutie clasica utilizind Teorema
directa de convolutie circulara.

Fie x,y € S4v doua secvente discrete de durata finita arbitrar alese. Datorita faptului ca
San C 1M Z), operatia de convolutie clasica dintre aceste semnale este bine definita. Mai mult,
intre TCFD si TFD calculate pentru oricare dintre cele doua semnale, sa zicem x, exista o
relatie naturala, care arata ca TFD este o versiune egantionata (in frecventa) a TCFD:

TFD(z)[k] = TCFD(x) (wy*) , VkeZ. (22)
Plecind de la aceste semnale, se poate evalua urmatoarea secventa discreta:
def
z[n] = (z*y)| Z —-m|, VneZ.
m=0

Se observa imediat ca z € Sgon-1, adica Supp(z) € 0,2N — 2.
Tot aceste doua semnale pot genera si o secventa discreta de convolutie circulara:

zyn] = |z ® vy | [n] =Ry z_:o zim]y[(n —m)%N], VneZ.

Deoarece:

- N-1 N-1
> zlm]y[(n—m)%N] = > z[m%N]y[(n—m)%N] = > Z[m m]=2z[n|, VneZ,
m=0 m=0

m=0

12



se poate utiliza formula de aliere (16) (consecinta a Propozitiei 3.1), pentru a scrie ca:

> afmlyl(n —m)%N) =3l = 3 cln+pN], Ve Z,

Acest rezultat conduce la urmatoarea egalitate:

znv[n] =Ryn] Y z[n+pN], VneZ.

PEZ

Ea nu este decit o noua formula de aliere, care arata cum se poate obtine rezultatul unei
convolutii circulare folosind convolutia liniara clasica:

t® yl|n]=Rnn] D (x*xy)n+pN], VnelZ. (23)

PEZ

Reciproc, pentru a obtine pe z din zy, este suficient ca in suma de aliere de mai sus sa nu
poata fi puse In evidenta suprapuneri ale suporturilor termenilor ei. Acest obiectiv poate fi
atins daca se considera de la inceput ca x si y sint deopotriva si elemente ale spatiului Sgon—1).
In acest caz, zy este inlocuit de zon_;, care se calculeazi astfel (tinind cont de relatia (23) de
mai sus gi de faptul ca z € Sgon-1)):

Zon—_1|n] i ® yl|lnl=> zln+ 2N -1)p|==z[n], VneZ.
2N-1 peZ

In consecinta, rezultatul convolutiei liniare poate fi determinat cu ajutorul convolutiei circu-
lare, cu conditia ca suporturile secventelor aflate in convolutie liniara sa fie largite la suportul
secventei rezultate:
rxy=cr ® vy. (24)
2N—-1

Extinderea contextului de lucru la spatiul Syon—1) atrage dupa sine atit completarea cu
zerouri a secventelor x gi y (pind la esantionul de ordin (2N — 2) inclusiv), cit si schimbarea
formulei de definitie a TFD. Setul de pulsatii Oy =l {wN }

n

este inlocuit cu un altul, mai

n=0,N—-1
bogat, care realizeaza o partajare mai fina a cercului unitar; este vorba de pulsatiile corespun-

. C e . o d
z&toare radacinilor de ordin (2N —1) ale unitagii: Oan_y ] {wiN _1} SN
n=0,2N —

fapt, este natural sa renotam operatorii TED si ITED prin etichete adecvate care sa indice si
dimensiunea setului de pulsatii cu care se opereaza. Astfel, TFDy si ITFDy vor indica faptul
ca setul de pulsatii de esantionare utilizat este Oy.

Relatia (24) de mai sus permite exprimarea operatiei de convolutie liniara cu ajutorul unei
formule in care apar numai operatorii TFD si ITFD, fara a mai face referire la convolutia
circulara, gratie Teoremei 20 (de convolutie circulara):

. Datorita acestui

TxY = ITFDQN_l [TFDQN_1<LL’> : TFDQN_I(y>] y V.T, Yy < SdN. (25)

Practic, zerourile de completare a secventelor aflate in convolutie liniara transforma convo-
lutia circulara in una liniara.

In general, secventele aflate in convolutie, desi de durata finita, pot avea suporturi de di-
mensiuni diferite. Dacd x € Sgn §i ¥y € Sanmr, cu N # M, atunci  xy € Sgn+m—1)- Pentru a
putea utiliza formula (25), este necesar ca ambele secvente sa fie completate cu zerouri pina la
esantionul de ordin (N + M — 2) inclusiv, astfel ca:

I*yE[TFDMJrN,l [TFDM+N71<3:>‘TFDMJerl(y)] s v.TESdN, yESdM. (26)
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Noua identitate constituie o prima generalizare a rezultatului anterior, cadrul secventelor de
durata finita fiind conservat.

O alta generalizare a identitatii (25) se poate obtine daca luam in considerare convolutia
liniara dintre o secventa stabila de durata infinita si una de durata finita. Asemenea operatii se
intilnesc in practica atunci cind se determina iegirea unui SLID de tip FIR stimulat la intrare
cu o secventa stabila si cauzala, de durata infinita. Vom analiza acest caz in cele ce urmeaza.

Fie z € I['(Z) aleasi astfel incit Supp(z) = IN (stabila, cauzald si de durata infinitd). S&
consideram ca z stimuleaza intrarea unui SLID de tip FIR avind secventa pondere h € Syy.
Atunci exista doua metode eficiente de a evalua iegirea y: metoda adunarii suprapunerilor si
metoda salvarii suprapunerilor. Ambele metode se bazeaza pe relatia (25).

A. Metoda adunarii suprapunerilor

Secventa de intrare poate fi segmentata in urmatorul mod:

k(N L zn|Ry[n —kM], VYneZ,VkelN,

l’EZl’Mk,

keIN

unde numarul natural M este ales arbitrar, iar suma infinita are cel mult un termen nenul
pentru fiecare moment in care este evaluata. Se constata ca fiecare componenta x4
apartine cite unui spatiu de semnale de durata finita si anume ¢~ *Syy;. Aceste spatii
sint disjuncte deoarece suporturile oricarei perechi de semnale din spatii diferite (chiar
"adiacente”) sint disjuncte.

In aceste conditii, iegirea y se poate evalua astfel:

il (@] = X Hnlalo —m] = 3 Him] 3 aln —m) =

m=0 keIN
N-1
= him] > zln—m]Run—m—kM]= > (hxxyi)[n], VnelN.
m=0 keI kEIN

Pentru fiecare n, m fixati, suma infinita de mai sus se reduce la un singur termen nenul,
cel pentru care kM < (n—m) < (k+1)M — 1, adican — (k+ 1)M +1<m <n— kM.
Cum m € 0, N — 1, este obligatoriu can — kM > O0saun — (k+1)M +1 < N —1. In
consecinta, k variaza intr-o gama finita de valori, pentru fiecare n € IN fixat (deoarece m
variaza in gama 0, N — 1):

def n_N+2J } def\‘nJ
k, o,{ i lek<g, W)
max{ M =S M

Aceste inegalitati impun ca M sa fie ales astfel incit (N + M) > 2.
lesirea sistemului se exprima atunci ca o suma finita de produse liniare de convolutie intre

secvente de durata finita:

Kn

ylnl = > (hxap)[n], VneZ.

k=kn

Deoarece dimensiunea suportului lui A este N, iar a suportului lui z,; este M, rezulta
ca fiecare convolutie liniara din suma de mai sus se poate evalua folosind operatia de

convolutie circulara in contextul spatiilor {q_kM San+ M_l)}keﬂv' Spre deosebire de cazul
semnalelor s, semnalele (h %z ) au suporturi care se suprapun. Astfel, daca fixam
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k € k,, K, — 1, atunci:

Supp (h * xar) N Supp (h * wM(kH)) C

CEM,N+(k+1)M—-1N0n(k+1)M,N+ (k+2)M —1=

=k+1)MN+(kE+1)M—-1.

Aceasta proprietate conduce la concluzia ca la evaluarea valorii iegirii la un anumit moment
dat participa aditiv cel putin doua sume de convolutie circulara cu valori din zona de
suprapunere a suporturilor. Datorita acestui fapt, aceasta metoda de calcul a iegirii se
numeste prin adunarea suprapunerilor.

B. Metoda salvarii suprapunerilor

In acest caz, semnalul de intrare este segmentat dupi cum urmeaza:
k[0 £ zn+ k(M —N+ 1| Ryu[n], VneZ,VkelN,

zn| =xpk, N — k(M = N+1)], VneZ,

unde numarul M este ales In asa fel incit M > N — 1 > 1, iar k, € IN este cel mai mic
numar care satisface inegalitatea:
n—M+1 n
o<n—-kM-N+1)<M-1l<— —"—<k,<———
- ol 1)< M-N+1—"""M-N+1
Aceasta provine din restrictia naturala ca suportul componentei x,z, sa fie inclus in
0, M — 1 (datorita definitiei). Ea precizeaza, practic, valorile sirului {k,}, . pn:

n—M-+1
o= [P e,
" IM-N+1
Se observa ca, de aceasta data, componentele intrarii fac parte toate din spatiul Sgpy. In
plus, pentru fiecare k € IN fixat, ultimele N — 1 valori ale secventei xj sint identice cu
primele N — 1 valori ale lui xp:

zi[n] = zpa[n], Vnek+1)(M—-—N)+k (k+1)(M—-N)+k+N-—-2.

Aceasta suprapunere de segmente (care nu figura in cadrul metodei anterioare) permite
evaluarea secventei de iegire utilizind numai o parte din convolutia circulara a acestor
componente cu secventa pondere h (cu exceptia primei convolutii, care trebuie evaluata
integral). Astfel, daca se noteaza prin:

ykdéfh ® xp, VkelN,

N+M-1

atunci nu mai este necesar sa se evalueze valorile

{Z/k[o] PRI yk[N - 2]}k€ﬂ\/*
pentru a indica o anumita valoare a iesirii. Valorile care trebuie luate in calcul sint
urmatoarele:
{uN =11, ..., ye[M + N = 1]}y -

Fiecare convolutie circulara va contribui la determinarea iegirii cu numai (M + 1) valori
din totalul de (M 4+ N — 1), fapt care constituie o imbunatatire fata de cazul precedent.
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Se constata practic ca fiecare valoare a iesirii este data de urmatoarea relatie:

yln] = (zxh)n] =

= yolnl+ > wn—k(M+N—-1)]Ruypln—kM— (k+1)(N+1)].

Astfel, cele (N — 1) valori ale lui y, ce nu mai trebuie evaluate sint inlocuite de ultimele
(N — 1) valori ale lui y,_1 ce au fost deja calculate. Aceasta salvare a celor (N — 1) valori
anterioare justifica numele metodei.

3.6 Reconstituirea Transformatei Z din valori pe cercul unitar

Reprezentarea imaginii prin TFD a unei secvente de duraté finita este doar un caz particular
de reprezentare a unui semnal discret prin intermediul Transformatei Z. Particularizarea consta
in faptul ca valorile TFD coincid cu valorile Transformatei Z calculate in punctele de pe cercul
unitar indicate de radacinile de un anumit ordin ale unitatii. Tinind cont de legatura de
dualitate care exista intre TFD si SF'D, aceeasi proprietate o are si imaginea prin SED a unei
secvente periodice.

Proprietatea anterioara sugereaza cautarea unei solutii la problema reconstruirii Transfor-
matei Z dintr-un numar finit de valori ale sale (luate, de exemplu, pe cercul unitar). Aceasta
este o problema de interpolare a Transformarii Z, folosind esantioane ale sale calculate cu
ajutorul TFD. Solutia acestei probleme se bazeaza pe Propozitia 3.1 demonstrata in prima
sectiune a acestui capitol. Ea demonstreaza ca valorile TFD sint suficiente pentru a realiza o
caracterizare destul de completa a semnalelor de durata finita, fara a apela la Transformarea
Z. Totodata, formula de interpolare sugereaza si posibilitatea de a utiliza un algoritm de tip
FFT in evaluarea valorilor Transformatei Z.

Sa consideram ca x € Syy, deci A(x) = @*. Potrivit Propozitiei 3.1, secventa periodica
asociata, 7 € S, verifica urmitoarea formuld de aliere:

Z[n] = z[n%N] = > z[n+pN], VneZ.
PEXZ
Fie Wy = {w;,”}n:m multimea radacinilor de ordin N ale unitatii (situate pe cercul
unitar, oU).

Propozitia 3.2
Transformata Z a secventei x poate fi reconstruita pe @\ Wy utilizind numai valorile TFD
ale acesteia.

Demonstratie |

Plecind de la observatiile cu care am deschis aceasta sectiune, valoarea Transformatei Z
a lui x se poate evalua in orice punct z € @* \ Wy dupa cum urmeaza:

N-1 N-1

Pentru a explicita valoarea curenta a secventei periodice Z, se poate utiliza operatorul
ISFD (definitia (3) din capitolul precedent):

1 N1 N- N— N-1 "
-n __ —k _—1
=y & X KB = 0 3 XWX (w7
k=0 n=0 k=0 n=0
Suma interioara poate fi evaluata direct deoarece nu depinde de secventa initiala, astfel
ca:
—szfN 1 — N N1 Xv[k’]

z
1—wyfzt N kz:% 1 —wyfzt

MZ
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Aceste calcule au condus la urmatoarea formula de reconstructie a Transformatei Z din
esantioanele sale calculate in cele N noduri de pe cercul unitar (numite uneori esantioane
in frecventa):

Z(2)(2) = ZNZN ;} Z(x) (wy") Z—Zw;,k . Vzed \ Wy .
AN 1! z
Z(x)(z) = NN kz;; TFD(x)[k] e Vzeld™\ Wy . (27)
O (Propozitia 3.2)7

Relatia (27) care demonstreaza rezultatul anterior este, de fapt, o formula de interpolare
a Transformatei Z si valabilitatea ei este restrinsa la clasa semnalelor de durata finita, care
constituie, totusi, cea mai utilizata clasa in practica. Ea sugereaza, in plus, ca raspunsul in
frecventa al unei secvente de durata finita determina comportarea Transformatei Z asociate pe
intreaga zona de convergenta, exceptind, eventual frontierele acesteia.

Importanta formulei de interpolare (27) este, insa, mult mai mare, deoarece ea conduce la
exprimarea TCFD folosind numai valori ale TFD:

eij -1 N-1 ejw

X (ejw) = Z(2)(2)] i = “NeioN kz: Xv[k] T

—0 elw — e N

<.

k(N—-1)m
_ 1 N-1 ~

— 7w Siﬂ(ZuJ)Nkz: j(v[k]e(w

=0 Sin

S TED@)K] dew), Ywe R.

k=0

In ultima suma, am pus in evidenta atit valorile TF'D cit si un nucleu de interpolare, care are
urmatoarea forma:

—(N-1) ($—%7) sin N (¥ — Ex -
d(w) < < (5 N), VwelR, YkeO N—1.
N sin(%—%w)

Se observa imediat ca:
ok (wy™) = Golk—m], YhkmeO N-1,

ceea ce demonstreaza ca noua formula de interpolare obtinuta este ”"exacta”, in sensul ca
TFEFD si TCFD coincid in nodurile Wy, deci ca TFD constituie o versiune egsantionata a TCFD.
Aceasta este o proprietate extrem de importanta pentru practica, ea oferind garantia conservarii
informatiei in frecventa transportate de un semnal discret de durata finita, prin egantionarea
TCFD dupa "regula TFD”. Astfel, operatorul discret TFD poate inlocui operatorul TCFD
in aplicatii, fara a afecta valorile lui in nodurile de egsantionare. Cistigul acestei proprietati se
traduce prin trecerea de la o variatie continua a pulsatiei normalizate la o variatie discreta, pe
o multime finita de valori.

4 Principiul fundamental al algoritmilor de tip FFT

Transformarea Fourier Discretd joacd un rol important in analiza, proiectarea si imple-
mentarea algoritmilor caracterizind functionarea sistemelor discrete. De aceea, efortul cerceta-
rilor legate de aceastd transformata a fost cantinuat in directia gasirii unor modalitati eficiente
de calcul. Incepind cu acest capitol, vom prezenta rezultatele acestor cercetari.
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Reamintim ca, daca x € Syy, atunci expresiile TFD directe si inverse sint urmatoarele (in
interiorul suporturilor lor):

TFD(z)[k] ™ X[k Y S aln] wit , VkeO,N—1;
n=0
(28)
1 3= -
ITFD(x)[n] = NZ wy™ , YneO,N—1.

Aceste relatii releva faptul ca odata imaginata o modalitate de calcul pentru TFD, ea va putea
fi utilizata gi in calculul lui ITFD. Mai precis, daca aceasta modalitate de calcul a operatorului

1 —
TFD este notata cu A(z), atunci operatorul ITFD se poate evalua cu ajutorul lui N A (X )

Daca luam in considerare definitia TFD din (28) pentru a produce un program de calcul
direct, atunci este necesar sa tinem cont ca X |[k] € @', deci ca:

XM= X [Re(aln]) Re (why) = Im (afn]) Im (why)] +
n=0 . (29>

+7 z:; {Re (z[n]) Im (w%") + Im (z[n]) Re (w?\,"ﬂ ., VkeO, N—1.

Aceasta relatie arata ca, in cazul calculului direct, pentru fiecare moment k € 0, N — 1, trebuie
efectuate 4N inmultiri si (4N — 2) adunari intre numere reale.

Nota

e Numarul de operatii implicat de o anumita formula matematica este 1nt0tdeauna evaluat In mod aproxi-
mativ, de reguld acoperitor. De exemplu, inmultirea unui numar cu w, = 1 sau cu +j nu ar mai trebui
luata in considerare. Cu toate acestea, uneori, pentru a scoate mai bine in evidenta dependenta numéarului
de operatii de numarul N, chiar i aceste inmultiri vor fi luate in considerare.

Deoarece X este asimilat cu un vector de IV elemente, un calcul direct si complet al valorilor
TFD ar necesita 4N? inmultiri si N(4N — 2) adunari reale. In plus, aceste calcule necesita si
o anumita memorie de stocare atit pentru secventa de date x, cit si pentru valorile radacinilor
de ordin 1 ale unitatii.

Este bine cunoscut faptul ca, in practica, evaluarea complexitatii de calcul a unui algoritm
revine la estimarea a doua elemente: capacitatea de memorie necesara si timpul de accesare a
datelor gi de calcul.

Daca astazi capacitatea memoriei ocupate nu mai constituie o problema esentiala, totusi
timpul de stocare gi accesare a datelor depinde esential de cantitatea si de modul lor de orga-
nizare. Cu toate acestea, in cazul algoritmilor numerici, acest timp este de cele mai multe ori
neglijabil in raport cu timpul de calcul. De aceea, incepind cu acest capitol, vom ilustra numai
modul de evaluare a timpului de calcul. In general, marimea acestui timp este proportionala
cu numarul de operatii aritmetice, care constituie si o masura a complexitatii lor. Este general
acceptat principiul potrivit caruia pentru evaluarea acestui timp, este suficient sa se precizeze
numarul total de operatii, notat in cazul de mai sus prin O[N]. Convenim sa mai notam
numarul de inmultiri cu O[N] si numarul de adunari cu O [N]. Desi timpul necesar efectuarii
unei adunari este sensibil mai mic decit cel necesar pentru efectuarea unei inmultiri, preferam
sd 1l luam in considerare pentru a oferi o limita superioara a timpului total de calcul.

In cazul formulei (29), am aratat ca:

O[N] = O.[N] + O[N] "2 [AN?| +[2N(2N —1)], . (30)

Pentru valori mari ale numarului N, timpul de calcul fiind proportional cu N2, algoritmul
care implementeaza direct formula (29) este lent. De aceea, este necesara conceptia unor
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proceduri de calcul mai eficiente, care sa conduca la scaderea numarului total de operatii, mai
ales a numarului de inmultiri. O astfel de procedura trebuie sa exploateze urmatoarele doua

. v, . . . 9 nk .
proprietati ale coeficientilor " wRy”:

eSimetrie : wfv(an) — ok k(N+n) (k+N)n nk

= wy ;  ePeriodicitate : wy = Wy = WyN" . (31)

Prima proprietate exprima simetria functiilor sinus si cosinus inglobate in notatia ”wiF”.

Astfel, daca in formula (29) termenii sint grupati ca mai jos:

Z__% a(zln]) B (wf) = ; 2__% o (x[n]) B (wik) + o (@[N = n)) B (wy™ )] =
= ;]:__: la (z[n]) + a (z[N = n])] B (wit) , YkeO,N-1,

unde «, 8 € {Re, Im}, atunci numéarul de inmultiri necesare calculului complet se imparte
la 2. Totodata, se mai poate folosi si faptul ca anumite valori ale lui sinus si cosinus sint 0
sau 1, ceea ce poate conduce la inca o scadere a acestui numar. Cu toate acestea, nici una
din procedurile care utilizeaza numai simetria nu pot reduce numarul de operatii la un nivel
proportional cu un numar mult mai mic decit N2. Practic, aceste proceduri continua si conduca
la O[N] proportional cu N?.

O reducere semnificativa a numarului de operatii se poate obtine numai daca se ine cont (si)
de proprietatea de periodicitate evidentiata in (31). In capitolele urmatoare, vom arata cum
se poate utiliza periodicitatea pentru a reduce numarul de inmultiri la o valoare proportionala
cu Nlog, N, ceea ce constituie o imbunatatire semnificativa (mai ales in cazul in care N este
mare).

Posibilitatea unei mari reduceri a numarului de calcule a fost blocata pina in 1965, cind a
aparut Algoritmul lui Cooley gi Tukey [2]. Acest algoritm este aplicabil in cazul in care N se
exprima ca un numar compozit, adica sub forma unui produs de sau mai multi intregi. Ulterior
acestui pas, cercetarile au relevat timp de aproape 20 de ani un mare numar de rezultate
particulare referitoare la reducerea numarului de operatii in implementarea calculului TFD,
dar de cele mai multe ori, acestea nu pot fi generalizate. In plus, numarul de inmultiri ramine
proportional cu N log, N, fiecare dintre ei propunind cite o constanta de proportionalitate
specifica.

Clasa acestor algoritmi de calcul este cunoscuta astazi sub denumirea de FFT (Fast Fourier
Transform — Transformata Fourier Rapidad). Pentru algoritmii clasei FFT, O4[N] ~ N log, N.
Principiul fundamental pe care se bazeaza algoritmii de tip FFT consta in descompunerea
calculelor din definitia TFD referitoare la secventa de lungime N in calcule de TFD succesive
pentru secvente de lungimi mai mici.

5 Algoritmul lui Goertzel

O procedura de calcul care creste eficienta algoritmului de implementare directa a formulei
(29) este cea imaginata de Goertzel [3]. Ameliorarea numarului de operatii este realizata pe
seama proprietatii de periodicitate din (31).

Se pleacd de la observatia ci wy™ = 1, Vk € Z, deci ca definitia TFD (28) poate fi
exprimata in mod echivalent astfel:

N-1
XK =3 ap]wy ™™ VkeO, N-1.
n=0

Aceasta sugereaza utilizarea urmatoarei secvente discrete:

N—1
yr[n) def Z x[m] w;,k(n_m) ., Vn ke Z

m=0
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pentru a exprima valorile TEFD dupa cum urmeaza: X[k| = yx[N], Vk € 0, N — 1. Avantajul
acestei exprimari consta in faptul ca fiecare valoare X[k] a TFD poate fi evaluata utilizind un
SLID cauzal ce are intrarea x, iegirea 1, si secventa pondere:

hi[n] wf wy upln], VneZ .

Astfel, X[k] = (xxhg)[N], Yk € 0,N —1. Mai mult, intre iesirile SLID evaluate la mo-
mente succesive de timp, exista o relatie de recurenta simpla, care poate fi dedusa apelind la
exprimarea in termeni de Transformata Z a comportarii SLID. Astfel, deoarece:

e 1
Yi(2) = Hp(2)X(2), unde: Hg(2) et > Wy = —_—,
"0 1 —wy 27t
rezulta urmatoarea relatie de recurenta in domeniul timpului:
yeln] — wifyr[n — 1] = 2[n] <= y[n] = wyyn — 1) + z[n], VYne Z. (32)

Este acum evident ca, pentru a calcula valoarea X [k], este suficient sa se implementeze ecuatia
cu diferente de mai sus si sa se stopeze calculul cind n = N. Schema de implementare pentru
aceasta ecuatie este cea din Figura 3A.

z[n] Y [n]
T w=F Iq_l
N

Yyx[n]

Figura 3: A. Schema de implementare pentru SLID utilizat in calculul valorii curente a TFD, X[k].
B.  Schema imbundatatita a lui Goertzel.
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Nota

e Reamintim ca reprezentarea unei ecuatii cu diferente utilizind grafurile de semnale a fost deja prezentata
in [8].

Deoarece atit z[n] cit si wy" sint cantititi complexe, pentru a obtine fiecare valoare a lui yj,
sint necesare 4 multiplicari gi 4 adunari. Cum toate valorile yx[1], ..., yx[/V] trebuie calculate
in ordine pentru a obtine X k], rezulta ca efortul de calcul se concretizeaza in 4N multiplicari si
4Naduniri. In consecinta, pentru a evalua setul complet de valori ale TFD cu aceasta schema,
este necesar urmatorul numar total de operatii egal cu:

O[N] = O.[N] + O[N] = [AN?] + [4N2]+ : (33)

ceea ce conduce la a prefera implementarea formulei directe de calcul acestei scheme (numarul
de operatii in calcul direct este mai mic, vezi (30)).

Cresterea ineficientei de calcul se datoreaza faptului ca schema anterioara a fost folosita in
mod direct pentru a implementa calculul semnalului de iegire al SLID descris de ecuatia cu
diferente (32). Acest neajuns poate fi inlaturat printr-o rescriere a acestei ecuatii, dupa cum
urmeaza (rescriere propusa de Goertzel):

(1= wifq ) (1= wife ) weln] = (1 - wifq ™) a[n] <=

<= yi[n] = 2Re (wﬁ,) yrln — 1] —ye[n — 2] + 2[n] —whan —1], Vne Z. (34)

Schema eficientd pentru implementarea calculului solutiei ecuatiei (34) (care este echivalenta
cu ecuatia (32)) poate fi reprezentata ca in Figura 3B.
In acest caz, calculul se desfasoara astfel, pentru fiecare k € 0, N — 1:

1. se calculeaza in mod iterativ semnalul intermediar v:
vk[n] = z[n] + 2Re (wf\,) vpn—1] —wn—-2], Vnel N
si se retin valorile vy [N — 1] si vg[N];
2. se calculeaza direct X [k]:

X[k] = yp[N] = vp[N] — whop [N — 1] .

La fiecare pas, pentru partea stinga a schemei de implementare, sint necesare 2N+ 1 multiplicari
(constanta 2Re (wf\,) se evalueaza o singura data pentru fiecare valoare a lui k) si 4V adunari.

Pentru partea dreapta, numarul total de operatii este de 4 multiplicari si 4 adunari. In total,
acest algoritm necesita un numar de operatii egal cu:

O[N] = O.[N] + O[N] = [N(2N +5)], + 4N(N +1)], , (35)

ceea ce indica o reducere cu aproximativ o jumatate a numarului de inmultiri fata de cazurile
precedente (realizata pe seama unei ugoare cresteri a numarului de adunari).

Ultima procedura (a lui Goertzel) poate fi imbunatatita si mai mult, daca se tine cont de
faptul ca, pentru a evalua X [N — k|, ecuatia de implementare se obtine pe baza proprietatii de
simetrie din (31):

Feln—1], VneZ.

yn—k[n] = 2Re (wf\,) yn—k[n — 1] —yn_g[n — 2] + z[n] — wy
Noua ecuatie arata ca doar coeficientul lui z[n — 1] trebuie conjugat, restul coeficientilor
raminind neschimbati. Aceasta implica faptul ca, pentru a calcula intreaga secventa X, este

suficient ca in partea stinga a schemei lui Goertzel sa se evalueze numai valorile lui vy pentru

N -1
k €0, [2] Aceste valori vor fi folosite In procedura de calcul astfel: v, pentru a evalua
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N -1
X[k] atunci cind k variaza in gama 0, [QW s vy_k pentru a evalua X[k] atunci cind k

variaza in gama { +1,N —1.
De aceasta data, numarul total de operatii se exprima astfel:

N —1
O[N] = O[N]+ O, [N] = | [ Z—|@N +5)] +UN(v+ 1), (36)
ceea ce Inseamna o reducere a numarului de inmultiri de inca 2 ori aproximativ.
Cu toate acestea, algoritmul lui Goertzel — chiar in varianta sa imbunatatita — continua sa
pastreze proportionalitatea numarului total de operatii fata de N2

O[N] ~ [N?] + [4N2]+ . (37)

El este utilizat adesea in cazul in care nu este necesara evaluarea tuturor celor N valori ale
TFD, ci a unui mic numar dintre ele, de exemplu M < N. In acest caz, numarul de operatii
necesar este proportional cu produsul M N, ceea ce poate conduce la o eficienta mai mare chiar
decit in cazul utilizarii unui algoritm din clasa FFT.

6 Algoritmi de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in timp

6.1 Principiul general

Algoritmii de tip FFT exploateaza, de reguld, atit simetria cit si periodicitatea secventei
radacinilor de ordin N ale unitatii. Scaderea complexitatii de calcul se realizeaza pe seama
gruparii calculelor intr-un anumit mod care sa permita imaginarea unei rutine autorecurente
de calcul. Exista doua posibilitati principale de a grupa aceste calcule, bazate pe anumite
tehnici de segmentare a semnalului de intrare, fie in timp, fie in frecventd. In acest capitol,
vom descrie algoritmii de tip FF'T bazati pe segmentarea semnalului in timp. In capitolul
urmator, vor fi prezentati algoritmii de tip FF'T bazati pe segmentarea semnalului in frecventa.

Pentru a releva principiul general al algoritmilor din acest capitol, sa consideram ca secventa
initiala x are suportul de lungime para, 2M: = € Sgops. Aceasta proprietate permite exprimarea
formulei de calcul directe a TFD cu ajutorul a doua sume care utilizeaza esantioanele de ordin
par, respectiv impar ale secventei x:

2M—1 M-
X[kl = > znjuwsl, = Z [2n] w3k + Z [2n + 1] wi Ik =
n=0

(38)
M—1
= > z[2n]w} —I—zUQMZ 2n+ 1whf, Vke0,2M—1.
n=0

Segmentarea in timp a semnalului initial consta in construirea a doua semnale de durate de doua
ori mai mici: unul continind esantioanele de ordin par ({z[2n]}, 57777) si altul — esantioanele de
ordin impar ({z[2n+1]},577=7)- Aceasta conduce la separarea calculului TFDay, in doua partj,
fiecare operind cu o formula de calcul aferenta TFD,;. Daca se noteaza cu GG imaginea prin
TFDj, a secventei de esantioane pare si cu H imaginea prin TFD,; a secventei de esantioane
impare, atunci formula de calcul (38) se exprima echivalent astfel:

X[k] = GE%M] + w,, HE%M], Vke0,2M —1. (39)

Schema de calcul asociata acestei formule este ilustrata in Figura 4.

Procedeul de calcul a carui ultima etapa tocmai am prezentat-o poate fi continuat utilizind
un rationament similar, daca dimensiunea suportului secventei de intrare este divizibila cu 4:
N = 4M. In acest caz, cele doua blocuri de calcul ale TFD din Figura 4 pot fi "sparte” in 4

22



.’13[2} — " TFDy,
s[2M — 2] — /m X[M — 1]

1
F Wy g
28] ——1 TFDy T XM +1]
H[M —1] Y2m72M-1

Figura 4: Ultima etapa de calcul a unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalului in timp.

blocuri, fiecare dintre ele fiind responsabil cu calculul unei TFD de dimensiune de 4 ori mai
mica decit cea initiala: TFD,;. Aceste 4 blocuri ofera datele de intrare in penultima etapa
(treapta) de calcul. Spre deosebire de ultima treapta de calcul care opereaza cu radacinile de
ordin 4M ale unitatii, treapta anterioara ei va utiliza radacinile de ordin 2M/ ale unitatii.

In general, daca dimensiunea suportului este o proportionala cu o putere a lui 2, de e-
xemplu cu 2¥ (unde L € IN*), atunci dimensiunea TFD efective de calcul va fi redusd prin
acest procedeu de 2% ori, in timp ce semnalul de intrare va fi segmentat in 2* secvente tempo-
rale. Numarul treptelor de calcul va fi egal cu L, dupa evaluarea celor "mai mici” TFD, care
initializeaza, de fapt, intregul proces de calcul.

Aceste observatii conduc la concluzia ca durata secventei de intrare ar trebui sa fie egala
cu o putere a lui 2, pentru a fructifica intregul cistig datorat procedurii anterioare. De regula,
aceasta cerinta este prea restrictiva. De aceea, in practica, se opereaza fie o eliminare a valorilor
semnalului de intrare pina la prima putere a lui 2 inferioara duratei sale, fie o completare cu
zerouri pina la prima putere a lui 2 superioara acestei durate. Mai exact, daca x € Sy, cu
N > 2, atunci exista un numér natural nenul L astfel incit: 20 < N < 2541 Aceasta conduce
la urmatoarea modificare a secventei de intrare:

e daca N — 2L < 2L+l — N atunci secventa va fi trunchiati retinindu-se numai primele 2%
valori, restul fiind eliminate;

e daca N — 2 > 2L+ _ N atunci secventa va fi completata cu zerouri pina cind durata ei
devine egals cu 26+

In ambele cazuri, insd, valorile TFD vor fi afectate si de erori de metods, in afara celor de
calcul. Cu toate acestea, erorile se situeaza intr-o gama de valori limitata, cu atit mai mica cu
cit numarul N este mai mare.

S# consideram, de exemplu, ca secventa de intrare are doar N = 8 = 23 esantioane. Atunci
schema de calcul a TFDg are doar L = 3 trepte de calcul, aga cum este ilustrat in Figura 5.
In acest caz particular, se observa cd, practic, singurii coeficienti ce provoaca efectuarea de
inmultiri complexe sint: wj = w?, wi = w§, wg, w3, w3, wl. In consecinta, aga cum vom vedea,
complexitatea algoritmului este redusa considerabil.

6.2 Evaluarea complexitatii de calcul

Vom evalua numarul aproximativ de operatii necesar in cadrul algoritmilor de tip FFT
bazati pe segmentarea semnalului in timp, plecind de la ultima treapta de calcul (cea mai din
dreapta in figurile anterioare) catre prima (cea mai din stinga, in aceleasi figuri).

S& consideram ca durata semnalului de intrare este de forma: N = 2FM, unde L, M € IN*.
Daca utilizam Algoritmul optimizat al lui Goertzel pentru a evalua TFDy, atunci numarul
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Figura 5: Schema de calcul aferenta unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalului in timp,
in cazul duratei finite egale cu N = 23 = 8.

total de operatii poate fi exprimat cu ajutorul relatiei (36), dupa cum urmeaza:

OclL,M] = OglL, M]+ Og, L, M] < 257IM (2P0 +5)| o+ [252M (2PM 1+ 1)) =

[22LM2 + 5. 2L71M]. + [22(L+1)M2 + 2L+2M}+ ’ \V/L7 M € IN* .

Este evident ca, daca L € {0,1} si M € IN*, atunci:
M—-1

Ocal0, M] = { ](2M+5) Oca[l,M] = M@AM +5)

&
Oci0,M] = 4AM(M +1) (1 — 6[M — 1)) Oc+[L,M] = 8M(4M +1)
(40)
Sa consideram acum ca valorile TFDy se calculeaza cu ajutorul procedurii descrise in
sectiunea anterioara. Atunci ultima treapta de calcul este exprimata de o relatie similara
u (39). Se observa ca, pentru fiecare valoare k € 0, N — 1, aceasta formula necesita (maxim)
4 inmultiri si 4 adunari efectuate intre numere reale. In consecinta, numarul de operatii al
ultimei trepte de calcul este cel mult egal cu 4N inmultiri i tot atitea adunari reale. Daca
utilizam Algoritmul optimizat al lui Goertzel pentru a evalua valorile lui H si G (care provin
de la TFDyz-1), atunci numarul total de operatii necesar pentru a implementa relatia (39)
este urmatorul:

O[L,M] = OJL, M|+ O,[L,M| =
2642M 42 Oga[L — 1, M]|_+ [272M +2- Oy [L — 1, M]L =
_ {2L+2M +oL-1)y (2LM + 5)}. + {2L+2M + oLt2)r <2L71M + 1>L _

(22571 413 - 2L—1M]. + 2252 4 2L+3ML . VL ,MeIN*.

Daca s-ar fi utilizat direct Algoritmul lui Goertzel in varianta sa optimizata, atunci numarul
de operatii ar fi fost mai mare de aproximativ 2 ori.
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Relatia anterioara pune in evidenta o formula recurenta de evaluare a numarului de operatii,
care poate fi exprimata pe componente, astfel:

OJL,M] = 2L2M +2-O L —1,M] <2L2M + 2. Oc.[L — 1, M]
, YL, M e IN* .

O, L,M] = 212M +2- O [L —1,M] <2L2M +2- Og,[L — 1, M]
(41)

Initializarea acestor formule se realizeaza cu ajutorul relatiilor (40):
M -1
0.0, M] = o&me——[ kmw+5)

, VMeN". (42)

O [0,M] = Ogy[0,M]=4M(M +1) (1 —6[M — 1))

Este relativ simplu, deci, de a exprima aceste numere in cazul utilizarii a L trepte de calcul
succesiv, dupa segmentarea temporald a semnalului in 2 secvente de durata M si evaluarea
celor 2 seturi de valori ale TFD,,:

[ OLJL,M] = 2FF20M 421 28N 4o 4 2871230 4 28 . O,[0, M] =

M-1
_ %Huw+[12}@M+@

, YL, M e IN* .
O [L,M] = 28920 + 2V 28F N oo 4 2071230 + 28 . O, [0, M] =
I = 2LT2LM +AM(M + 1) (1 — §o[M — 1])
(43)
Dacd M < 2% (caz des intilnit in practicd), atunci se constata ca:
O[L, M] = O[N] ~ [4 N log, N], + [4 N log, N], . (44)

Reamintim ca, in cazul Algoritmului lui Goertzel, chiar in varianta optimizata, acest numar
pastreaza proportionalitatea fatd de N? (vezi (37)). In consecinti algoritmii de tip FFT din
aceasta categorie aduc o imbunatatire semnificativa relativ la complexitatea de calcul.

De regula, N = 2, acest lucru obtinindu-se prin procedeul completarii cu zerouri sau al
eliminarii de valori descris in sectiunea anterioara. In acest caz (M = 1), rezulta ca numarul
total de operatii este dat de formula urmatoare:

O[N] = [4N log, N|, + [4N log, N, (45)

6.3 imbunétét;iri aduse de calculul de tip ”fluture”

Schema de calcul din Figura 5 este reprezentativa pentru algoritmii de tip FFT din aceasta
categorie, desi ea reprezina doar un caz particular extrem de simplificat. Vom utiliza aceasta
schema pentru a extrage caracteristicile principale ale algoritmului general, cu scopul de a
imbunatati si mai mult eficienta sa (adica de a reduce din nou numarul total de operatii).

Pentru a simplifica expunerea din aceasta sectiune, vom considera ca secventa de intrare are
durata de forma N = 2%, cu L € IN*. Atunci schema de calcul din Figura 5 poate fi utilizata
pentru a ilustra principiul de lucru al algoritmului in acest caz general. Pentru inceput, in
Figura 6 prezentam o schema bloc a evolutiei semnalului de la forma sa initiala pina la forma
finala, care reprezinta T'F'Dy(x). Fiecare bloc de calcul reprezinta una dintre cele L trepte de
calcul aferente (sint numai 3 blocuri, in cazul secventei de durata N = 8). Intrarea unui bloc
oarecare | € 1, L este un vector v;_; € RN (de dimensiune constanta) iar iegirea — un vector
v € RY (de aceeasi dimensiune). Algoritmul este initializat cu un vector vy ale carui elemente
sint determinate de valorile secventei de intrare x, rearanjate in alta ordine, asa cum vom arata
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T~o 1 Uy .- 1 Vi1 -+ - VL1 L v, — X

Figura 6: Schema bloc de calcul aferenta unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalului in
timp, in cazul duratei finite de tipul N = 2%,

in continuare. Vectorul de iegire v, conduce direct la determinarea T'F' Dy/(x), fara a fi necesara
rearanjarea elementelor lui in alta ordine.

Convenim ca elementul ”p” al vectorului oarecare ”v;” sa fie notat cu "v[p]” si nu cu "vy,”
cum ar fi normal, pentru a evidentia mai clar indicele ”p”. Vectorul de initializare este construit
plecind de la o rearanjare a elementelor secventei x intr-o anumita ordine. Pentru a deduce
regula de rearanjare, este suficient sa privim din nou Figura 5 gi sa generalizam aceasta situatie.

Fie p € 1,2F arbitrar fixat. Dorim sa exprimam vg[p| in functie de egsantioanele lui z. Pentru
aceasta, plecam de la faptul ca exista un unic numar natural ¢ € 1,2%-! i un unic numar binar
e € {0, 1} astfel incit: p = 2¢+¢ — 1. (Practic, am exprimat faptul ca p este fie par, fie impar.)
In aceste conditii, se constata cu usurinta ca:

Y

e daca p € 1,251 atunci:

volp] = x [2(61 -1+ 2L_1€} =z [p + (1 — p%2) (QL_l — 1) - 1} :

e dacd p € 2L-1 + 1, 2L atunci:
wlpl =2 [2q=1)+2" e =) + 1] = [p+ (1 - p%2) (277 1) —2771]

Aceasta regula poate fi reprezentata compact cu ajutorul treptei unitare discrete, ug, in forma
urmatoare:

volp] < @ [p + (1= p%2) (27 = 1) - 2<L‘1)“0[”‘2L_1‘1]} , Vpel2l. (46)

Odata vy construit cu ajutorul regulii de rearanjare (46), toti ceilalti vectori intermediari
si cel final nu mai necesita rearanjari ale elementelor in aceasta varianta de algoritm. Daca
vectorul final vy, a fost determinat, atunci TFD se obtine direct din acesta, astfel:

X[kl =v[k+1], Vke0,20—1. (47)

Aceste precizari de ordin global privind algoritmul ne permit acum sa studiem structura
intima a unui bloc de calcul din schema anterioara. Fie [ € 0, L — 1 un numar arbitrar fixat, pe
care 1l vom utiliza pentru a eticheta cu 7 (I + 1)” blocul (treapta) de calcul in studiu. Intrarea
acestui bloc este vectorul v;, iar iegirea sa — vectorul v, 1. Vom deduce regula care sta la baza
constructiei vectorului de iesire din cel de intrare, folosind tot Figura 5. Privind aceasta figura
se constata imediat ca pentru a construi un element al vectorului de iesire, sint necesare numai
2 elemente ale vectorului de intrare si o anumita valoare a unei radacini de ordin 2*! a unitétii.
Aceasta regula de calcul se pastreaza si In cazul general, ea fiind invarianta la durata secventei
de intrare. Sa revenim la cazul general si si alegem urméitoarele numere: p € 0,2L-1-1 — 1 gi
m € 1,241, Atunci regula de calcul de mai sus se exprima matematic astfel:

e dacam € 1,2k

v 27+ m] = wint o 2 p+ 2 m] o |2 p 4 m)
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e daca m € 2t 4 1,2H1:
Vi1 [2”119 + m} = winl v [2”1]9 + m} + [2l+1p +m — 21} .

O forma echivalenta a acestei reguli de calcul este urmatoarea:

Vi1 [2’“1) + m} = wit'u [21+1p + 20+ m} + {2”1]9 - m} Vie0,L—-1
, Vme 1,2 )
Vi1 [21+1p + 2L+ m} = wglljlm’l U [2l+1p + 204 m} + {2l+1p + m} Vpe€o0,2L-1-1 1
(48)
Daca se tine cont c& wiy;" = — why,, atunci rezulta o ultima forma echivalenta:
Vi [2’+1p + m} = [2l+1p + m} +wlit [2’+1p + 2l 4 m} Vie0, L—1
, Vme 1,2
Vi1 [2”1]) + 20+ m} = [2l+1p + m} — Wi [2’“]) + 2L+ m} Vpe0,2L-1-1 -1
(49)

Relatiile echivalente (48) si (49) conduc la schemele echivalente de calcul din Figura 7.
Aceste scheme scot in evidenta ca unitatea elementara de calcul din cadrul oricarui bloc are

2l+lp+m] Vi [21+1p+m] v [21+1p+m] Vi [21+1p+m}
O ° O

Ug[

l — -1
gzi_fn ! 20 ° w;rle N -1 20
v 2 p+ 2+ m] o 27+ 28+ m] o 27 p 4 28+ m)] vigr [27p 4+ 28+ m]

Figura 7: Doud scheme echivalente ale unitatii de calcul de tip ”fluture” specifice unui algoritm de tip
FFT, bazat pe segmentarea semnalului in timp.

forma aripilor unui fluture, de unde si denumirea aferenta. De altfel, unitatea de calcul de tip
"fluture” (butterfly) este singura care contribuie la determinarea vectorului de iegire din cel de
intrare, prin utilizarea ei in mod repetat.

Schema echivalenta din dreapta conduce, totodata, la micgorarea de doua ori a numarului
total de operatii al algoritmului, deoarece, spre deosebire de schema din stinga, aici una dintre
cele 2 inmultiri complexe a fost inlocuita cu o schimbare de semn.

In conditiile utilizarii unitatii de calcul de tip "fluture” in varianta eficienta (din dreapta),
numarul total de operatii scade la:

O[N] ~ [2N log, N], + [2N log, N], = [4N logy VN]_ + [4N log, VN . (50)

Schema din Figura 5 poate fi exprimata in varianta eficienta ca in Figura 8. Se observa ca, in
acest caz, numarul de inmultiri complexe este sensibil redus. Evitarea rearanjarii elementelor
vectorilor intermediari conduce la cresterea dimensiunii geometrice a unitatii elementare de
calcul de tip "fluture”, ceea ce conduce la schimbarea permanenta a intrarilor si iegirilor acesteia.
(Asa cum vom vedea, este posibila mentinerea constanta a formei acestei unitati de calcul, cu
o rearanjare adecvata a elementelor vectorilor.)

Algoritmul poate fi implementat de aga manierd incit toate rezultatele intermediare i cel
final sa fie memorate succesiv numai in locatiile aferente vectorului de intrare. In mod normal,
insa, semnalul initial este conservat intr-un vector separat, in scopul utilizarii lui gi in alte
eventuale proceduri. Practic, acest algoritm necesita 2 vectori avind fiecare cite 2% locatii de
memorie dedicate numerelor complexe.
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Figura 8: Schema eficienta de calcul aferentd unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalului
in timp, in cazul duratei finite egale cu N =23 = 8.

6.4 Forme alternative

Schema de calcul din Figura 8 poate fi reorganizati diverse forme alternative. In aceastd
sectiune, vom prezenta 3 astfel de forme, fiecare conducind la cite un algoritm de tip FFT bazat
pe segmentarea semnalului in timp. Generalizarea la cazul N = 2© a schemelor particulare care
urmeaza nu constituie o problema.

6.4.1 Algoritmul Cooley-Tukey

Una dintre primele referiri la algoritmii de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in
timp se datoreaza lui Cooley si Tukey ([2]). Spre deosebire de algoritmul prezentat in sectiunea
anterioara, Algoritmul Cooley-Tukey pleaca de la semnalul original cu esantioane ordonate
normal si ofera valorile TFD intr-un vector cu elemente rearanjate, asa cum se poate sesiza in
Figura 9. Este usor de demonstrat ca aceasta schema de calcul continua sa fie corecta. Practic,
in acest caz, nu se poate evita varierea dimensiunii geometrice a unitatii elementare de calcul
de tip "fluture”, dar, in loc sa creasca, aceasta dimensiune scade.

Vectorul de intrare al acestui algoritm se obtine simplu, astfel:

wlpl =zp-1], Vpel2F. (51)

Regula este asemanatoare lui (47) din sectiunea anterioara. Pentru a preciza si regula de
obtinere a valorilor TFD din vectorul de iegire, sa consideram ca am fixat arbitrar numarul
intreg k € 0,2L — 1 gi ca dorim sa determinam indicele p al vectorului v;, care conduce la
egalitatea: v [p| = X[k|. Se observa ca:

e daca numarul £ este par, atunci:
1+k , ke0,2L-1 -2
p= ;
L+k— (271 =1) | ke2l120 -2

e daca numarul k£ este impar, atunci:
2L~ 4 k , kel 271 -1
p =

2L*1+k:—(2L*1—1) kel T+ 1,20 —1
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e v%‘ev‘. ui -1 w -1 X16]
2l4] A‘%’#“m X]1]

.

wy
\ w}
)

Figura 9: Schema de calcul aferentd Algoritmului Cooley-Tukey, in cazul unei secvente de duratd finitd
egald cu N =23 = 8.

Aceste observatii conduc la concluzia ca regula de obtinere a valorilor TFD este urmatoarea:
X[k = vy [20700) g — (2570 — 1) g [k - 2"71]] | Vke€0,20 T, (52)

unde, ca de obicei, uy indica treapta unitara discreta. Practic, relatia (52) este inversa relatiei
(46) din sectiunea anterioara.
6.4.2 Algoritmul modificat, cu intrari si iesiri ordonate normal

Daca se doreste evitarea acestor reguli de indexare de la initializarea sau din finalul al-
goritmului, atunci se poate utiliza forma alternativa a schemei de calcul din Figura 10. De

2[7] J -1 wi /-1 UB, o -1 20 X[7]

Figura 10: Schema de calcul aferentd unei versiuni a algoritmului de tip FFT bazat pe segmentarea
semnalului in timp, care opereazd cu intrari si iesiri ordonate normal, in cazul duratei finite egale cu
N =23=8.

aceasta data, regulile de "rearanjare” sint (51) si (47). Pretul platit pentru evitarea rearanjarii
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este complicarea treptelor de calcul intermediare si finala, unde configuratia unitatii de calcul
de tip "fluture” a fost puternic deformata. Efectul acestei deformari consta in complicarea
modalitatii de adresare a intrarilor si iegirilor acestei unitati de calcul. Mai mult, deformarea
nu este uniforma, ea avind exprimari diferite pentru trepte de calcul diferite.

6.4.3 Algoritmul lui Singleton

Pentru a elimina neajunsul configuratiei variabile de-a lungul si in interiorul treptelor de
calcul a unitatii elementare de tip ”fluture”, Singleton a propus in [5] si [6] o schema de calcul
care conserva aceeagi geometrie a unitatii elementare de calcul, desi deformata. Asa cum se
poate sesiza din Figura 11, pretul platit pentru a obtine acest avantaj il constituie, pe de

x[0] X10]
2[4 ‘ ﬁ X[
: §{£ 2‘3 :
Z[j ‘/ / i [:]
) ‘}\v '” v
2[7] -1 -1 w1 X17]

Figura 11: Schema de calcul aferenta Algoritmului lui Singleton, in cazul unei secvente de duratd finita
egald cu N =23 = 8.

o parte, rearanjarea valorilor intrarii dupa regula (46), iar, pe de alta parte, utilizarea unei
indexari diferite a iesirilor unitatii elementare de calcul (fata de cazul prezentat in sectiunea
anterioara).

Cu toate acestea, utilizarea unei unice configuratii a unitatii elementare de calcul atit in
interiorul oricarei trepte de calcul, cit si de-a lungul treptelor de calcul poate conduce la un
cigtig important de eficienta. Algoritmul lui Singleton este predispus implementarilor pe baza
de rutine autorecurente datorita aspectului repetitiv al schemei sale de calcul.

7 Algoritmi de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in frec-
venta

7.1 Principiul general

Principiul general de constructie a algoritmilor de tip FFT este conservat in esenti si
in cadrul acestui capitol. De aceasta data, insa, semnalul de intrare este segmentat diferit,
astfel incit sa se poata separa calculul egsantioanelor de ordin par ale TFD de cele de ordin
impar. Reamintim ca TFD este un instrument de transformare a informatiei temporale in-
tr-o informatie frecventiala. De aceea, datorita acestui artificiu, se spune ca algoritmii de tip
FFT din aceasta categorie se bazeaza pe segmentarea semnalului in frecventa, desi, in realitate,
segmentarea efectiva se produce tot in timp.

Pentru a ilustra modul general de lucru al unui algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea
semnalului in frecventa, sa consideram ca secventa initiala x are suportul de lungime para,
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2M: x € Sgon. Aceasta proprietate permite exprimarea formulei de calcul directe a TED cu
ajutorul a doua sume care segmenteaza semnalul in doua jumatati:

aM—1 M-1 oM —1
X[k = Y znjwiy, = xnjwiy, + Z n) wiy; =
n=0 n=0

(53)
n] wik, + whik Z [n+ M]wgr, , Vke0,2M —1.

I
iM:
&

Deoarece termenii fiecirei sume contin numai esantioane de semnal ponderate de ”wihy,”, nu

este posibila exprimarea cu ajutorul a doud TFD de dimensiuni mai mici, in aceasta forma (aga
cum s-a intimplat in cazul segmentarii semnalului in timp). Observam, insa, ci: wiik = (—1)F,
deci sumele de mai sus pot fi din nou regrupate in una singura:

M-1
X[k =Y (] + (~DFzln+ M]) wify, Vke0,2M—1. (54)
n=0
Plecind de la aceasta formula de exprimare a TFD, se pot pune in evidenta doua tipuri de
valori:

e valori ale TFD de ordin par:

X[Zk:]:Mz_:l (z[n] +2[n+ M) why, Vke0,M—1;

n=0

e valori ale TFD de ordin impar:

M-1
X2k +1]= > (z[n] —x[n+ M]) wh,wiy, Yke0,M—1.
n=0
(in ambele situatii, s-a folosit faptul ca w23 = wi¥.) Rezultatul la care s-a ajuns ne permite
sa definim urmatoarele secvente discrete (din Sy, de aceasta data):

gn] ' zn] + zn + M]
, VneO, M—1. (55)

wf zn] — z[n + M]

hin]
Este evident, atunci, ca:
X[k] = (1= k%2) TFD(g)[k] + (E%2) TFD (" h[n]ws,,”) [k] , VEke€0,2M —1. (56)

Schema de calcul asociata acestei formule este ilustrata in Figura 12.

Procedeul de calcul a carui prima etapa am prezentat-o mai sus poate fi continuat utilizind
un rationament similar, daca dimensiunea suportului secventei de intrare este divizibila cu 4:
N = 4M. In acest caz, cele doua blocuri de calcul ale TFD din Figura 12 pot fi "sparte”
in 4 blocuri, fiecare dintre ele fiind responsabil cu calcului unei TFD de dimensiune de 4 ori
mai mica decit cea initiala: TFD,;. Aceste 4 blocuri primesc ca date de intrare rezultatele
penultimei etape (trepte) de calcul. Spre deosebire de cazul segmentarii in timp, aici semnalul
de intrare este o singura data impartit in doua, urmind ca numai iegirile fiecarei trepte de calcul
sa sufere succesiv segmentari. Aceste semnale de iegire au toate natura frecventiala, fapt care
justifica Inca o data numele dat categoriei de algoritmi de tip FFT aflatd in discutie.

In general, daca dimensiunea suportului este proportionala cu o putere a lui 2, de exemplu cu
2L (unde L € IN*), atunci dimensiunea TFD efective de calcul va fi redusd prin acest procedeu
de 2 ori, in timp ce semnalul de iesire va fi segmentat in 2° secvente (frecventiale). Numirul
treptelor de calcul va fi egal cu L, dupa evaluarea celor "mai mici” TFD, care definitiveaza,
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TFD,, —— X[3

g
/'\-S/] TFD,, [ =~ X[2]
4\ / oM 1)
2[M — 1] e . X[2M — 2]
s"\?
h

Figura 12: Prima etapa de calcul a unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalulut in
frecventa.

de fapt, intregul proces de calcul. Aceste observatii conduc la concluzia ca durata secventei de
intrare ar trebui sa fie egala tot cu o putere a lui 2, ca in cazul segmentarii in timp.

S& revenim acum la exemplul in care secventa de intrare are doar N = 8 = 23 egantioane.
Atunci schema de calcul a TFDg are doar L = 3 trepte de calcul, asa cum este ilustrat in
Figura 13. In acest caz particular, se observa ca, practic, singurii coeficienti ce provoaca

[0] X[0]
z[1] X[4]
2[2] X[2]
z[3] X 6]
(4] X[1]
2[5] X[5]
(6] X[3]
2[7) X[7]

Figura 13: Schema de calcul aferenta unui algoritm de tip FFT, bazat pe segmentarea semnalului in
frecventd, in cazul duratei finite egale cu N = 23 = 8.

efectuarea de inmultiri complexe sint: w?, wi, w2, wd. In consecinti, complexitatea algoritmului
este gi In acest caz redusa considerabil.

De altfel, toate observatiile din sectiunea 6.2 referitoare la evaluarea complexitatii de cal-
cul a algoritmului ramin valabile i aici. Mai mult, chiar, datorita formei speciale a unitatii
elementare de calcul de tip ”fluture” (redata aici direct in forma eficienta), numarul total de
calcule aferent acestei categorii de algoritmi este direct dat de:

O[N] ~ [2N log, N, + 2N log, N], = [4N log, VN| + [4Nlog, VN] (57)

ca si in cazul categoriei de algoritmi de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in timp.
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7.2 Corelatia cu algoritmii de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in timp

Cele doua categorii de algoritmi sint intercorelate datorits Teoremelor lui Tellegen si a
simetriei referitoare la reprezentarea sistemelor prin grafuri de semnale ([4]). In aceasta sectiune,
vom ilustra aceasta corelatie si o vom utiliza pentru a construi un algoritm de calcul al TFD
inverse.

Pentru a simplifica expunerea, vom considera ca secventa de intrare are durata de forma
N =2% cu L € IN*. Este evident ca schema bloc a evolutiei semnalului de la forma initiala la
forma finala (din care rezulta valorile TFD) se identifica tot cu cea din Figura 6 (de la pagina
26). Algoritmul este initializat cu un vector vy ale carui elemente sint determinate de valorile
secventei de intrare x, rearanjate in alta ordine, regula de rearanjare fiind descrisa de relatia
(51) din cadrul Algoritmului Cooley-Tukey (practic, nu este vorba de o veritabila rearanjare).
Vectorul de iesire v, conduce direct la determinarea TF Dy(z), dupa regula data de relatia
(52) descrisa tot in cadrul Algoritmului Cooley-Tukey.

Fiecare treapta de calcul are la baza o unitate elementara de tip ”fluture”, pe care o vom
studia in continuare. Fie [ € 0, L — 1 un numar arbitrar fixat, pe care il vom utiliza pentru a
eticheta cu ” (I +1)” blocul (treapta) de calcul in studiu. Intrarea acestui bloc este vectorul vy,
iar iegirea sa — vectorul vyy;. Legatura dintre elementele celor doi vectori este data, evident, de
urmatoarele relatii (usor diferite de (49) din capitolul anterior):

v [257p + m] = v [257p+m| + v 25 p + 28
, (58)
Uiy [QL_lp 4 281 m} = wj) (’Ul [2L_lp + m} — [2L_lp 4 28 mD
Vie0,L—1 , Vmel,2-1-1  V¥Vpe0,20 -1

Unitatea elementara de calcul de tip fluture arata ca in Figura 14.

v [2L71p+m] V41 [2L7lp+m]
O ~@
-1 wyy !
0 -®
v [287p 4 28711 4 m] v 287+ 287 o]

Figura 14: Schema unitatii de calcul de tip ”fluture” specifice unui algoritm de tip FFT, bazat pe seg-
mentarea semnalului in frecventd.

Aceasta schema se poate obtine din cea descrisa in Figura 7 (dreapta) prin transpunere.
Operatia de transpunere presupune schimbarea intrarilor cu iesirile gi inversarea sensurilor
tuturor arcelor grafului. Ea constituie legatura care se poate crea intre cele doua categorii de
algoritmi de tip FFT prezentate pina acum.

Mai precis, sa revenim la unitatea elementara de calcul de tip ”fluture” descrisa de (49) din
capitolul precedent. Atunci, se constata ca o modalitate echivalenta de a exprima operatiile
aferente este urmatoarea:

v [2541p + m] = ; (vigr [2%p +m) + vy |25 + 20+ m))
1-m ’
" [2l+1p—|— ol 4 m} _ w2§+1 (Uz+1 [2[+1p+ m} — U [2l+1p—|— ol 4 mD
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unde: [ €0,L—1, me1,2, pec0,2L-1-1 1,
Este evident ca schema de calcul aferenta noilor relatii este similara celei din Figura 14,

1
adaugind cite o multiplicare cu 3 pe fiecare dintre cele doua ramuri de iegire. Practic, aceste

relatii exprima matematic operatia de transpunere.

Aceasta observatie permite proiectarea unui algoritm de calcul pentru ITFD, folosind schema
de calcul a unui algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea semnalului in timp si operatia de
transpunere. Ceea ce se obtine este chiar un algoritm de tip FF'T bazat pe segmentarea semnalu-
lui in frecventa, avind coeficientii de multiplicare ugor modifcati (se tine cont de proprietatea de
periodicitate: wy® = wX ). Practic, treptele de calcul ale algoritmului initial sint transpuse
§i parcurse in sens invers succesiunii lor normale.

In general, se poate demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 7.1

Pentru orice algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea semnalului in timp exista un unic
algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea semnalului in frecventa, a carui schema de calcul se
obtine din schema originala prin urmatoarele operatii:

1. inversarea intrarilor cu iesirile;
2. inversarea sensului tuturor arcelor.

O

Rezultatul a fost folosit si in proiectarea algoritmilor de calcul pentru ITFD. Aceasta poate fi
verificatd cu usurintd, daca revenim la exemplul semnalului cu N = 2® = 8 esantioane. Schema
de calcul a ITFD este ilustrata in Figura 15.

el
) =
'L '
g g
SN LN
Y Y
_
C
0|~ [0~ |0~ |0
& = =
= N e

=
8
a><s

>
=
1
[y
S
[o.o]e))
g
NN
0| — |co| = |00 — |0o] =
=2 8
ORI

Figura 15: Schema de calcul aferenta Algoritmului de tip FFT utilizat pentru determinarea valorilor
ITFD, in cazul unui semnal de duratd finitd egald cu N = 23 = 8.

Tot Teorema 7.1 poate fi utilizata gi pentru a proiecta alte forme alternative ale algoritmului
de tip FF'T bazat pe segmentarea semnalului in frecventa, plecind de la formele alternative din
capitolul precedent.
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8 Algoritmi de tip FFT pentru semnale cu durata compozita
8.1 Principiul general

In capitolele anterioare, am pus in evidenta faptul c& algoritmii de tip FFT devin extrem
de eficienti daca durata semnalului de intrare este o putere a lui 2. Mai mult, am indicat si
o modalitate de ”completare/trunchiere” a acestei durate pina la cea mai apropiata putere a
lui 2, daca aceasta restrictie nu este satisfacuta. Reamintim ca, totusi, aceasta modificare a
duratei originale atrage dupa sine introducerea unei erori de metoda in calculul TFD cu ajutorul
unui algoritm de tip FFT. Aceasta eroare poate fi inacceptabila in anumite aplicatii, unde este
necesar ca precizia de determinare a spectrului semnalului de intrare sa fie ridicata. De aceea,
o alta categorie de algoritmi de tip FFT a fost definita, durata semnalului fiind, in acest caz,
cea originala, nu neaparat o putere a lui 2, categorie pe care o vom descrie in acest capitol.

Durata unui semnal este un numar natural /N, care se poate descompune in factori primi:

N:P1P2"‘PL. (59)

Aici, Py, ..., Py sint numere prime nu neaparat distincte intre ele. Datorita acestei exprimari,
se mai spune ca N este un numar compozit, iar secventa a carei durata este chiar N se numeste
si secventa cu durata compozita.

Dacd notdm cu Q; 2 Py--- Py, atunci N = P;Q; si secventa initiald z € Syy se poate
segmenta in P} semnale avind fiecare durata egala cu Q);:

e semnalul 1: {z[0], z [P], ..., z[(Q1 — 1) PA]};
e semnalul 2: {z[1], z [P+ 1], ..., 2 [(Q1 — 1) P, + 1]};
e semnalul Py: {z [P, — 1], z[2P, — 1], ..., z[Q:P — 1]}.

In aceste conditii, X "¢ TFD(z) se exprim astfel:

PiQ1—-1 P —1Q:1—-1

de
Xk Y alnluie, = X X wleP+pl wpf ™ =
n=0 p=0 ¢q=0
P1 1 Ql—l Pl 1
= Z wPlQl > z[qgPr + p] le Z wPlQl p [K%Q1] ., VEe0,PQ—1,
q=0
(60)
unde: 011
-
G K S wlgPi+plwl , Vkel,g—1, VpeO,P—1.
q=0

Practic TFD(x) a fost exprimata ca o suma ponderata de alte TFD de dimensiuni mai mici,
relatia (60) constituind o generalizare a lui (38).

Procedeul poate continua pentru fiecare dintre cele P TFD ("G),”), exprimind (1 = P2Qs,
apoi (2 = P3Q)3, etc. In final, ;1 = P, si vor fi puse in evidenta tot L trepte de calcul ca
in cazul categoriilor de algoritmi de tip FF'T descrise in capitolele precedente, numai ca, aici,
intrarea fiecarei trepte este segmentata eventual in mod diferit de intrarile celorlalte trepte.
Formula teoretica de calcul a TFD este, in acest caz, urmatoarea:

P—-1 kP2 1 N Pr_1-1 k
= > Wi DY Wy Y wy ) Gpipyepyy [K%PL], VEeO,N—1, (61)
p1=0 p2=0 prL—1=0
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unde:

Pr—1
de
(C/——] 2! Z zpLPr - P+ pr—aPr---Pro+ -+ po P+ pi] w%k )
pL=0

VkeO, P, —1.

8.2 Evaluarea complexitatii

Pentru a evalua efortul de calcul implicat de implementarea formulei (61), vom apela la un
procedeu inductiv in raport cu numarul de factori primi, L. Sa consideram, pentru inceput,
ca L = 2 (deci @1 = P») si ca valorile oricarei TFD de durata P, au fost evaluate cu un
efort de calcul notat prin O [Py]. Atunci formula (61) coincide cu formula (60). In acest caz,
pentru fiecare k € 0, N — 1, sint necesare (P, — 1) inmultiri complexe (inmultirea cu w% nu este

luata in considerare in aceasta suma) si (P, — 1) adunari complexe, ceea ce revine la 4 (P; — 1)
inmultiri reale gi 4 (P, — 1) adunéri reale. In total:

O[N] = AN (P, — 1)], + 4N (P, — 1)], + P,O [j_ﬂ |

Daca L = 3, atunci formula de mai sus devine:

OIN] = [AN (P + Py — 2)], + [AN (P + P, — 2)], + PLP,O [Pi\;z] |

In general, pentru L € IN \ {0, 1}, se poate scrie ca:
O[N] = UNP +Po+---+ P, —(L—1))],+[4N(P1+P2—|--'-—|-PL_1—(L—l))]+ +

+ PPy P O[P] .
Daca N este un numar prim, atunci vom considera ca:
O[N] = [AN?] + [AN*—2N]|
. +

aga cum am aratat in Capitolul 4 (vezi relatia (30)). Cum Pp est un numar prim, numarul
total de operatii pentru algoritmul de tip FFT asociat secventelor compozite este urmatorul:

ON|]=[AN (P + Py +---+PL— L) +4N|,+ AN (P + Py +---+ PL — L) +2N], . (62)

Dependenta directa a numarului total de operatii de cantitatea N (P, + P+ -+ + P, — L)
arata cd, pentru a obtine o eficienta ridicatd, este necesar ca numarul de factori, L, sa fie cit
mai mare. De aici, s-a ajuns la exprimarea in factori primi, care este optima. Insa, din punct de
vedere formal, nu se observa nici un avantaj in alegerea unei combinatii de factori in favoarea
alteia.

In cazul particular cind N = P, numairul total de operatii devine eval cu:

O[N] = [ANL(P —1)+4N], + ANL(P — 1) + 2N], =
= [4N(P —1)logp N +4N], +[4N(P —1)logp N +2N], .

8.3 Exemple

Modul de lucru al unui algoritm de tip FFT destinat secventelor cu durata compoziti poate
fi mai bine inteles in cadrul citorva exemple sugestive. Vom analiza in continuare doua cazuri
des intilnite in practica: unul in care durata semnalului este un multiplu de 3 si altul in care
ea este un multiplu de 4.
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8.3.1 Cazul duratei divizibile cu 3

Fie x € Sysu. In acest caz, formula de calcul a T'F D3y, (z) este urmatoarea:

2 M-1
Zw x[3q + plw Zw Gplk%M], Vke0,3M —1,
q=0
unde:
dep M -
Gplk] = Y [Sq—l—p]wM, VkeO, M—1, Vpe0,2
q=0

Schema de calcul asociata ultimei trepte a algoritmului de tip FF'T bazat pe implementarea
formulelor de mai sus este ilustrata in Figura 16 (stinga). Aici, k € 0, M — 1.

ﬂ Golk] X [K]
N X[M + K]
Gk X[2M + k]

Figura 16: Doua scheme de calcul echivalente, asociate ultimei trepte a unui algoritm de tip FFT pentru
secvente cu durata compozita divizibila cu 3.

Aceastd schemi poate fi optimizatd, daci se tine cont ca multiplicatorii w%,, si w2, pot

fi izolati pe ramuri distincte, inainte de intrarea in procesul de calcul efectiv. Totodata, este
evident ca:

M o1 . oM . AM
W3py = W3 w3M_w3 ; wSM_w3>

fapt care conduce la schema echivalenta din Figura 16 (dreapta).

Aceasta schema este optimizata, de aceea vom efectua asupra ei analiza complexitatii de
calcul. Astfel, pentru fiecare & € 0, M — 1, sint necesare 6 inmultiri complexe si 6 adunari
complexe. Aceasta revine la 24 de 1nrnu1§1r1 reale si 24 de adunari reale. Daca O[M] este
numarul de operatii necesar pentru a implementa calculul unei T'F'D,,, atunci numarul total
de operatii al algoritmului de mai sus este urmatorul:

O[BM] = [24M], + [24M], + 30[M] .
Daci secventa de intrare are durata de forma N = 3%, atunci:

O[N] = [8N logz N|, + [8N logs N,

8.3.2 Cazul duratei divizibile cu 4

S4 consideram acum ci x € Sgqps. Atunci o formuld de calcul a TF D, () este urmatoarea:

M-1
Zw x[dq + plw Zw Gplk%M], Vke0,4M —1,
q=0
unde:
defol -
Gplk] = Y zfdg+plwl, VkeO,M—1, Vpe0,3
q=0
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Aceasta relatie de calcul nu este unica, evident. In Capitolele 6 si 7 am prezentat inca doua
variante de calcul. Studiind acest exemplu, vom vedea, insa, ca, uneori, este mai eficient sa
nu se realizeze o descompunere a duratei compozite pina la factorii primi, mai ales in cazul
factorilor cu multiplicitati supraunitare.

Tinind cont de valorile extrem de speciale ale radacinilor de ordin 4 ale unitatii, T'F Dy se
poate exprima astfel, pentru fiecare k € 0, M — 1:

[ X[#] = Golk] + wiyGik] + wii, Ga[k] + wit, Gs|k]
X[M+k = Golk] = jwiyGilk] — wit; Golk] + j wi, Gs[k]

X[BM+ k] = Golk]| —i—jwifMGl[/f] — wﬁ/[GQ[k’] —jwﬁ/ng[/{]

In consecinta, schema de calcul asociata ultimei trepte a algoritmului de tip FF'T bazat pe
implementarea formulelor de mai sus este ilustrata in Figura 17. Ca de obicei, k € 0, M — 1.

Golk]

G[k]

Gholk]

G3[k]

Figura 17: Schema de calcul asociatd ultimei trepte a unui algoritm de tip FFT pentru secvente cu durata
compozita divizibild cu 4.

Aceasta schema este direct optimizata, de aceea vom efectua asupra ei analiza complexitatii
de calcul. Pentru aceasta, nu vom mai contoriza inmultirile cu numerele imaginare +7, deoarece
ele sint echivalente doar cu interschimbari ale partilor reale si imaginare, insotite de eventuale
schimbari de semn. Astfel, pentru fiecare k € 0, M — 1, sint necesare doar 3 inmultiri complexe
i 12 adunari complexe. Aceasta revine la 12 inmultiri reale si 30 de adunari reale. Daca O[M]
este numarul de operatii necesar pentru a implementa calculul unei T'F' Dj;, atunci numarul
total de operatii al algoritmului de mai sus este urmatorul:

Ol4M] = [12M], + [30M], +4O[M] .
Daca secventa de intrare are durata de forma N = 4%, atunci:

O[N] = [6N10g4 \/NL + [15N10g4 \/NL

Reamintim ca, in cazul utilizarii unui algoritm de tip FF'T bazat pe segmentarea semnalului in
timp, cele mai bune performante erau masurate de urmatoarea relatie:

O[N] = [4Nlog, VN] + [4Nlog, VN] = [8Nlog, VN] + [8Nlog, VN
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Aceasta aratéd ca, surprinzator, daca valoarea duratei este exprimata in forma N = 4% in loc
de 22F, se obtine o scidere cu 25% a numarului de iInmultiri, pe seama unei cresteri de aproape
2 ori a numarului de adunari, fapt care conduce la imbunatatirea eficientei de calcul. Totul se
datoreaza utilizarii radacinilor de ordin 4 ale unitatii i reducerii de 2 ori a numarului treptelor
de calcul (de la 2L la L).

Din acest exemplu se poate desprinde concluzia ci, in cazul duratei de forma N = 2L, este
mai eficient ca ea sa fie exprimata cu ajutorul puterilor lui 4. Astfel, exista o unica pereche
de numere a € {0,1} si 3 € IN care verifica relatiile: 268+ a = L si N = 2F = 2948 Plecind
de la aceasta observatie, algoritmul de tip FFT pentru durata N exprimata in aceasta forma
compozita este mai eficient decit cel clasic.

*

Abordarea din perspectiva segmentarii semnalului in timp poate fi inlocuita si in cazul
duratei compozite cu o abordare bazata pe segmentarea semnalului in frecventa, aceasta con-
stituind un exercitiu util pentru cititor.

Evaluarea TFD utilizind algoritmi de tip FFT pentru secvente cu durata compozita in locul
celor din capitolele precedente, are si avantaje si dezavantaje. Unul dintre avantaje ar fi acela
ca, in anumite cazuri (cum este gi ultimul exemplu de mai sus), eficienta poate fi crescuta, fapt
care conduce la un timp de calcul mai mic. In schimb, durata compozita poate conduce la
indexari extrem de complicate ale vectorilor intermediari, fapt care atrage dupa sine o crestere
a timpului de calcul datorata nu calculelor efective, ci accesarilor la memorie si rearanjarilor
datelor. De aceea, alegerea unei variante cit mai eficiente de algoritm de tip FFT va fi efectuata
in functie de structura intima a duratei secventei de intrare cu care se opereaza.

*

_ Algoritmii de tip FF'T prezentati in acest curs sint extrem de utilizati in aplicatiile practice.
In Capitolul 3, am aratat cum ar putea fi utilizat un algoritm de tip FFT in evaluarea valorilor
secventelor de convolutie liniara sau chiar ale Transformatei Z. Dar cele mai frecvente astfel
de aplicatii provin din domeniul Estimarii Spectrale ([4]). O serie de exercitii propuse spre
rezolvare in anexa urmatoare ilustreaza si mai mult rolul acestor algoritmi in solutionarea unor
probleme concrete de Prelucrare Numerica a Semnalelor.
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A Exercitii propuse

Exercitiul 1
Aratati ca operatorii SFD, TFD, ISFD si ITFD sint liniari.
Exercitiul 2
1. Daca = € Sév si m € Z, atunci sa se arate ca:
SFD (¢ &) [k] = wy* SFD (3)[K], VkeZ.

9 ~ : C o . . 2mnm
2. Daca fiecare valoare Z[n] a secventei periodice Z € S%’ este rotiti cu unghiul — N

atunci sa se arate ca:
SED ({w}" #[nl},cz) k] = SFD (&) [k +m] = ¢"™ SFD (3) k], Vke Z .

Exercitiul 3

Demonstrati proprietatile de simetrie ale SFD, specificate in Tabelul 1 de la pagina 3. Ce
devin aceste proprietati in cazul secventelor cu valori reale?

Exercitiul 4

Sa se calculeze produsul de convolutie periodica dintre secventele din Figura 18, unde
valorile lui Z si y sint redate numai pe perioada principala.

A ~ A ~

T Yy

(] O 6

5 5 O

4 @) 4

3 O 3

2 O 2

1 O d 1 1

o >

_10 1 2 3 4 5 6 n _10 2
2O -2
-3 -3
-4 O -4 O

Figura 18: Doud secvente periodice de perioade diferite.

Exercitiul 5
Sa se demonstreze ca operatia de convolutie periodica (notata prin "*”) este asociativa si
comutativa.

Exercitiul 6

Sa se demonstreze Teorema (directa) de convolutie periodica (Teorema 2.1, de la pagina 4).
Exercitiul 7

Aratati ca (Sév s+, 9?) este o algebra unitara comutativa, elementul unitar fiind im-
pulsul unitar periodic dyz.
Exercitiul 8

Sa se demonstreze proprietatile de deplasare circulara ale operatorului TFD (adica relatiile
(18) si (19) de la pagina 9), fara a apela la secventa periodica asociata unui semnal discret
de durata finita.
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Exercitiul 9

Demonstrati proprietatile de simetrie ale operatorului TFD, prezentate in Tabelul 2 de la
pagina 10. Ce devin aceste proprietati in cazul secventelor cu valori reale?

Exercitiul 10

Calculati produsul de convolutie circulara al secventelor de durata finita generate de sem-
nalele periodice din Figura 18. Comparati rezultatul cu cel obtinut prin evaluarea pro-
dusului de convolutie periodica.

Exercitiul 11

Sa se demonstreze ca operatia de convolutie circulara dintre secventele discrete de durata
finita este asociativa gi comutativa.

Exercitiul 12

Fie M si N doua numere naturale nenule alese astfel incit M > N. Aratati ca desi

San C Squm, totusi:
TR YFT® Y-

N M

Exercitiul 13

Demonstrati Teoremele de convolutie 3.1 si 3.2 din Capitolul 3.

Exercitiul 14

Fie un sistem liniar descris de urmatoarea ecuatie cu diferente:

yln] =ayln -1 +zn], VnelZ,

unde x este intrarea, y este iegirea, iar 0 < a < 1. Sa presupunem ca intrarea x este
N-periodica: x € Sév si sa o renotam prin . Mai presupunem ca sistemul stimulat cu
aceasta intrare a atins regimul stationar de functionare. Sa se determine secventa pondere
a unui filtru de tip FIR (in functie de a) care are proprietatea ca ofera aceeasi iegire ¥
ca gi sistemul de tip IIR de mai sus, atunci cind ambele sisteme sint stimulate cu aceeasi
intrare 7.

Exercitiul 15

Fie secventele periodice din Figura 19, fiecare dintre ele fiind notata cu Z. Se noteaza, ca
de obicei, prin X imaginea prin SFD a lui . Pentru fiecare dintre aceste secvente, nu este
precizata originea timpilor.

1. Pentru care dintre cele 3 secvente se poate alege convenabil o origine a timpului astfel
incit X sa fie reala?

2. Pentru care dintre cele 3 secvente se poate alege convenabil o origine a timpului astfel
incit X sa fie imaginara (cu exceptia valorii X[0])?

3. Pentru care dintre cele 3 secvente X are proprietatea X 2k] =0, Vke Z?
Exercitiul 16

Fie z € Sév . Este evident ca T este si o secventa 2N-—periodica. Se noteaza prin Xy
imaginea prin SFD a lui Z, considerata a fi o secventa N—periodica. Sa se determine Xsy
in functie de Xy.

Exercitiul 17

Fie doud secvente periodice & € 8§ si § € S}Y, unde M, N € IN*. Se construieste secventa
Z=T+7Y.
1. Si se arate ca z € SV,
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O o O OO0 © O OO0 0 O OO

(a) o—6—6—-6 o—6—6——-6 66656 >
O 0O O 0 O O 0O
o OO0 0O O 00O OO0 OO0
(c) g
OO0 OO0 OO0 0O OO0 OO0

Figura 19: Exemple de secvente periodice.

2. Sa se calculeze imaginea prin SFD a lui 2 (Z € SYV) in functie de imaginile prin SFD
ale componentelor sale aditive (X € SY si Y € Si1).

Exercitiul 18

Sa se determine imaginea prin SFD a imaginii prin SFD a unei secvente N—periodice.

Exercitiul 19

Sa se calculeze imaginile prin TFD ale urmatoarelor secvente de durata finita egala cu

N > 2:
L. z[n] = do[n], Vn € Z.
| =0d0[n—ng], Yn € Z, unde ng € 1, N — 1.

3. z[n| = a"Ry[n|, Vn e Z.
Exercitiul 20

In Figura 20 este trasat graficul unei secvente de duraté finit, z. Si se determine secventa

x[n]
e
e
e

O— OO OOy O O >
A A

-3-2-101 2 3 45 6

Figura 20: O secventa de duratd finita, cu crestere liniard.

urmatoare: y[n] = z[(—n)%4], Vn € Z.

Exercitiul 21
Daca x € Sgn, demonstrati ca: x[(—n)%N]| = z[(N —n)%N]|, Vn € Z.
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Exercitiul 22

Fie un semnal analogic stabil esantionat cu frecventa 1. Imaginea prin TCFD a sa este
esantionata, la rindul ei, cu ajutorul operatorului TFDy. Sa se determine distanta in
frecventa dintre doua esantioane succesive ale esantioanelor TCFD astfel calculate. Caz
particular: vy =10 kHz si N = 1024.

Exercitiul 23

Se stie ca imaginea prin TFD a unei secvente de durata finita € Syy coincide cu
esantioanele Transformatei Z a lui z (Z(z) "2 X), calculate in puncte echidistante ale
cercului unitar. Folosind aceasta proprietate, se cere sa se arate cum poate fi modifi-
cata secventa x astfel incit imaginea prin TFD a noii secvente sa coincida cu urmatoarele

esantioane ale Transformatei Z, calculate In puncte echidistante ale cercului de raza 0.5,
centrat in origine:
(G
2 k=0, 10
Exercitiul 24

Fie z € ['(Z) o secventd stabild de durata infinit, a cirei Transformatd Z este de forma:

1
Viz| > =.
2> 3

def 1
X(’Z) = 1 o 12_1 )
3
Sa se determine o secventa de durata finita y € Sy a carei imagine prin operatorul TFDy

are urmatoarea proprietate:

Y[k = X(2)| _as, , VhkeON 1.

Exercitiul 25

Fie z, un semnal analogic stabil de band& limitata, inclusa in intervalul [—2710% , +-2710%].
1073
16
a carei imagine prin operatorul TFD are urméatoarele proprietati speciale: X[420] = 5 i
X1[999] = 1. Folosind aceste date, sa se determine cit mai multe valori ale TCFC 7z, in

banda (—2710%, +2710%).

Se esantioneaza acest semnal cu perioada T = , obtinindu-se semnalul x € S41000,

Exercitiul 26

Fie z,y € Syn. Se noteaza cu X () Transformata Z a lui z si cu Y[-] imaginea prin TFD
a lui y. Daca X si Y sint legate prin urmatoarea relatie:

Y[k]:X(2)| | 2kl VEeO, N -1,

z=3e
sa se determine legatura care exista intre secventele x si y.

Exercitiul 27

Fie X imaginea prin TFD a secventei x € Sy .

1. Daca z[n] = —2[N — 1 —n], Vn € Z, sa se arate ca X[0] = 0.
2. Aratati ca daca N este un numar par §i z[n] = z[N — 1 —n], Vn € Z, atunci
N
X|=|=0.
)

Exercitiul 28

Sa se evalueze imaginea prin TFD a imaginii prin TFD a unei secvente de durata finita.
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Exercitiul 29

Sa se demonstreze urmatorul principiu de conservare a energiei (de tip Parseval) relativ la
secventele de durata finita:

Z_O jz[n]|* = ]1] lgj ITED(2)[K]|? .

Exercitiul 30

Fie x € Sgn §1 @¢p, T,p componentele sale simetric periodica, respectiv antisimetric pe-
riodica (definite in sectiunea 3.3). Se mai noteaza prin z., z, componentele simetric
conjugata, respectiv antisimetric conjugata ale lui = (definite in [8]).

1. Demonstrati ca x., si 2o, se pot construi folosind numai z., respectiv numai z,:

zn| + x[—n] + z[n — N] + z[N — n]

Tepln] = Rwln] (zeln] + zfn — N]) = Ru[n] 5

zn| — z[-n] + z[n — N| — [N — n|
2

Top[n] = Rnl[n] (xo[n] + x,[n — NJ) = Ru[n]

(unde n € Z).

2. Aratati ca, In general, z. nu poate fi construita cunoscind numai ., iar z, nu poate
fi construita cunoscind numai z,,. Demonstrati ca acest lucru ar fi totusi posibil daca
s-ar opera in contextul spatiului Sgn In loc de Sy

Exercitiul 31

Fie x o secventa de durata finita a carei imagine prin operatorul TFDg este ilustrata in
Figura 21. Plecind de la x, se construieste o noua secventa de durata egala cu 16, prin:

y=x12,

unde "1 M” este operatia de interpolare cu M zerouri. Sa se evalueze T'F Dyg(y).

O— OO o) OO O >
O I

-1-2-101 23 45678 910

Figura 21: Imaginea prin operatorul TFDg a unei secvente de duratd finita.

Exercitiul 32

Fie secventele discrete:

e 1
2] © woln] —uoln = 8], ¥ne Z & yln] ™ doln] + S oln—3], VneZ,
unde ug este treapta unitara discreta. Sa se calculeze secventa:

z=xX) Y.

10
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Exercitiul 33

Fie un filtru de tip FIR, avind secventa pondere h de durata egala cu 15. Sa presupunem
ca filtrul este stimulat cu o intrare x tot de durata finita, dar egala cu 25. Pentru a evalua
iegirea sistemului, y = x * h, se propune urmatoarea procedura de calcul:

Pas 1: Se definesc urmatoarele semnale din Sgoq:

T1=2-Rao & x9=(¢M%2) Rao

Pas 2: Se calculeazi X; 2 TF Dy, (x;) (1 € {1,2}).
Pas 3: Se calculeazi H Y TFDy, (h).

Pas 4: Se calculeaza V; & X, - H (i € {1,2}).

Pas 5: Se calculeazi y; 2 ITF Dy (Y:) (1 € {1,2}).
Pas 6: Se construieste y din y; si yo.

Poate fi reconstruit perfect y utilizind aceasta procedura? Daca da, descrieti cum. Daca
nu, determinati care dintre valorile lui y pot fi calculate exact folosind y; si ¥».
Exercitiul 34

Fie P si ) doua polinoame de grad N, respectiv M, avind coeficienti din corpul nu-
merelor complexe. Sa se imagineze o procedura de calcul a coeficientilor polinomului
produs R = P(Q), care sa apeleze numai la operatorii TFD si ITFD.

Exercitiul 35

Fie f un semnal P—periodic, continual, cu valori reale gi de banda limitata. Seria Fourier
complexa asociata acestuia este finita:

2mm t

M
f&)= > anert, VteR,
m=—M

iar coeficientul a,; este real.

. ) P : . .
Se esantioneaza [ cu perioada 17 = S0 obtinindu-se secventa discreta x,, care este
2M-periodica. Fie 1 = Z1Rop 51 X1 = TF Doy (7).
Se repeta algoritmul de mai sus pentru o perioada de egantionare de doua ori mai mica:

T = L obtinindu-se secventele Ty € SgM, To, X9 € Sqam-

Sa se arate cum se poate obtine in mod direct X, utilizind numai valorile lui Xj.

Exercitiul 36

Fie x o secventa de durata infinita a carei Transformata Z este notata prin X(-) g
secventa de durata finita egala cu N, a carei imagine prin operatorul TFDy este Y-
se determine relatia care exista intre x gi y daca:

Y[k = X(2)]

iyo
]. Sa

v, VkeO,N-1,

z:w&
def _ 2m ;
unde wy = e~ V7,

Exercitiul 37

1
Fie z[n| et o U0 [n], Vn € Z, unde uy este treapta unitara discreta. Se noteaza prin

X (e?*) imaginea prin TCFD a acestei secvente. Sa se determine semnalul de durata finita
y € Sq10 a carei imagine prin TFD;( are urmatoarea proprietate:

Y[k =X (e%7) , VkeD9.
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Exercitiul 38

Fie un filtru de tip IIR cauzal si stabil ale carui intrare si iesire verifica urmatoarea ecuatie
cu diferente:

y[n] :Zaky[n—k}—l—x[n}, VneZ.

Dorim sa determinam N egantioane in frecventa ale raspunsului in frecventa al filtrului
(H), calculate in radacinile de ordin N ale unitatii, utilizind un operator TFDy. O posi-
bilitate este sugerata de exercitiul anterior, dar ea necesita evaluarea explicita a secventei
pondere. De aceea, se poate imagina o solutie mai simpla.

1. Presupunind ca N > K, aratati cum se pot calcula cele N esantioane ale lui H
utilizind numai coeficientii ecuatiei cu diferente i un TFDy (prin intermediul citorva
calcule elementare).

2. Se poate generaliza acest rezultat la clasa sistemelor liniare descrise de o ecuatie cu
diferente de forma:

P Q
yln] =2 apyln—pl+ 3 byaln—d, VneZ?

q=1
Justificati raspunsul.

Exercitiul 39

Fie x € Syny si M < N. Dorim sa calculam valorile Transformatei Z ale lui x in cele
M radacini de ordin M ale unitatii. Sa se indice (si sa se justifice) o procedura de calcul
in care sa intervina o singura TFD,, aplicata unei secvente y obtinute din z printr-un
artificiu adecvat.

Exercitiul 40

Fie x € S45 si y € Sgo0. Se calculeaza secventa:

r = ITFDQO (TFDQ()(LU) : TFDQO(y)) .
Sa se determine care dintre valorile lui 7 corespund unor valori ale secventei x * y.

Exercitiul 41

Se initiaza o procedura de filtrare a unui sir foarte lung de date cu ajutorul unui filtru
de tip FIR a carui secventa pondere are durata egala cu 50. Tehnica utilizata este prin
salvarea suprapunerilor (descrisa in sectiunea 3.6).

Pentru aceasta, este necesar ca secventa de date sa fie segmentata, iar segmentele sa se
suprapuna peste V' esantioane. Filtrind fiecare segment, este suficient sa se calculeze iegirea
in numai M puncte, celelalte fiind deja calculate din filtrarea segmentului anterior.

Sa presupunem ca fiecare segment are 100 de esantioane si ca dimensiunea TFD de lucru
este de 128.
1. Sa se determine V' si M.

2. Sa se determine indexul de inceput si de sfirgit al celor M puncte.

Exercitiul 42

Fie x € Sgg 0 secventa discreta oarecare. La pagina 34, am enuntat Teorema 7.1, care
releva dualitatea dintre algoritmii de tip FFT bazati pe segmentarea semnalului in timp
si cei bazati pe segmentarea semnalului in frecventa. Folosind acest rezultat, sa se traseze
schemele de calcul corespunzatoare urmatoarelor forme alternative ale algoritmului de tip
FFT bazat pe segmentarea semnalului x in frecventa:
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e Algoritmul Cooley-Tuckey;
e Algoritmul avind intrarile i iegirile ordonate normal;

e Algoritmul lui Singleton.
Exercitiul 43

Fie x € S48 0 secventa avind durata compozita. Sa se descrie schema de calcul a unui
algoritm de tip FFT adecvat, eventual in forma optimizata. (Justificati rezultatul.)

Exercitiul 44

Sa se reia exercitiul anterior pentru o secventa x € Sgo9.

Exercitiul 45

Fie z € Syy. In Capitolul 5, am prezentat Algoritmul lui Goertzel destinat calculului

TFD asociate lui z (notata cu X), fara a implementa direct formula de definitie. In acel

context, am folosit faptul ca wy" " = 1.

z[n] Q > Y [n]

Figura 22: Doua scheme de calcul aferente variantei modificate a Algoritmului lui Goertzel.

- Yr[n]

1. Utilizind faptul cd wi* = 1, s se arate ca valoarea X [N —k| poate fi obtinuta utilizind
solutia dupa N iteratii a unei ecuatii cu diferente a carei schema de calcul este ilustrata
in partea stinga a Figurii 22. (Adica se cere sa se arate ca X [N — k] = yx[N], pentru
orice k € 0, N —1.)

2. Aratati ca X[N — k| este egal gi cu iegirea dupa N iteratii a schemei de calcul din
partea dreapta a acestei figuri.

Exercitiul 46

Implementarea eficienta a unui Algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea semnalului in
timp presupune utilizarea unitatii elementare de calcul de tip ”fluture” din Figura 23 (vezi
si Capitolul 6).

v [27p + m] v [27Tp + m]
® >0
wg?jll -1
20
v [2l+1p+ 2l _i_m} Vg1 [2l+1p+2l +m]

Figura 23: Unitatea elementara de calcul de tip ”fluture” care conduce la implementarea eficientd a unui
Algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea semnalului in timp.
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1. Aratati ca daca se impun restrictiile:
’vl [2”1p+m” < ; & ‘vl [2”1p+21 +mH < ; ;

atunci se poate evita eroarea de tip ”depagire in virgula mobila” (iegirea din intervalul
(—1,1)) in cazul implementarii acestei scheme de calcul. Practic, trebuie aratat ca:

e e} <1 [Refon g2 ]} < 1
1 o [25p 4 m] Y| < 5+ [Im o [ 2 b m] Y| < o
2. In practica, este mult mai simplu si mai convenabil sa se impuna conditiile urmatoare:

‘Re {vl [2l+1p+m}}‘ < ; : ‘Re {vl [21+1p+21 —|—m}}‘ < ; :

1 {u[2p 4 m]}| < 3 |im{w 202 e m] )| < o

Sint aceste conditii suficiente pentru a asigura ca eroarea de depasire in virgula mobila
nu poate sa apara? Justificati raspunsul.

Exercitiul 47

Verificati daca schemele de calcul din Figurile 24 si 25 sint echivalente. (Ele descriu doua

SLID cauzale.)
o— y[n]
q—l 1

Figura 24: Schema de calcul nr. 1.

5

Figura 25: Schema de calcul nr. 2.

Exercitiul 48

1. Sa se scrie cite un program in una din versiunile limbajului C, care sa realizeze calculul
TFD prin metoda segmentarii in timp a semnalului de intrare, in cazul utilizarii formei
de baza si a celor 3 forme alternative prezentate in Capitolul 6 (4 programe , in total).
Se vor accepta semnale cu maxim 1024 esantioane si se va lua in considerare faptul ca
durata semnalului de intrare nu este in mod necesar o putere a lui 2 (deci semnalul

va trebui completat/trunchiat pind ce durata sa devine egala cu cea mai apropiata
putere a lui 2).
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2. Sa se repete punctul precedent, dar cu 4 programe dezvoltate in mediul de programare
MATLAB, care sa aiba proprietatea de a utiliza cit mai putine referiri la elemente de
vector sau de matrici (deoarece acestea sint mari consumatoare de timp de calcul).

3. Sa se implementeze cele 8 programe pe un mijloc automat de calcul si sa se compare
performantele lor in cazul utilizarii aceleiasi secvente de intrare.

Exercitiul 49

1. Sa se scrie cite un program in una din versiunile limbajului C, care sa realizeze calculul
TFD prin metoda segmentarii in frecventa a semnalului de intrare, in cazul utilizarii
formei de baza si a celor 3 forme alternative prezentate in Capitolul 7 (4 programe in
total). Se vor accepta semnale cu maxim 1024 egantioane si se va lua in considerare
faptul ca durata semnalului de intrare nu este In mod necesar o putere a lui 2 (deci
semnalul va trebui completat/trunchiat pina ce durata sa devine egald cu cea mai
apropiata putere a lui 2).

2. Sa se repete punctul precedent, dar cu 4 programe dezvoltate in mediul de programare
MATLAB, care sa aiba proprietatea de a utiliza cit mai putine referiri la elemente de
vector sau de matrici (deoarece acestea sint mari consumatoare de timp de calcul).

3. Sa se implementeze cele 8 programe pe un mijloc automat de calcul si sa se compare
performantele lor in cazul utilizarii aceleiasi secvente de intrare.

Exercitiul 50

Sa se indice schema de calcul a unui algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea in timp a
semnalului, daca acesta are durata egala cu 9 = 3 x 3. Sa se evalueze efortul de calcul.

Exercitiul 51

Sa se indice schema de calcul a unui algoritm de tip FFT bazat pe segmentarea in frecventa
a semnalului, daca acesta are durata egala cu 16 = 4 x 4. Sa se evalueze efortul de calcul.

Exercitiul 52

Sa se indice schemele de calcul ale algoritmilor de tip FFT bazati pe segmentarea in timp
a semnalului, daca acesta are durata egala cu 12 = 3 x 4 = 4 x 3. Sa se evalueze efortul
de calcul in fiecare din cele doua cazuri.

Exercitiul 53

Fie x € S416. Sa se realizeze o comparatie intre eficienta unui algoritm de tip FFT bazat
pe segmentarea semnalului in timp si cea a unui algoritm de tip FFT destinat prelucrarii
secventelor cu durata compozita, in care 16 = 4 x 4. (Comparatia se va realiza in termeni
de numar total de operatii reale efectuate. Se va tine cont ca inmultirea unui numar
complex cu £7j nu conduce, practic, la inmultiri reale.)

Exercitiul 54

Fie xq, w9, x3, x4 € Sgy patru secvente reale avind proprietatile urmatoare:

e 1, si x9 sint simetrice in cadrul suportului, adica:
zin] = x; [(N —n)%N]| Ry[n], Vie{l,2}, Vne Z.
e 13 si x4 sint antisimetrice in cadrul suportului, adica:
xiln] = —z; (N —n)%N] Ry[n], Vie{3,4}, Vne Z.

(Aici, Ry reprezinta fereastra dreptunghiulara unitara discreta.) Vom nota cu X; imaginea
prin TF Dy a secventei z;, unde ¢ € 1,4.
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1. Definim urmatoarele secvente discrete:

de de
Y1 =f$1+$3 & Y ZfTFDN(?ﬂ) .

Sa se arate ca y; este o secventa cu valori reale. Cum pot fi recuperate secventele X3
si X3 folosind numai valorile secventei Y;?

2. Definim alte doua secvente discrete ca mai jos:

de de
oo tr, & Yo TFDy (1) .

Sa se arate ca si ys este o secventa cu valori reale.

3. Daca: def def
ys = h+jye & Ys = TFDy(y3) ,

atunci, folosind rezultatele de la punctul 1., sa se arate cum pot fi recuperate secventele
X1, Xo, X3 si X, folosind numai valorile secventei Y3.

e Acest exercitiu arata cum pot fi calculate simultan imaginile prin TFD a 4 secvente reale, daci doua
dintre ele sint simetrice si celelalte doua sint antisimetrice.

Exercitiul 55

Fie xq, xq, x3, x4 € Sgn patru secvente reale simetrice in cadrul suportului lor:

zin] = z; [(N —n)%N] Ry[n], Vield, VneZ.

(Aici, Ry reprezinta fereastra dreptunghiulara unitara discretd.) Vom nota cu X; imaginea
prin TEF Dy a secventei z;, unde 7 € 1,4.

1. Sa se arate ca secventa:

usln] “ (23 [(n+ 1)%N] — 25 [(n — )%N)) Ry[n], VneZ.

este antisimetrica, in sensul ca:
u3[n] = —Uus [(N — TL)%N] RN[H] s VneZ.

2. Fie Us imaginea prin TFD a secventei us de mai sus. Sa se exprime Uz numai cu
ajutorul lui Xj.

3. Definim secventele urmatoare:

[ ugln] (s [(n+ D%N] — 25 [(n — D%N]) Ra[n]

wln] © (z4[(n+ 1)%N] — 24 [(n — )%N]) Ryl

vi[n] = x1[n] + usln] ., VYneZ.
va[n] “oay [n] 4+ ualn]
yln) = il + jeafn]

Ca de obicei, vom nota cu majuscule imaginile prin TFD ale acestor semnale discrete
de durata N. Sa se arate cum pot fi recuperate secventele X7, Xo, X3 si X, folosind
numai valorile secventei Y. (De remarcat, totusi, ca, daca N = 2M, nu se pot obtine:

4. Ne situam in contextul punctului precedent, unde N = 2M. Aratati ca valorile: X3[0],
X4[0], X3[M] si X4[M] pot fi obtinute pe alta cale, fara a utiliza Inmultiri.
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Exercitiul 56

In calculul valorilor TFD aplicate unei secvente reale este posibila reducerea efortului de
calcul utilizind tocmai faptul ca secventa este reala. Acest exercitiu va ilustra in ce fel se
poate obtine aceasta.

1. Fie z € S,y o secventa avind numai valori reale si X imaginea prin T'F' Dy a acesteia.
Se mai noteaza prin Xy si X; partea reala, respectiv partea imaginara a lui X. Aratati
ca Xp este o secventa simetrica (para), iar X; — o secventa antisimetrica (impara) in
raport cu suportul:

, VneZ.

(Aici, Ry reprezinta fereastra dreptunghiulara unitara discreta.)

2. Fie zq, w9 € Syn doua secvente cu valori reale si:

y o+ J Tz .

Vom nota cu majuscule imaginile prin TFD ale secventelor de mai sus si vom prelua si
notatiile de la punctul precedent. Mai notam prin: Yp, si Yp. partea impara, respectiv
partea para a secventei Yp, unde P € {R,I}. Sa se determine X; si X, in functie de
{YPP}PG{R,I},pG{o,e}'

Rezultatul de mai sus poate fi utilizat in mai multe feluri. O posibilitate ar fi aceea de
a evalua simultan imaginile prin TFD a doua secvente reale si, apoi, de a separa cele
doua imagini folosind formulele obtinute mai sus. O alta posibilitate este aceea de a
segmenta secventa reala in 2 secvente de durata mai mica si de a apela la algoritmul
anterior pentru a determina valorile TFD ale acesteia, agsa cum este propus la punctul
urmator.

3. Sa presupunem ca x € Sgops este tot o secventa cu valori reale si sa definim secventele:
x1[n] = x[2n], za[n] £ z[2n+ 1], Vn € 0, M — 1. S& se determine X = TF Doy ()

n fU.IlCEiG de Xl’g déf TFDM (.%'172).

Exercitiul 57

Fie x € S4p si X Transformata Z a sa, definita prin:

oy M1
X(z)= > alm]z™, Vzedr.

m=0

~

Dorim sa evaluam valorile lui X in punctele situate pe cercul unitar, care se identifica cu
radacinile de ordin IV ale unitatii, {w} },cov=;- Sa se arate cum poate fi utilizat operatorul

TF Dy pentru a obtine acest rezultat intii in cazul in care N < M si apoi in cazul in care
N > M.

e Acest exercitiu arata cum pot fi utilizati algoritmii de tip FFT in evaluarea unor valori ale Transfor-
matei Z In puncte de pe cercul unitar diferite de cele de esantionare clasice.

Exercitiul 58

Se noteaza prin X (¢*) imaginea prin TCFD a unei secvente discrete x € Sg19. Dorim s
evaluam valorile lui X (e/*) in urméatoarele pulsatii normalizate:

00

Studiati posibilitatea de a realiza aceasta utilizind:

Vke0,9.
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1. Un algoritm care implementeaza direct formula de definitie a T'F Dy.

2. Algoritmul lui Goertzel in varianta imbunatatita.

Exercitiul 59

Fie un sistem stabil de tip IIR avind functia pondere continuala, h.. Se noteaza prin H,.
functia sa de transfer. Dorim sa simulam functionarea acestui sistem continual cu ajutorul
unuia discret, avind functia pondere stabild hy € ['(Z) si functia de transfer Hy. O
posibilitate de a determina functia de transfer discreta din cea continua este urmatoarea:

21—z
T 14271
(Este binecunoscut faptul ca transformarea conforma de mai sus conduce la " discretizarea”
functiei de transfer continue.) Evident, din considerente de implementabilitate pe un mijloc

automat de calcul, este de dorit ca sistemul discret sa fie de tip FIR si nu IIR. Studiati
valoarea de adevar a urmatoarei afirmatii:

S

Sistemul discret astfel obtinut nu poate fi de tip FIR.

(Raspunsul se va justifica fie prin demonstrarea afirmatiei, daca ea este adevarata, fie prin
constructia unui contraexemplu, daca ea este falsa.)

Exercitiul 60 (Algoritmul lui L.I. Bluestein).

In [1], L.I. Bluestein propune un algoritm de calcul al valorilor TFD asociate unei secvente
de durata finita exprimata ca un patrat perfect: N = M?. In acest exercitiu, cititorul este
invitat sa redescopere acest algoritm rezolvind urmatoarele puncte:

aln] ——()—— %(T)% y[n]
o]

!

g[n]

Figura 26: Sistemul aferent pentru calculul valorilor TFD in cazul secventelor de duratd egald cu un
patrat perfect, N = M?. (Algoritmul lui Bluestein.)

1. Fie v € Sy si X el TFDy»2(x). Asa cum se cunoaste, definitia lui X este

urmatoarea:
M2-1
XKY S zpwlls, YkeO,MZ—1.
n=0
Utilizind identitatea:
- n? k2 (k—n)?
nk:?—i—?—T, Vn,kGZ,

sa se arate ca relatia de mai sus se poate exprima cu ajutorul operatiei de convolutie
clasice, in forma:

X|[K] :h[k]Mil (z[n) hln]) hlk —n], YkeO,M*—1,

unde: . ,
hin] éfw;;; 2 VYneZ.
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. Aratati ca valorile lui X se pot obtine utilizind suma de convolutie de mai sus si in
cazul In care k € M?2,2M? — 1. Trebuie, deci, aratat ca:

X [k%M?) = h[k] MQZI (x[n) hln]) hlk —n], Vke MZ2M> 1.

. Utilizind rezultatul de la punctul precedent, sa se arate ca valorile lui X coincid cu
iegirile sistemului din Figura 26, calculate in punctele k € M?2,2M? — 1. In aceasta
figurs, secventa pondere g are durata finita egala cu 2M? si coincide cu h in interiorul
suportului sau.

. Demonstrati ca functia de transfer a sistemului din Figura 26 se poate exprima astfel:

M-1 29 1— Z—2M2
Gz)=> wp?z"————  VzeAly).

——Y
=0 1+wy/ 'z

(Se va pleca de la definitia Transformatei Z si se va utiliza schimbarea de indice:
k=mn+mM.)

. Rezultatul anterior sugereaza o realizare recurenta a sistemului din Figura 26. Sa se
traseze schema de calcul corespunzatoare acestei implementari.

. Sa se evalueze efortul de calcul necesar determinarii lui X cu ajutorul schemei de la

punctul anterior si sa se compare rezultatul cu cel in care s-ar fi utilizat direct definitia
TFD.
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