
1/21

144

TFD şi convoluţia circularăTFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă

Operaţia de convoluţie liniară, deşi este bine definită în spaţiul semnalelor de durată finită, 
rezultatul nu aparţine spaţiilor semnalelor convolutate.

OperaţiaOperaţia de de convoluţieconvoluţie liniarliniarăă, , deşideşi esteeste binebine definitdefinităă înîn spaţiulspaţiul semnalelorsemnalelor de de duratduratăă finitfinităă, , 
rezultatulrezultatul nunu aparţineaparţine spaţiilorspaţiilor semnalelorsemnalelor convolutateconvolutate..
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TFD şi convoluţia circulară (continuare)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă ((continuarecontinuare))
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Se poate lucra cu această operaţie,
dar nu poate fi rezolvată problema convoluţiei. 
Se Se poatepoate lucralucra cu cu aceastaceastăă operaţieoperaţie,,
dardar nunu poatepoate fifi rezolvatrezolvatăă problemaproblema convoluţieiconvoluţiei. . 

De De cece nunu se se poatepoate lucralucra cu cu operaţiaoperaţia de de convoluţieconvoluţie liniarliniarăă
înîn cazulcazul semnalelorsemnalelor de de duratduratăă finitfinităă??

TFD şi convoluţia circulară (continuare)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă ((continuarecontinuare))
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Din cauza dimensiunilor
diferite ale TF. 

Din Din cauzacauza dimensiunilordimensiunilor
diferitediferite ale TF. ale TF. 

CeCe se se poatepoate face?face?

146

Ar trebui definită o nouă operaţie de convoluţie, 
astfel încît să fie verificată Teorema directă de 
convoluţie ca în cazul TCFD sau SFD. N

⊗ArAr trebuitrebui definitdefinităă o o nounouăă operaţieoperaţie de de convoluţieconvoluţie, , 
astfelastfel încîtîncît ssăă fie fie verificatverificatăă TeoremaTeorema directdirectăă de de 
convoluţieconvoluţie ca ca înîn cazulcazul TCFDTCFD sausau SFDSFD..

dNS

( ) ( ) ( )yTFDxTFDyxTFD NNNN ⋅≡⊗

( ) ( )( )yTFDxTFDITFDyx NNN

def

N
⋅≡⊗

Apoi, noua operaţie de 
convoluţie, ar trebui
exprimată cu ajutorul celei
liniare, dacă este posibil.

ApoiApoi, , nouanoua operaţieoperaţie de de 
convoluţieconvoluţie, , arar trebuitrebui
exprimatexprimatăă cu cu ajutorulajutorul celeicelei
liniareliniare, , dacdacăă esteeste posibilposibil..
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TFD şi convoluţia circulară (continuare)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă ((continuarecontinuare))
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Un Un raţionamentraţionament similar similar celuicelui utilizatutilizat pentrupentru a a definidefini operaţiaoperaţia de de convoluţieconvoluţie periodicperiodicăă implicimplicăă::
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TFD şi convoluţia circulară (continuare)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă ((continuarecontinuare))

CircularCircularăă?? Definiţia se bazează pe operatorul de deplasare circulară.DefiniţiaDefiniţia se se bazeazbazeazăă pepe operatoruloperatorul de de deplasaredeplasare circularcircularăă..
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Suporturile celor 2 
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pe 2 cercuri.
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pepe 2 2 cercuricercuri..
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Pentru calculul sumei de convoluţie, se 
înmulţesc perechile de valori situate pe
aceeaşi generatoare a cilindrului. 

PentruPentru calcululcalculul sumeisumei de de convoluconvoluţţieie, se , se 
îînmulnmulţţescesc perechileperechile de de valorivalori situate situate pepe
aceeaaceeaşşii generatoaregeneratoare a a cilindruluicilindrului. . 
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TFD şi convoluţia circulară (continuare)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia circularcircularăă ((continuarecontinuare))

( ) ( ) ( )yTFDxTFDyxTFD NNNN ⋅≡⊗ DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie

Teorema directă de convoluţie circularăTeoremaTeorema directdirectăă de de convoluconvoluţţieie circularcircularăă

Inlcusă în definiţia
convoluţiei circulare.
InlcusInlcusăă înîn definiţiadefiniţia

convoluţieiconvoluţiei circularecirculare..

Teorema inversă de convoluţie circularăTeoremaTeorema inversinversăă de de convoluconvoluţţieie circularcircularăă

149

( ) ( ) ( )yTFDxTFD
N

yxTFD NNNN ⊗≡⋅
1

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

TotuşiTotuşi, un , un filtrufiltru FIR FIR stimulatstimulat de un de un semnalsemnal discretdiscret de de duratduratăă
finitfinităă rrăăspundespunde aplicîndaplicînd convoluţiaconvoluţia liniarliniarăă……

Corect. Numai că TFD a ieşirii nu se poate evalua decît
după aplicarea operaţiei de convoluţie.

CorectCorect. . NumaiNumai ccăă TFDTFD a a ieşiriiieşirii nunu se se poatepoate evaluaevalua decîtdecît
dupdupăă aplicareaaplicarea operaţieioperaţiei de de convoluţieconvoluţie..

• ArAr fifi interesantinteresant ((şişi maimai eficienteficient) ) dacdacăă TFDTFD a a ieşiriiieşirii ss--arar puteaputea evaluaevalua
numainumai cu cu ajutorulajutorul TFDTFD ale ale intrintrăăriirii şişi secvenţeisecvenţei ponderepondere. . 

• Se Se cautcautăă o o relaţierelaţie directdirectăă întreîntre operaţiaoperaţia de de convoluţieconvoluţie circularcircularăă şişi ceacea de de convoluţieconvoluţie liniarliniarăă..

Convoluţia
circulară
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TFD, convoluţia circulară şi convoluţia liniarăTFDTFD, , convoluconvoluţţiaia circularcircularăă şşii convoluconvoluţţiaia liniarliniarăă

Se caută o relaţie biunivocă între semnalele vN şi v.Se Se cautcautăă o o relaţierelaţie biunivocbiunivocăă întreîntre semnalelesemnalele vvNN şişi vv..
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Relaţie de aliere în timp. RelaRelaţţieie de de alierealiere îînn timptimp. . 
corectcorectăă datoritdatorităă

ferestreiferestrei dreptunghiularedreptunghiulare

n∀ ∈Z

directdirectdirect

inversinversinvers

În suma de aliere trebuie să rămînă un singur termen! ÎÎnn sumasuma de de alierealiere trebuietrebuie ssăă rrăămmîînnăă un un singursingur termentermen! ! 
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)12(, −∈ Ndyx S semnalelesemnalele convolutateconvolutate
trebuietrebuie completatecompletate cu cu zerourizerouri

AşadarAşadarAşadar ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

ProprietProprietăăţiţi de de convoluţieconvoluţie ale TFale TF
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TFD şi convoluţia liniară (cazul general)TFDTFD şşii convoluconvoluţţiaia liniarliniarăă ((cazulcazul general)general)

Teorema inversă de convoluţie liniarăTeoremaTeorema inversinversăă de de convoluconvoluţţieie liniarliniarăă

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

Teorema directă de convoluţie liniarăTeoremaTeorema directdirectăă de de convoluconvoluţţieie liniarliniarăă

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
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Operaţia preliminară obligatorie: extinderea cu zerouri.OperaţiaOperaţia preliminarpreliminarăă obligatorieobligatorie: : extindereaextinderea cu cu zerourizerouri..

nn

mm

xx

MM++NN--22

Extinderea cu zerouri afectează TF ale semnalor
convolutate, dar nu şi pe cea a rezultatului convoluţiei. 
ExtindereaExtinderea cu cu zerourizerouri afecteazafecteazăă TF ale TF ale semnalorsemnalor
convolutateconvolutate, , dardar nunu şşii pepe ceacea a a rezultatuluirezultatului convoluconvoluţţieiiei. . 

ProprietProprietăăţiţi de de convoluţieconvoluţie ale TFale TF
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Consecinţe practice ale Teoremei directe de convoluţieConsecinConsecinţţee practice ale practice ale TeoremeiTeoremei directedirecte dede convoluconvoluţţieie

Teorema directă de convoluţie liniară (TFD)TeoremaTeorema directdirectăă de de convoluconvoluţţieie liniarliniarăă ((TFDTFD))

dNx S∈ ( ) ( ) ( ) ( )yxTFDyTFDxTFDyxTFD
NMNMNMNMNM 11111
−+

−+−+−+−+ ⊗≡⋅≡∗

O altă metodă de calcul al rezultatului unei operaţii de convoluţie. 

dMy S∈

O O altaltăă metodmetodăă de de calculcalcul al al rezultatuluirezultatului uneiunei operaţiioperaţii de de convoluţieconvoluţie. . 

EsteEste aceastaaceasta maimai
eficienteficientăă decîtdecît metodametoda

directdirectăă de de calculcalcul??
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def
knykxnyx Numărul de operaţii al definiţiei. 

1,0 −+∈∀ NMn

NumNumăărulrul de de operaţiioperaţii al al definiţieidefiniţiei. . 

[ ] [ ]+−+−+•−+=∗ )1)(13()1(4],[ NMNNMNNMO
numãrulnumãrul de de 

înmulþiriînmulþiri realereale
numãrulnumãrul de de 

adunãriadunãri realereale
Numărul de operaţii al relaţiei cu TFD. NumNumăărulrul de de operaţiioperaţii al al relaţieirelaţiei cu cu TFDTFD. . 

[ ] [ ]( ) ],[)1(2)1(6],[ NMNMNMNM TFDOO +−++•−+=⊗

Efortul de calcul implicat de algoritmii care 
implementează TFD este superior lui (M+N-1).
EfortulEfortul de de calculcalcul implicatimplicat de de algoritmiialgoritmii care care 
implementeazimplementeazăă TFD TFD esteeste superior superior luilui (M+N(M+N--1)1)..

AtunciAtunci, care , care esteeste
utilitateautilitatea convoluţieiconvoluţiei

circularecirculare??

Definiţia convoluţiei liniare nu
este implementată hardware,

dar evaluarea TFD — DA. 

Cipuri DSP, 
Procesoare de semnal

DefiniţiaDefiniţia convoluţieiconvoluţiei liniareliniare nunu
esteeste implementatimplementatăă hardware,hardware,

dardar evaluareaevaluarea TFD TFD —— DADA. . 

CipuriCipuri DSP, DSP, 
ProcesoareProcesoare de de semnalsemnal

Texas Instruments, Intel, MotorolaTexas Instruments, Intel, Motorola
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ObiectivObiectivObiectiv

Relaţia de calcul pe care se 
fundamentează procesoarele de semnal.

RelaRelaţţiaia de de calculcalcul pepe care se care se 
fundamenteazfundamenteazăă procesoareleprocesoarele de de semnalsemnal..

AlgoritmiAlgoritmi fundamentalifundamentali de tip FFTde tip FFT
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defdef

N wnxkXkxTFD

1,0 −∈∀ Nn

Implementarea
eficientă a TFD
ImplementareaImplementarea
eficienteficientăă a TFDa TFD

Efortul de calcul al definiţiei. EfortulEfortul de de calculcalcul al al definiţieidefiniţiei. . 

[ ] [ ] 22 4~)12(24][ NNNNNTFD +−+•=O

[ ] [ ]∑∑
−

=

−

=

ω−ω+ω+ω=
1

0

1

0

sin])[Re(cos])[Im(sin])[Im(cos])[Re(][
N

n

N
nk

N
nk

N

n

N
nk

N
nk nxnxjnxnxkX
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2N 2N înmulţiriînmulţiri şişi 2N2N--1 1 adunadunăăriri 2N 2N înmulţiriînmulţiri şişi 2N2N--1 1 adunadunăăriri

1,0 −∈∀ Nk

O O uşoarăuşoară scscăăderedere a a efortuluiefortului de de calculcalcul se se obţineobţine prinprin
contorizareacontorizarea doardoar a a operaţiiloroperaţiilor cu cu operanzioperanzi nebanalinebanali

((adicadicăă pentrupentru nn≠≠00 şşii kk≠≠00). ). 

•

153

Prin exploatarea proprietăţilor
armonicelor elementare.  

PrinPrin exploatareaexploatarea proprietproprietăăţilorţilor
armonicelorarmonicelor elementareelementare.  .  

Cum Cum poatepoate fifi micşoratmicşorat
efortulefortul de de calculcalcul??

[ ] [ ] 22 )1(4~)12)(1(2)1(4][ −+−−+•−= NNNNNTFDO

• O O reducerereducere de de aproapeaproape 2 2 oriori a a efortuluiefortului de de calculcalcul se se obţineobţine
pepe seamaseama simetriei/periodicisimetriei/periodicittăăţiiţii armonicelorarmonicelor elementareelementare. . 
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1,0, −∈∀ Nkn

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
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• Un Un algoritmalgoritm care conduce la o care conduce la o reducerereducere de 4 de 4 oriori a a efortuluiefortului de de calculcalcul esteeste bazatbazat pepe
MetodaMetoda luilui (Gerald) (Gerald) GoertzelGoertzel, , descrisdescrisăă înîn cadrulcadrul pachetuluipachetului de de laboratorlaborator FFTFFT. . 

Algoritmi Cooley-TukeyAlgoritmiAlgoritmi CooleyCooley--TukeyTukey 154

• AcestAcest algoritmalgoritm exploateazexploateazăă periodicitateaperiodicitatea armonicelorarmonicelor elementareelementare. . 

Pentru a obţine o reducere semnificativă a efortului de calcul, proprietăţile
armonicelor elementare trebuie combinate cu o aranjare eficientă a datelor.
PentruPentru a a obobţţineine o o reducerereducere semnificativsemnificativăă a a efortuluiefortului de de calculcalcul, , proprietproprietăăţţileile
armonicelorarmonicelor elementareelementare trebuietrebuie combinatecombinate cu o cu o aranjarearanjare eficienteficientăă a a datelordatelor..

Algoritmi Fourier rapizi
(de tip FFT – Fast Fourier Transform)

AlgoritmiAlgoritmi Fourier Fourier rapizirapizi
(de tip FFT (de tip FFT –– FFast ast FFourier ourier TTransformransform))

Algoritmi bazaţi
pe segmentarea în

timp

AlgoritmiAlgoritmi bazabazaţţii
pepe segmentareasegmentarea îînn

timptimp

Algoritmi bazaţi pe
segmentarea în

frecvenţă

AlgoritmiAlgoritmi bazabazaţţii pepe
segmentareasegmentarea îînn

frecvenfrecvenţţăă

Algoritmi cu 
structură internă

variabilă

AlgoritmiAlgoritmi cu cu 
structurstructurăă interninternăă

variabilvariabilăă

Algoritmi de tip 
Singleton (cu structură

internă constantă ) 

AlgoritmiAlgoritmi de tip de tip 
SingletonSingleton (cu (cu structurstructurăă

interninternăă constantconstantăă ) ) 

(1965)(1965)
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