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]0[x
]1[x

]3[x
]2[x

]0[X
]1[X
]2[X
]3[X
]4[X
]5[X
]6[X
]7[X

1v 2v Xv ≡3

1−

1−

0
4w

0
4w

1
4w

1
4w

xv ≡0

]4[x
]5[x
]6[x
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1−
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1−

0
8w

1
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2
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3
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1−

1−

1− 1−

1−
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Evitarea reindexării semnalelor de intrare şi ieşire (continuare)EvitareaEvitarea reindexreindexăăriirii semnalelorsemnalelor de de intrareintrare şşii ieieşşireire ((continuarecontinuare))

Algoritmul fundamental cu structură internă variabilăAlgoritmulAlgoritmul fundamental cu fundamental cu structurstructurăă interninternăă variabilvariabilăă

[ ]][MSB mvl R

[ ]]2[ 1
MSB mv L

l +−R
1−

][1 mvl+

]2[ 1
1 mv L

l +−
+

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

−−

+

1

1
2

2

lL

l

m

w

FFT-timpFFTFFT--timptimp

ExponentulExponentul armoniceiarmonicei
elementareelementare pare pare straniustraniu……

12,0 1 −∈∀ −Lm

1,0 −∈∀ Ll

Nu este necesară efectuarea
împărţirii întregi.  

NuNu esteeste necesarnecesarăă efectuareaefectuarea
împărţiriiîmpărţirii întregiîntregi.  .  ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢

k
m
2

Se reţin toţi biţii mai semnificativi ai lui m, 
mai puţin ultimii k.  

Se Se reţinreţin toţitoţi biţiibiţii maimai semnificativisemnificativi aiai luilui mm, , 

maimai puţinpuţin ultimiiultimii kk.  .  

)151(1 0 10 0 1

)9(

1 1
MSBMSB LSBLSB

1 0 10
MSBMSB

LSBLSBMSBMSB

0011......kk......LL--11ExempleExempleExemple

]00|00[ =lv

]00|00[1 =+lv

]40|10[1 =+lv]20|01[ =lv

]51|10[ =lv

]31|01[1 =+lv

]71|11[1 =+lv]71|11[ =lv

1=l 1=l

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

• DescrieţiDescrieţi acestacest algoritmalgoritm pentrupentru cazulcazul segmentsegmentăăriirii înîn frecvenţăfrecvenţă..

““butterflybutterfly””

npnp AlgoritmiAlgoritmi fundamentalifundamentali de tip FFTde tip FFT
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Conservarea structurii blocurilor paralele de calculConservareaConservarea structuriistructurii blocurilorblocurilor paraleleparalele de de calculcalcul

177

Algoritmul fundamental de tip (R.C.) SinlgetonAlgoritmulAlgoritmul fundamental de tip (fundamental de tip (R.CR.C.) .) SinlgetonSinlgeton

ÎÎ SemnalulSemnalul de de intrareintrare vv00 sausau semnalulsemnalul de de ieşireieşire vvLL se se obţinobţin prinprin rearanjarerearanjare. . 
ÎÎ GeometriaGeometria blocurilorblocurilor paraleleparalele de de calculcalcul esteeste deformatdeformatăă, , dardar constantconstantăă..

Schema de calcul (Singleton FFT-timp)Schema de Schema de calculcalcul ((Singleton Singleton FFTFFT--timptimp))ExempluExempluExemplu 328 ==N

]0[x
]4[x

]6[x
]2[x

]0[X
]1[X
]2[X
]3[X
]4[X
]5[X
]6[X
]7[X

1v 2v Xv ≡3

0
4w

0
4w

1
4w

1
4w

xv ~0

]1[x
]5[x
]3[x
]7[x

0
8w

1
8w

2
8w

3
8w

* Se poate observa geometria deformată, dar constantă de-a lungul treptelor de calcul.** Se Se poatepoate observaobserva geometriageometria deformatdeformatăă, , dardar constantconstantăă dede--a a lungullungul treptelortreptelor de de calculcalcul..

AlgoritmulAlgoritmul esteeste extremextrem de de binebine adaptatadaptat pentrupentru implementimplementăăriri de tip de tip autoauto--recursivrecursiv..

1−

1−

1−

1− 1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

* 3 trepte de calcul paralel** 3 3 treptetrepte de de calculcalcul paralelparalel

•
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]0[x
]4[x

]6[x
]2[x

]0[X
]1[X
]2[X
]3[X
]4[X
]5[X
]6[X
]7[X

1v 2v Xv ≡3

0
4w

0
4w

1
4w

1
4w

xv ~0

]1[x
]5[x
]3[x
]7[x

0
8w

1
8w

2
8w

3
8w

1−

1−

1−

1− 1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

……

Intrările blocului de calcul
sunt întotdeauna de forma
IntrIntrăărilerile bloculuiblocului de de calculcalcul
suntsunt întotdeaunaîntotdeauna de formade forma

178

Algoritmul fundamental de tip Singleton AlgoritmulAlgoritmul fundamental de tip Singleton fundamental de tip Singleton 

Trebuie analizată cu atenţie indexarea
intrărilor şi ieşirilor blocului paralel
generic de calcul (de tip “butterfly”).  

TrebuieTrebuie analizatanalizatăă cu cu atenţieatenţie indexareaindexarea
intrintrăărilorrilor şişi ieşirilorieşirilor bloculuiblocului paralelparalel
generic de generic de calculcalcul (de tip “butterfly”).  (de tip “butterfly”).  

Cum se Cum se poatepoate implementaimplementa
structurastructura constantconstantăă dede--a a lungullungul

treptelortreptelor de de calculcalcul??

][?1+lv

][?1+lv

][?lv

][?lv
1,0 −∈ Ll

]2[ mvl

]12[ +mvl

12,0 1 −∈ −Lm
[0]lv

[1]lv

[2 ]lv m

[2 1]L
lv −

[2 1]lv m+

……

AşadarAşadarAşadar

]2[ mvl

][?1+lv

][?1+lv

12,0 1 −∈ −Lm

1,0 −∈ Ll

Conservarea structurii blocurilor paralele de calcul (continuare)ConservareaConservarea structuriistructurii blocurilorblocurilor paraleleparalele de de calculcalcul ((continuarecontinuare))

Semnalul de intrare este segmentat în
două componente imbricate.  

SemnalulSemnalul de de intrareintrare esteeste segmentatsegmentat înîn
doudouăă componentecomponente imbricateimbricate.  .  

* Indexarea intrărilor este
independentă de indicele
treptei de calcul curente.

** IndexareaIndexarea intrintrăărilorrilor esteeste
independentindependentăă de de indiceleindicele
trepteitreptei de de calculcalcul curentecurente..[2 2]L

lv − ]12[1 ++ mvl

npnp AlgoritmiAlgoritmi fundamentalifundamentali de tip FFTde tip FFT
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179

Ieşirile blocului de calcul sunt indexate prin
Tehnica relocării bitului celui mai puţin semnificativ

(LSB) in reprezentările binare ale indicilor celor 2 intrări.

IeşirileIeşirile bloculuiblocului de de calculcalcul suntsunt indexateindexate prinprin
TehnicaTehnica relocrelocăăriirii bituluibitului celuicelui maimai puţinpuţin semnificativsemnificativ

((LSBLSB) in ) in reprezentreprezentăărilerile binarebinare ale ale indicilorindicilor celorcelor 2 2 intrintrăăriri..

1,0 −∈ Ll
toatetoate trepteletreptele

de de calculcalcul

LSB este relocat în poziţia

MSB, adică în poziţia L-1
(unde LSB are poziţia 0).

LSB LSB esteeste relocatrelocat îînn pozipoziţţiaia

MSB, MSB, adicadicăă îînn pozipoziţţiaia LL--11
((undeunde LSB are LSB are pozipoziţţiaia 00).).

)151(1 0 10 0 1

)203(

1 1
MSBMSB LSBLSB

1 1 00 1
LSBLSB MSBMSB

LSBLSBMSBMSB

001122......LL--11

0 1 1

intrareintrare ÎÎ

ieşireieşireÎÎ
]2[LSB mR

]12[LSB +mR

m2

]0[x
]4[x

]6[x
]2[x

]0[X
]1[X
]2[X
]3[X
]4[X
]5[X
]6[X
]7[X

1v 2v Xv ≡3

0
4w

0
4w

1
4w

1
4w

xv ~0

]1[x
]5[x
]3[x
]7[x

0
8w

1
8w

2
8w

3
8w

1−

1−

1−

1− 1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

1−

Algoritmul fundamental de tip Singleton AlgoritmulAlgoritmul fundamental de tip Singleton fundamental de tip Singleton 

]2[ mvl

][?1+lv

][?1+lv

12,0 1 −∈ −Lm

1,0 −∈ Ll

Conservarea structurii blocurilor paralele de calcul (continuare)

npnp AlgoritmiAlgoritmi fundamentalifundamentali de tip FFTde tip FFT
ConservareaConservarea structuriistructurii blocurilorblocurilor paraleleparalele de de calculcalcul ((continuarecontinuare))

]12[1 ++ mvl

* Indicii de ieşire ai blocurilor de calcul succesive sunt consecutivi.** IndiciiIndicii de de ieieşşireire aiai blocurilorblocurilor de de calculcalcul succesivesuccesive suntsunt consecutiviconsecutivi..

1]2[]22[ LSBLSB +=+ mm RR

Este evidentă următoarea proprietate remarcabilă:EsteEste evidentevidentăă urmurmăătoareatoarea proprietateproprietate remarcabilremarcabilăă::

22,0 1 −∈∀ −Lm1]12[]32[ LSBLSB ++=+ mm RR

Practic, independent de indicele treptei de 
calcul curente, este suficientă rezolvarea
indexării primului bloc de calcul paralel.  

PracticPractic, independent de , independent de indiceleindicele trepteitreptei de de 
calculcalcul curentecurente, , esteeste suficientsuficientăă rezolvarearezolvarea
indexindexăăriirii primuluiprimului bloc de bloc de calculcalcul paralelparalel.  .  

]0000[ =lv ]0000[1 =+lv

]2010[ 1
1

−
+ = L

lv]1010[ =lv

12 +m
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Cei mai eficienţi algoritmi
fundamentali de tip FFT.

CeiCei maimai eficienţieficienţi algoritmialgoritmi
fundamentalifundamentali de tip FFT.de tip FFT.

Nu este necesară efectuarea împărţirii întregi.  NuNu esteeste necesarnecesarăă efectuareaefectuarea împărţiriiîmpărţirii întregiîntregi.  .  ��

180

]2[ mvl

]12[ +mvl

1−

[ ]]2[LSB1 mvl R+

[ ]]12[LSB1 ++ mvl R

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

−−

+

1

1
2

2

lL

l

m

w

Singleton FFT-timpSingleton Singleton FFTFFT--timptimp

12,0 1 −∈∀ −Lm

1,0 −∈∀ Ll

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

• DescrieţiDescrieţi acestacest algoritmalgoritm pentrupentru cazulcazul segmentsegmentăăriirii înîn frecvenţăfrecvenţă..

Algoritmul fundamental de tip Singleton AlgoritmulAlgoritmul fundamental de tip Singleton fundamental de tip Singleton 

Conservarea structurii blocurilor paralele de calcul (continuare)ConservareaConservarea structuriistructurii blocurilorblocurilor paraleleparalele de de calculcalcul ((continuarecontinuare))
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]6[x
]2[x

]0[X
]1[X
]2[X
]3[X
]4[X
]5[X
]6[X
]7[X

1v 2v Xv ≡3

0
4w

0
4w
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1
4w

xv ~0
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]7[x

0
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8w
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1− 1−

1−
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1−

1−

1−

1−
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““butterflybutterfly””

☺☺ GeometriaGeometria blocurilorblocurilor paraleleparalele se se conservconservăă înîn interiorulinteriorul şişi dede--a a lungullungul treptelortreptelor de de calculcalcul. . 

☺☺ IndexareaIndexarea eşantioaneloreşantioanelor de la de la intrareaintrarea şişi ieşireaieşirea unuiunui bloc de bloc de calculcalcul esteeste extremextrem de de uşoruşor de de implementatimplementat. . 

Caracteristici ale algoritmilor SingletonCaracteristiciCaracteristici ale ale algoritmiloralgoritmilor SingletonSingleton

☺☺ DatoritDatorităă repetabilitrepetabilităăţiiţii schemeischemei de de calculcalcul, , algoritmulalgoritmul se se preteazpreteazăă la o la o implementareimplementare autoauto--recursivrecursivăă. . 

Armonica elementară se amplasează întotdeauna la indici impari de intrare.  ArmonicaArmonica elementarelementarăă se se amplaseazamplaseazăă întotdeaunaîntotdeauna la la indiciindici impariimpari de de intrareintrare.  .  

npnp AlgoritmiAlgoritmi fundamentalifundamentali de tip FFTde tip FFT

// EsteEste necesarnecesarăă rearanjarearearanjarea eşantioaneloreşantioanelor semnaluluisemnalului de de intrareintrare sausau de de ieşireieşire..
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Noi algoritmi de tip FFT: Cooley-TukeyNoiNoi algoritmialgoritmi de tip FFT:de tip FFT: CooleyCooley--TukeyTukey

nqnq AlgoritmiAlgoritmi compoziţicompoziţi de tip FFTde tip FFT

181

Într-adevăr, anumite aplicaţii necesită conservarea duratei semnalului
de intrare, chiar dacă nu este exprimată ca o putere a lui 2.  

ÎntrÎntr--adevăradevăr, , anumiteanumite aplicaţiiaplicaţii necesitnecesităă conservareaconservarea durateiduratei semnaluluisemnalului
de de intrareintrare, , chiarchiar dacdacăă nunu esteeste exprimatexprimatăă ca o ca o putereputere a a luilui 2.  2.  

NuNu se se poatepoate renunţarenunţa la la condiţiacondiţia ca ca duratadurata
semnaluluisemnalului original original ssăă fie o fie o putereputere a a luilui 2?2?

dNx S∈ Exprimare a duratei sub forma unui număr compozitExprimareExprimare a a durateiduratei sub forma sub forma unuiunui numnumăărr compozitcompozit

LPPPN 21=divizoruldivizorul
principal

((descompuneredescompunere înîn factorifactori primiprimi))
principal ((nunu neapneapăăratrat ordonaţiordonaţi cresccrescăătortor sausau descrescdescrescăătortor))

Ideea lui
Cooley & Tukey

IdeeaIdeea luilui
Cooley & Cooley & TukeyTukey

Pentru a reduce dimensiunea TFD, se poate aplica
Teorema Împărţirii cu Rest (TIR).

PentruPentru a reduce a reduce dimensiuneadimensiunea TFD, se TFD, se poatepoate aplicaaplica
TeoremaTeorema ÎÎmpmpăărrţţiriiirii cu Rest (TIR)cu Rest (TIR)..

11
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PPPN L ⋅==
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⎣

⎢
= Q
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nq

def

1,0 1
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⎦

⎥
⎢
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⎢
= P

Q
kl

def

1,0% 11 −∈= QQkm
def

1,0% 11 −∈= PPnp
def

, , undeunde::

, , undeunde::

1,01 −∈+= NpqPn

1,01 −∈+= NmlQk

* Algoritmul de descompunere a unui număr natural în factori primi
implementează Metoda (“ciurului”) lui Eratostene.

** AlgoritmulAlgoritmul de de descompuneredescompunere a a unuiunui numnumăărr natural natural îînn factorifactori primiprimi
implementeazimplementeazăă MetodaMetoda ((““ciuruluiciurului””) ) luilui EratosteneEratostene..
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Algoritmul Cooley-Tukey compozit, cu segmentare în timpAlgoritmulAlgoritmul CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp
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182

TIRTIR

∑ ∑
−

=

−

=

+=
1

0

1

0
1

1 1
1
11

][
P

p

Q

q

kqP
QP

kp
N wpqPxw

1,01 −∈+= NpqPn

∑∑
−

=

−

=

++=
1

0

1

0

)(
1

1 1
1][][

P

p

Q

q

pqPk
NwpqPxkX ∑ ∑

−

=

−

=

+=
1

0

1

0
1

1 1
1][

P

p

Q

q

kqP
N

kp
N wpqPxw

∑ ∑
−

=

−

=

+=
1

0

1

0
1

1 1

1
][

P

p

Q

q

kq
Q

kp
N wpqPxw

][qx p

segment de segment de semnalsemnal temporaltemporal
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* Dimensiunea transformatei a scăzut de  P1 ori.** DimensiuneaDimensiunea transformateitransformatei a a scscăăzutzut de  de  PP11 oriori..
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Algoritmul Cooley-Tukey compozit, cu segmentare în timp (continuare)AlgoritmulAlgoritmul CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp ((continuarecontinuare))

Cum pot Cum pot fifi descrisedescrise segmentelesegmentele
semnaluluisemnalului temporal?temporal?

Semnalul de intrare se poate aranja într-o matrice
cu P1 coloane şi Q1 linii. 

SemnalulSemnalul de de intrareintrare se se poatepoate aranjaaranja întrîntr--oo matricematrice
cu cu PP11 coloanecoloane şişi QQ11 liniilinii. . 

x[0]x[0] x[1]x[1] ...... x[px[p]] ...... x[Px[P11--1]1]

x[Px[P11]] x[Px[P11+1]+1] ...... x[Px[P11+p]+p] ...... x[2Px[2P11--1]1]

...... ...... ...... ...... ...... ......

x[qPx[qP11]] x[qPx[qP11+1]+1] ...... x[qPx[qP11+p]+p] ...... x[(q+1)Px[(q+1)P11--1]1]

...... ...... ...... ...... ...... ......

x[(Qx[(Q11--1)P1)P11]] x[(Qx[(Q11--1)P1)P1 1 +1]+1] ...... x[(Qx[(Q11--1)P1)P11+p]+p] ...... x[Qx[Q11PP1 1 --1]1]

x[px[p]]

indiceindice de segment  de segment  pp

* Segment de semnal temporal.

in
di

ce
in

di
ce

te
m

po
ra

l 
te

m
po

ra
l qq

** Segment de Segment de semnalsemnal temporal.temporal.

x[Px[P11+p]+p]

x[qPx[qP11+p]+p]

x[(Qx[(Q11--1)P1)P11+p]+p]

......

......

• FiecareFiecare segment de segment de semnalsemnal esteeste reprezentatreprezentat întrîntr--un un vector vector coloancoloanăă..

• DurataDurata oricoricăăruirui segment de segment de semnalsemnal esteeste de de asemeneaasemenea un un numnumăărr compozitcompozit.. LPPQ 21 =

TFD a fiecărui segment se poate exprima cu ajutorul a P2 transformate de ordin Q2= P3 … PL. TFDTFD a a fiecfiecăăruirui segment se segment se poatepoate exprimaexprima cu cu ajutorulajutorul a a PP22 transformatetransformate de de ordinordin QQ22= = PP3 3 … … PPLL. . 

• ProcedeulProcedeul recursivrecursiv se se opreşteopreşte la la ultimulultimul numnumăărr primprim ((PPLL), ), pentrupentru care care TFDTFD se se evalueazevalueazăă
folosindfolosind definiţiadefiniţia.. },,,min{ 21 LL PPPP = ((pentrupentru a reduce a reduce efortulefortul de de calculcalcul))
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Algoritmul Cooley-Tukey compozit, cu segmentare în timp (continuare)AlgoritmulAlgoritmul CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp ((continuarecontinuare))

Segment  Segment  00

Segment  Segment  pp

]0[0x
]1[0x

]1[ 10 −Qx

1QTFD

0X

Segment  Segment  00
]0[X
]1[X

]1[ 1 −QX

Schema de calcul (ultima etapă de rafinare)Schema de Schema de calculcalcul ((ultimaultima etapetapăă de de rafinarerafinare))

Segment  Segment  PP11--11

]0[px
]1[px

]1[ 1 −Qx p

]0[11−Px
]1[11−Px

]1[ 111
−− QxP

……
……

pX
1QTFD

11−PX
1QTFD

]0[0X

]1[ 10 −QX

]1[0X

]0[pX
]1[pX

]1[ 1 −QX p

]0[11−PX
]1[11−PX

]1[ 111
−− QX P

Segment  Segment  pp
][ 1pQX

]1[ 1 +pQX

]1)1[( 1 −+ QpX

Segment  Segment  PP11--11
])1[( 11 QPX −

]1)1[( 11 +− QPX

]1[ 11 −QPX

……
……

0
Nw

0
Nw

0
Nw

0
Nw

p
Nw

11−P
Nw

0
Nw

1
2Qp

Nw
)1( 1+pQp

Nw

]1)1[( 1−+ Qpp
Nw

1
2

1 )1( QP
Nw −

)]1)1)[(1( 111 +−− QPP
Nw

]1)[1( 111 −− QPP
Nw

* În funcţie de valorile factorilor primi, efortul de calcul poate fi redus prin
exploatarea proprietăţii de simetrie a armonicelor elementare.

** ÎÎnn funcfuncţţieie de de valorilevalorile factorilorfactorilor primiprimi, , efortulefortul de de calculcalcul poatepoate fifi redusredus prinprin
exploatareaexploatarea proprietproprietăăţţiiii de de simetriesimetrie a a armonicelorarmonicelor elementareelementare..

)1( 1−Qp
Nw

)1)(1( 11 −− QP
Nw

0
Nw

)1( 11 −PpQ
Nw

0
Nw

)1)(1( 11 +− pQP
Nw

0
Nw

]1)1)[(1( 11 −+− QpP
Nw

0
Nw

0
Nw

0
Nw

)1( 11 −PpQ
Nw

]1)1[( 11 +− QPp
Nw

)1( 11 −QPp
Nw

☺☺semnalsemnal normalnormal// semnalsemnal rearanjatrearanjat
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185

Algoritmul Cooley-Tukey compozit, cu segmentare în timp (continuare)AlgoritmulAlgoritmul CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp ((continuarecontinuare))

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu DescrieţiDescrieţi AlgoritmulAlgoritmul CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit, cu , cu segmentaresegmentare înîn frecvenţăfrecvenţă..

De această dată, semnalul frecvenţial trebuie aranjat într-o matrice, 
în timp ce semnalul temporal nu necesită rearanjare.

•
De De aceastaceastăă datdatăă, , semnalulsemnalul frecvenfrecvenţţialial trebuietrebuie aranjataranjat îîntrntr--oo matricematrice, , 

îînn timptimp cece semnalulsemnalul temporal temporal nunu necesitnecesităă rearanjarerearanjare..

Efortul de calcul al Algoritmilor Cooley-Tukey compoziţi. EfortulEfortul de de calculcalcul al al AlgoritmilorAlgoritmilor CooleyCooley--TukeyTukey compoziţicompoziţi. . 
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( Inferior lui 4N2.(( Inferior Inferior luilui 44NN22..

CooleyCooley--TukeyTukey compozitcompozit--timptimp

LPN = [ ] NPNLPP P
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