00O Algoritmi compoziti de tip FFT

Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziti, cu segmentare in timp |
e Decada 1970-1980 a inregistrat o intensé activitate de proiectare a algoritmilor compoziti

bazati pe ideea lui Cooley & Tukey.
Algoritmi FFT{RADIX |

Denumire sugerata de Limbajul FORTRAN, care indicé divizorul principal
sau baza duratei (in cazul factorizirii de tipul PL).

N =P!| saa N<PN| I_) Algoritm FFT-RADIXP |
e Cei mai populari algoritmi FFT compoziti: RADIX3, RADIX4, RADIX16, RADIX32, RADIX64.
e Exemplele care urmeaza: RADIX3 & RADIX4.

Exemplul 1 I Algoritmul compozit FFT-RADIX3 | N :3L| sau N =3M e3\|

def M=1
TFD,,, (X)[k] = ZW’E TFD,, ( )[k%M]‘ TFD,, (X )[k] X [k] ZX[3m+ p]ka Vke0,M — 1‘

m=0 v pe02
i vk €O0,N —1| XpLm] Yp<o2

Cooley-Tukey compozit-timp ﬁ

: W2 | (simetrie)
TFD;y, (X)[K] = X [K] = W3y, Xo[K]+ Wy, X, [K]+was X, [K]] 2

A

TFDyy (X)IM +K]= X[M + K] =S, Xo[K] +whwiy, X, [K] +wiwa X,[kl| ) vk <om 1]

| TFDyy (X)[2M +k]= X[2M +K]=w}, Xo[k]+@@kl\n’xl[k]+w~}%wgll\(/l X,lkl] [<]186>
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Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziti, cu segmentare in timp (continuare) [~
Exemplul 1 I Algoritmul compozit FFT-RADIX3 (continuare)J

RADIX3
Blocul de calcul paralel | “butterfly” edlamic E]:L [24],
Xo[K] > -0 > X[K]
0RADIX3[3M I=
vke0,M —1| =30s;[M]1+[24M], +[24M],
X,[K] '_W3k|v|r - W; > X[M +k] ¢ Efortul de calcul poate fi redus prin
V_V_?,llw R .. exploatarea totald a simetriei
6 Inmultiri complexe & armonicei interioare
6 aduniri complexe -

>
NE
[
IQ?_NI
=R
1=
\
(

X[2M+k]%_‘wé—\2@j;‘

Xo[k] ® > ,, () > X[K] - Ornpixs: [3M] =
=30 [M]+[11IM], +[20M],
¢ Reducere de peste 2 ori. I

Xq[k] > X[M + K]
VkeO,M -1
Xalk] X[2M +K]
< 187 >
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Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziti, cu segmentare in timp |
Exemplul 2 I Algoritmul compozit FFT-RADIX4 | N =4L| sau N =4M e 4N

def def M-1

3 mk —
TFD,y (X)[K]=>_wyh TFD,, (Xp)[k%M]‘ TFD,, (x,)[k] = X [kl = > x[4m + pJwi| Yk <O.M_ 1
= vk €0,N 1] "0 x,[m] v|C>60,3|

Cooley-Tukey compozit-timp jj k |
( w, =(-J)
TFD, (X)[K] = X[K] = W3y X o [K]+ Wiy Xy [K]+Wayy X, [K]+ Wy, X3[k]| @ ——vkeZ|
) TFD,y (X)[M +k]=X[M + k] =Wy Xo[K]+ Wy Xy [K]+wewzy X, [K]+wwgy, X3[k]|
TFD,,, (X)[2M +k]= X[2M + K] = w0y, X o [K]+W2iWsy, X, [K]+Wow2s X, [K]+wiwss, xg[k]|

| TFD, (X)[3M + K] = X[3M -+ K] =gy Xo[K] -+ Wywypy X, [K] +Wawiy X o [K]+wewgy, X[kl
N vk 0,M —1]

Blocul de calcul paralel | “butterfly”

3 inmultin complexe &

12 adundri complexe

0RAD|X4 — [12]. + [30]+

atomic

Orroixs[AM ] =
— 40CT[|\/|]+[12|\/|]. +[30M],

<188 >
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Clasa semnalelor deterministe I

&

L

Clasa semnalelor nedeterministe I

@ Valori unic determinate la fiecare
moment al domeniului de definitie, 7.

& Valori afectate de un anumit grad
de incertitudine, la fiecare moment
al domeniului de definitie, 7.

& Semnale total invariante la perturbatii. I

& Se pot determina anumite probablhta;l
de apariie a valorilor. < pge g =

& Semnale afectate de perturbam |

Determinist ‘i/\ Autocovarlam;a unui semnal '/\Nedetetminist |

of To0t0 def def
rf(er)d_jjf(t 0)f(s—7)dtds, V6,7 <R| 7 (©:7) = E{f(0)f ()} =

- Ip(f(@),f(r))f(e)f(r)df (0)df (1), V0,7 <R

& (Clasa traditionala a semnalelor practice. |

PS

def _
Lp.al= 3 x0n - plxm—al, Vp,qez‘
neZ meZ def _ def rul d
rLp.al =EXI pIxal = m:gizrrtthﬁsgci
(H’T) . . . +00 400
[p.q] }P"“"’h‘ de pivot - [ Jiglte. X[q1 L plxalox[ pldx{a] , Vp,q <2

densitate de probabilitate

<189 >

@ Spectrele semnalelor din aceste clase se evalueaza
in mod diferit.
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Spectrul unui semnal stabil determinist Spectrul unui semnal nedeterminist I
def ot — ¢ Chiar dacd Operatorul Fourier poate fi aplicat
F:(Q) =|F(jQ)| = J. _[ f(t)f(s)e’ dtds unui semnal nedeterminist, rezultatul este tot
00— VQeR un semnal nedeterminist.

X (e j@)‘z _ Z Z X[ n]—x[m]e jo(m=n) Un semnal nedeterminist este stabil daca functia
ianta 1 il
sa de autocovariantd este un semnal stabil.

neZ meZ V(DEIR'

Semnale stationare |

== _ 2(Q)

+00 400

@~ o - | [1(or @ doa]
- vVQeR

def
(o) =

Ce relatie existé intre spectru gi
densitatea spectrald de puteres

Un rezultat remarcabil
releva aceastd relatie.

WA R (o i Tolel®(p-k)

Teorema 9 (Wiener-Kintchine) I @‘ ER éé rLkInLple ‘
Pentru orice semnal continual sau discret O X ((D) |'MI
stabil stationar care admite functie de auto- densitate spectrald de putere
covarianta, spectrul coincide cu densitatea (psd = power spectrum density)
spectrala de putere:

F(Q)=D,(Q) , VQeR ; ¢ Densitatea spectrald de putere se poate defini

’ ’ identic si pentru semnalele deterministe.
F(@)=D,(0) , Voek .

Dziionsirais | |:) Exercitiu | < 190>
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In cazul semnalelor nedeterministe, utilizarea densititii spectrale de putere in locul spectrului
conduce la eliminarea zgomotului alb.

! d Zgomotele colorate nu sunt insd eliminate. I
Densitatea spectrald de putere are doar un aspect (usor) mai neted decit al spectrului. |

Spectrul semnalului nedeterminist X |
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Densitatea spectrala de putere a semnalului nedeterminist
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Frecventa nommalizata

4 Observati dispersia ugor inferioard a celui de-al doilea grafic in jurul curbei mediane. I << 191>




Cum este influentat spectrul prin esantionare gi
limtarea orizontului de mésura?

daca se respectd Regula lui Shannon-Nyquist.

Egantionaﬁb

T
F . |_S X _apt ]
: o H e
Foo - / h ....... Ts Ts
% T, Voe [—TE,+7I]|
/
/ T, < — /]
QC
o] e
0 | 0 w
0] Q 2 { rad } 9] O T [rad]
> 0, =02 T <7
Limitarea orizontului de masura produce insa distorsiuni
mai mult sau mai putin importante ale spectrului original.
¢ In acest caz, reprezentarea spectrald se supune
Principiului de incertitudine Gabor-Heisenberg. </ 192 >
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e Limitarea orizontului de masurd este echivalentd cu extragerea unui segment de semnal discret(izat) = =
cu ajutorul unei ferestre (de exemplu, dreptunghiulare).

fereastra dreptunghiulara

=x-{g" Ry Yo =—X *F (" Ry pooed R | ]
<ym_ ( K)ll:) - A( K) ?IT?TTJT?TTJTJIM{E‘?TTJTJT

- Teorema inversa de convolutie periodica I

~ T o T Ym
Yoe) = [ X(eMYF (4 "R, ej(““))du‘ 1
" = \ YoelR i NO)
ﬁ &) osin=s jm(N_l—mj
No-n) Fa R Je) = —2e
. SIn 5 j(co—u)(z_—mj sin =
Yn(e)=>— [ X(eh)— 2 —e du VoeR)
el sin (Exercitiv) |
2 VoelR
N(o-p) 2
o g s ity j u[N—l_m] ¢ Spectrul este distorsionat de operatia
&, (®)=[Y, (') =—|| X(e™) 2 . 2 dp de convolutie cu TF a ferestrei de
Im ) Ar? ®— LU i
(L o sin extractie.
e Alte tipuri de ferestre pot fi de asemenea utilizate. M

Exercitiu I e Deduceti ecuatia spectrului unui segment de semnal < >
extras cu ajutorul unei ferestre triunghiulare (Bartlett). 193
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Exemplul 1 I Distorsiuni induse de fereastra dreptnghiulars asupra unui FTJ ideal |

A
10

0 ¢ Largimea de bandi este mai precis aproximaté, dar atenuarea
puterilor spectrale de frecvente inalte este mai slaba.

3
z
g
o
—
3 [ efecte
= -
& marginale
.................................... .

“scurgere” de energie
(leakage)

Energy density (dB)
5
1

¢ Lirgimea de bandi este mai putin precis
aproximati, dar atenuarea puterilor spectrale
/ de frecvente inalte este mai puternica.

spectru ideal —80 -
—90 |- /

T B A N B A TAY P _
0 1 2 nle3 .:1 I5 =/ < 194’
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