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Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziţi, cu segmentare în timpExempleExemple de de algoritmialgoritmi CooleyCooley--TukeyTukey compozicompoziţţii, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp
DecadaDecada 19701970--19801980 a a înregistratînregistrat o o intensintensăă activitateactivitate de de proiectareproiectare a a algoritmiloralgoritmilor compoziţicompoziţi
bazaţibazaţi pepe ideeaideea luilui Cooley & Cooley & TukeyTukey..

•

Algoritmi FFT-RADIXAlgoritmiAlgoritmi FFTFFT--RADIXRADIX

Denumire sugerată de Limbajul FORTRAN, care indică divizorul principal
sau baza duratei (în cazul factorizării de tipul PL).  

DenumireDenumire sugeratsugeratăă de de LimbajulLimbajul FORTRANFORTRAN, care , care indicindicăă divizoruldivizorul principalprincipal
sausau bazabaza durateiduratei ((înîn cazulcazul factorizfactorizăăriirii de de tipultipul PPLL).  ).  

LPN = NPN ∈ Algoritm FFT-RADIXPAlgoritmAlgoritm FFTFFT--RADIXRADIXPPsausau

• CeiCei maimai popularipopulari algoritmialgoritmi FFTFFT compoziţicompoziţi: : RADIXRADIX33, RADIX, RADIX44, RADIX, RADIX1616, RADIX, RADIX3232, RADIX, RADIX6464..

• ExempleleExemplele care care urmeazurmeazăă: : RADIXRADIX33 && RADIXRADIX44..

Exemplul 1

186

ExemplulExemplul 11 Algoritmul compozit FFT-RADIX3 N33 ∈= MNLN 3=AlgoritmulAlgoritmul compozitcompozit FFTFFT--RADIXRADIX33 sausau
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Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziţi, cu segmentare în timp (continuare)ExempleExemple de de algoritmialgoritmi CooleyCooley--TukeyTukey compozicompoziţţii, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp ((continuarecontinuare))

Exemplul 1ExemplulExemplul 11 Algoritmul compozit FFT-RADIX3 (continuare)AlgoritmulAlgoritmul compozitcompozit FFTFFT--RADIXRADIX33 ((continuarecontinuare))
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Efortul de calcul poate fi redus prin
exploatarea totală a simetriei

armonicei interioare.

EfortulEfortul de de calculcalcul poatepoate fifi redusredus prinprin
exploatareaexploatarea totaltotalăă a a simetrieisimetriei
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6 adunări complexe

6 6 înmulţiriînmulţiri complexecomplexe & & 
6 6 adunadunăăriri complexecomplexe

““butterflybutterfly””

2
1

2
31

3 jw −−=

][0 kX ][kX

1,0 −∈∀ Mk

k
Mw32

1
−

k
Mw 2

32
1

−

][1 kX

][2 kX 1−

][ kMX +

]2[ kMX +

3

j 1−

+•

+

++=

=

]20[]11[][3

]3[3RADIX

MMM

M

CTO
O

Reducere de peste 2 ori.ReducereReducere de de pestepeste 2 2 oriori..



3/18

3 înmulţiri complexe & 
12 adunări complexe

3 3 înmulţiriînmulţiri complexecomplexe & & 
12 12 adunadunăăriri complexecomplexe

AlgoritmiAlgoritmi compoziţicompoziţi de tip FFTde tip FFT
Exemple de algoritmi Cooley-Tukey compoziţi, cu segmentare în timpExempleExemple de de algoritmialgoritmi CooleyCooley--TukeyTukey compozicompoziţţii, cu , cu segmentaresegmentare îînn timptimp

Exemplul 2ExemplulExemplul 22 Algoritmul compozit FFT-RADIX4AlgoritmulAlgoritmul compozitcompozit FFTFFT--RADIXRADIX44 LN 4= sausau
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Clasa semnalelor deterministeClasaClasa semnalelorsemnalelor deterministedeterministe Clasa semnalelor nedeterministeClasaClasa semnalelorsemnalelor nedeterministenedeterministe

Valori unic determinate la fiecare
moment al domeniului de definiþie, T. 
ValoriValori unicunic determinate la determinate la fiecarefiecare
moment al moment al domeniuluidomeniului de de definiþiedefiniþie, , TT. . 

Valori afectate de un anumit grad 
de incertitudine, la fiecare moment 
al domeniului de definiþie, T. 

ValoriValori afectateafectate de un de un anumitanumit grad grad 
de de incertitudineincertitudine, la , la fiecarefiecare moment moment 
al al domeniuluidomeniului de de definiþiedefiniþie, , TT. . 

Se pot determina anumite probabilitãþi
de apariþie a valorilor.  
Se pot Se pot determinadetermina anumiteanumite probabilitãþiprobabilitãþi
de de apariþieapariþie a a valorilorvalorilor.  .  

Semnale total invariante la perturbaþii. SemnaleSemnale total total invarianteinvariante la la perturbaþiiperturbaþii. . 

Semnale afectate de perturbaþii (zgomote). SemnaleSemnale afectateafectate de de perturbaþiiperturbaþii ((zgomotezgomote). ). 

Clasa tradiþionalã a semnalelor practice. ClasaClasa tradiþionalãtradiþionalã a a semnalelorsemnalelor practice. practice. 

Autocovarianþa unui semnal

PSPS
PS & IS

AutocovarianþaAutocovarianþa unuiunui semnalsemnal
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DeterministDeterministDeterminist NedeterministNedeterministNedeterminist

operatoruloperatorul de de 
medieremediere statisticstatisticăă

densitatedensitate de de probabilitateprobabilitate
Spectrele semnalelor din aceste clase se evaluează

în mod diferit.  
SpectreleSpectrele semnalelorsemnalelor din din acesteaceste claseclase se se evalueazevalueazăă

înîn mod mod diferitdiferit.  .  
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Spectrul unui semnal stabil deterministSpectrulSpectrul unuiunui semnalsemnal stabilstabil deterministdeterminist Spectrul unui semnal nedeterministSpectrulSpectrul unuiunui semnalsemnal nedeterministnedeterminist

densitatedensitate spectralspectralăă de de putereputere
((psdpsd = = ppower ower sspectrum pectrum ddensity)ensity)

Un semnal nedeterminist este stabil dacă funcţia
sa de autocovarianţă este un semnal stabil.

Un Un semnalsemnal nedeterministnedeterminist esteeste stabilstabil dacdacăă funcfuncţţiaia
sasa de de autocovarianautocovarianţţăă esteeste un un semnalsemnal stabilstabil..

Chiar dacă Operatorul Fourier poate fi aplicat
unui semnal nedeterminist, rezultatul este tot 
un semnal nedeterminist.

ChiarChiar dacdacăă OperatorulOperatorul Fourier Fourier poatepoate fifi aplicataplicat
unuiunui semnalsemnal nedeterministnedeterminist, , rezultatulrezultatul esteeste tot tot 
un un semnalsemnal nedeterministnedeterminist..

Semnale staţionareSemnaleSemnale staţionarestaţionare
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CeCe relaţierelaţie existexistăă întreîntre spectruspectru şişi
densitateadensitatea spectralspectralăă de de putereputere??

R∈Ω∀

R∈ω∀)(ωΦ x

)(ΩΦ f

Un rezultat remarcabil
relevă această relaţie.

Un Un rezultatrezultat remarcabilremarcabil
relevrelevăă aceastaceastăă relaţierelaţie..

Teorema 9 (Wiener-Kintchine)TeoremaTeorema 99 ((WienerWiener--KintchineKintchine))

PentruPentru oriceorice semnalsemnal continual continual sausau discretdiscret
stabilstabil staţionarstaţionar care care admiteadmite funcţiefuncţie de autode auto--
covarianţăcovarianţă, , spectrulspectrul coincide cu coincide cu densitateadensitatea
spectralspectralăă de de putereputere: : 

)()( ΩΦ=Ω ffS Densitatea spectrală de putere se poate defini
identic şi pentru semnalele deterministe.
DensitateaDensitatea spectralspectralăă de de putereputere se se poatepoate definidefini
identicidentic şşii pentrupentru semnalelesemnalele deterministedeterministe..

)()( ωΦ=ω xxS
;, R∈Ω∀
., R∈ω∀

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie ExerciţiuExerciţiuExerciţiu 190
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191

În cazul semnalelor nedeterministe, utilizarea densităţii spectrale de putere în locul spectrului
conduce la eliminarea zgomotului alb.  

ÎÎnn cazulcazul semnalelorsemnalelor nedeterministenedeterministe, , utilizareautilizarea densitdensităăţţiiii spectralespectrale de de putereputere îînn locullocul spectruluispectrului
conduce la conduce la eliminareaeliminarea zgomotuluizgomotului albalb.  .  

Zgomotele colorate nu sunt însă eliminate.ZgomoteleZgomotele coloratecolorate nunu suntsunt îînsnsăă eliminate.eliminate.

Densitatea spectrală de putere are doar un aspect (uşor) mai neted decît al spectrului.DensitateaDensitatea spectralspectralăă de de putereputere are are doardoar un aspect (un aspect (uuşşoror) ) maimai netedneted decdecîîtt al al spectruluispectrului..

x

Observaţi dispersia uşor inferioară a celui de-al doilea grafic în jurul curbei mediane.ObservaObservaţţii dispersiadispersia uuşşoror inferioarinferioarăă a a celuicelui dede--al al doileadoilea graficgrafic îînn juruljurul curbeicurbei medianemediane..
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ProblemaProblema estimestimăăriirii spectralespectrale
Cum Cum esteeste influenţatinfluenţat spectrulspectrul prinprin eşantionareeşantionare şişi

limtarealimtarea orizontuluiorizontului de de mmăăsursurăă??

Prin eşantionare, informaţia spectrală este conservată, 
dacă se respectă Regula lui Shannon-Nyquist.

PrinPrin eşantionareeşantionare, , informaţiainformaţia spectralspectralăă esteeste conservatconservatăă, , 
dacdacăă se se respectrespectăă RegulaRegula luilui ShannonShannon--NyquistNyquist..
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Limitarea orizontului de măsură produce însă distorsiuni
mai mult sau mai puţin importante ale spectrului original.
LimitareaLimitarea orizontuluiorizontului de de mmăăsursurăă produce produce însăînsă distorsiunidistorsiuni
maimai multmult sausau maimai puţinpuţin importanteimportante ale ale spectruluispectrului original.original.

În acest caz, reprezentarea spectrală se supune
Principiului de incertitudine Gabor-Heisenberg.
ÎÎnn acestacest cazcaz, , reprezentareareprezentarea spectralspectralăă se se supunesupune
PrincipiuluiPrincipiului de de incertitudineincertitudine GaborGabor--HeisenbergHeisenberg..
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LimitareaLimitarea orizontuluiorizontului de de mmăăsursurăă esteeste echivalentechivalentăă cu cu extragereaextragerea unuiunui segment segment de de semnalsemnal discret(izatdiscret(izat) ) 
cu cu ajutorulajutorul uneiunei ferestreferestre (de (de exempluexemplu, , dreptunghiularedreptunghiulare).   ).   
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Spectrul este distorsionat de operaţia
de convoluţie cu TF a ferestrei de 
extracţie.

SpectrulSpectrul esteeste distorsionatdistorsionat de de operaoperaţţiaia
de de convoluconvoluţţieie cu TF a cu TF a ferestreiferestrei de de 
extracextracţţieie..

• AlteAlte tipuritipuri de de ferestreferestre pot pot fifi de de asemeneaasemenea utilizateutilizate. . 

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu • DeduceţiDeduceţi ecuaţiaecuaţia spectruluispectrului unuiunui segment de segment de semnalsemnal
extras cu extras cu ajutorulajutorul uneiunei ferestreferestre triunghiularetriunghiulare (Bartlett)(Bartlett). . 

(Exerciţiu)((ExerciţiuExerciţiu))

ProblemaProblema estimestimăăriirii spectralespectrale
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Exemplul 1ExemplulExemplul 11 Distorsiuni induse de fereastra dreptnghiulară asupra unui FTJ idealDistorsiuniDistorsiuni induseinduse de de fereastrafereastra dreptnghiulardreptnghiularăă asupraasupra unuiunui FTJ idealFTJ ideal

Exemplul 2ExemplulExemplul 22

efecteefecte
marginalemarginale

““scurgerescurgere” de ” de energieenergie
((leakageleakage))

spectruspectru idealideal

Distorsiuni induse de fereastra tringhiulară asupra unui FTJ idealDistorsiuniDistorsiuni induseinduse de de fereastrafereastra tringhiulartringhiularăă asupraasupra unuiunui FTJ idealFTJ ideal

Lărgimea de bandă este mai puţin precis
aproximată, dar atenuarea puterilor spectrale
de frecvenţe înalte este mai puternică.

LLăărgimeargimea de de bandbandăă esteeste maimai pupuţţinin precisprecis
aproximataproximatăă, , dardar atenuareaatenuarea puterilorputerilor spectralespectrale
de de frecvenfrecvenţţee îînaltenalte esteeste maimai puternicputernicăă..

Lărgimea de bandă este mai precis aproximată, dar atenuarea
puterilor spectrale de frecvenţe înalte este mai slabă.
LLăărgimeargimea de de bandbandăă esteeste maimai precisprecis aproximataproximatăă, , dardar atenuareaatenuarea
puterilorputerilor spectralespectrale de de frecvenfrecvenţţee îînaltenalte esteeste maimai slabslabăă..

ProblemaProblema estimestimăăriirii spectralespectrale
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