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Presentaci¶on

Estas notas se han concebido como material de apoyo did¶actico dentro del curso de
doctorado \Teor¶³a General del M¶etodo de los Elementos Finitos", que imparte el Depar-
tamento de Mec¶anica Estructural y Construcciones Industriales de la ETS de Ingenieros
Industriales de Madrid. Se pretende dar al alumno la posibilidad de contrastar con ellas
sus apuntes de clase y, de esta manera, ayudarle a comprender mejor las ideas transmitidas
por el profesor.

De acuerdo con los objetivos del curso de doctorado, se proporciona una panor¶amica
general de los aspectos del m¶etodo de los elementos ¯nitos (MEF) necesarios para iniciar al
alumno en su aplicaci¶on industrial pr¶actica. En este sentido, el documento puede resultar
¶util tambi¶en para aquellos que, al margen del curso, busquen una formaci¶on b¶asica que
les permita utilizar programas basados en el MEF conociendo las l¶³neas generales de la
tecnolog¶³a num¶erica y sus limitaciones.

No se trata de remplazar los muchos libros de texto que, desde diferentes ¶opticas,
abordan el MEF. Por el contrario, la idea ha sido componer un resumen introductorio,
escrito en un lenguaje asequible, que sirva de punto de partida para la consulta de esos
libros. As¶³, para facilitar esta labor, en las p¶aginas ¯nales se incluye una lista de referencias
bibliogr¶a¯cas donde el alumno interesado puede ampliar los conceptos expuestos.

Collado-Villalba, septiembre de 1999
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Cap¶³tulo 1

Introducci¶on

1.1 Perspectiva hist¶orica

Los m¶etodos de elementos ¯nitos constituyen hoy en d¶³a el procedimiento habitual de
c¶alculo en Mec¶anica Estructural y Mec¶anica de S¶olidos en general. Su uso est¶a tambi¶en
muy extendido en la resoluci¶on de problemas de Transferencia de Calor, y empieza a cobrar
importancia en otras ¶areas, como la Mec¶anica de Fluidos o el Electromagnetismo.

El conocimiento de estas t¶ecnicas num¶ericas resulta actualmente casi imprescindible
para aquellos que se desenvuelven en el ¶ambito de la Ingenier¶³a Civil y la Ingenier¶³a
Mec¶anica, ya que la mayor parte de los an¶alisis de tensiones que se llevan a cabo en la
industria est¶an basados en ellas.

A pesar de su gran difusi¶on actual, los procedimientos de elementos ¯nitos tal y como
los entendemos hoy en d¶³a son relativamente modernos. Su nacimiento y desarrollo es
una consecuencia de la disponibilidad de herramientas electr¶onicas de c¶alculo cada vez
m¶as potentes. Puede decirse, por tanto, que estas t¶ecnicas son un resultado m¶as de la
revoluci¶on inform¶atica de ¯nales del siglo XX.

1.1.1 Or¶³genes

La rese~na hist¶orica del m¶etodo de los elementos ¯nitos (MEF) hay que iniciarla en la
d¶ecada de los cincuenta, cuando el reci¶en nacido ordenador digital hac¶³a por ¯n posible
el c¶alculo autom¶atico de estructuras de barras sin recurrir a tediosos procedimientos de
relajaci¶on, como el de Cross o el de Kani. Se concibi¶o entonces una nueva t¶ecnica de
c¶alculo, inabordable sin la ayuda del ordenador, que fue bautizada con el nombre de
\c¶alculo matricial de estructuras", en reconocimiento del papel que desempe~na el ¶algebra
matricial en su formalismo matem¶atico.

Recordemos que el c¶alculo matricial de estructuras1 se basa en la idea de dividir la
estructura en barras, dentro de las cuales se conoce la soluci¶on exacta en funci¶on de ciertos
coe¯cientes que se hacen coincidir con los movimientos de los nodos extremos. Dichos
coe¯cientes se obtienen planteando el equilibrio de todos los nodos de la estructura y

1Ver, por ejemplo, Alarc¶on, ¶Alvarez y G¶omez-Lera. C¶alculo Matricial de Estructuras, Revert¶e, 1986.
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resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta. De esta manera, conocidos los coe¯cientes
o movimientos nodales, se desciende de nuevo al nivel local de cada barra y se obtiene
la soluci¶on de esfuerzos y movimientos en el conjunto de la estructura por agregaci¶on de
soluciones locales.

El MEF naci¶o como una generalizaci¶on de esta idea b¶asica del c¶alculo matricial. Al-
guien que trabajaba con sistemas estructurales complejos, que no se idealizaban bien
mediante entramados de barras, pens¶o que pod¶³a dividir su estructura en zonas o \ele-
mentos" m¶as complejos que una simple barra. Estos elementos estar¶³an conectados entre
s¶³ tambi¶en en nodos pero, a diferencia con el c¶alculo matricial, dentro de ellos s¶olo conoc¶³a
la soluci¶on de manera aproximada en funci¶on de los movimientos nodales. Al igual que
en el c¶alculo matricial, a partir de las soluciones locales se pod¶³a plantear el equilibrio de
los nodos y obtener los movimientos nodales resolviendo un sistema de ecuaciones. Estos
movimientos nodales de¯n¶³an la soluci¶on dentro de cada uno de los \elementos" en que se
hab¶³a dividido la estructura y, por agregaci¶on, la soluci¶on en toda ella. Lo que ocurr¶³a es
que, ahora, esta soluci¶on no era la exacta, sino una aproximaci¶on.

La partida de nacimiento del MEF, en la que se publica por primera vez la idea anterior,
est¶a fechada en 1956. Se trata de un art¶³culo hist¶orico aparecido en una revista relacionada
con la industria aeron¶autica2.

As¶³ pues, el MEF naci¶o en el ¶ambito del c¶alculo de estructuras y esto ha impregnado
toda la terminolog¶³a asociada al mismo. En un principio se present¶o como un procedi-
miento de c¶alculo m¶as, entre los muchos desarrollados por ingenieros ocupados en resolver
problemas pr¶acticos. Sin embargo, durante los a~nos sesenta los investigadores descubrie-
ron que la esencia de lo que hab¶³a sido una mera generalizaci¶on del c¶alculo matricial pod¶³a
utilizarse, no s¶olo para resolver problemas de c¶alculo de estructuras, sino tambi¶en proble-
mas de campo en general, tales como problemas de elasticidad o de conducci¶on de calor.
La idea b¶asica segu¶³a siendo la misma: la divisi¶on del dominio de c¶alculo en peque~nos
subdominios y la aproximaci¶on en ellos de la variable de campo en funci¶on de su valor en
puntos privilegiados llamados nodos. Aparec¶³a as¶³ el MEF moderno.

Por otro lado, tras el ¶exito en las primeras aplicaciones, se comprob¶o que a pesar de
haber sido desarrollado con mentalidad pr¶actica (ingenieril), el m¶etodo ten¶³a hondas ra¶³ces
matem¶aticas, en la l¶³nea del procedimiento de Ritz para obtener soluciones aproximadas
de ecuaciones diferenciales3 o dentro de los llamados m¶etodos de residuos ponderados.
En su aplicaci¶on a la elasticidad, el m¶etodo pod¶³a interpretarse tambi¶en como una forma
aproximada de resolver las condiciones de equilibrio derivadas del cl¶asico principio de los
trabajos virtuales.

Esta generalidad empez¶o a atraer el inter¶es de los matem¶aticos, los cuales contribuyeron
decisivamente a explicar con rigor las bases del MEF. Sin embargo, debe hacerse notar
que la contribuci¶on de los matem¶aticos al MEF ha ido siempre muy por detr¶as de las
aplicaciones pr¶acticas. El MEF naci¶o como una herramienta ingenieril y sus l¶³neas b¶asicas
de desarrollo han estado siempre muy vinculadas a la presi¶on de la industria por resolver
problemas. En muchas etapas de su evoluci¶on se ha concebido y aplicado con ¶exito una

2M.J. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin y L.J. Topp. Sti®ness and De°ection Analysis of Complex
Structures. Journal of Aeronautical Sciences, vol.23, 9. 1956.

3El m¶etodo de Ritz data de 1909.
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determinada t¶ecnica num¶erica antes de encontrar su justi¯caci¶on matem¶atica rigurosa. De
hecho, es sintom¶atico que el primer libro importante en que se analiza el MEF desde el
punto de vista matem¶atico se publicara en 19734, cuando el m¶etodo llevaba al menos quince
a~nos emple¶andose en la industria y hab¶³a alcanzado una gran madurez en su aplicaci¶on a
problemas lineales.

1.1.2 Evoluci¶on

El MEF alcanza su mayor¶³a de edad hacia ¯nales de los sesenta, con la aparici¶on de los
primeros programas comerciales5. En ese momento entra en franca competencia con el
¶unico m¶etodo de c¶alculo num¶erico disponible hasta entonces para problemas de campo: el
m¶etodo de diferencias ¯nitas. En el ¶ambito del an¶alisis de tensiones en s¶olidos, el MEF se
impuso r¶apidamente, ya que est¶a libre de las restricciones de tipo geom¶etrico que di¯cultan
el uso de los procedimientos cl¶asicos de diferencias ¯nitas en este campo.

Al ¯nal de la d¶ecada de los sesenta el MEF hab¶³a demostrado ya su potencia y su ver-
satilidad, pero su empleo estaba todav¶³a muy restringido dentro de la industria aerospacial
y de defensa, debido al alt¶³simo precio de los ordenadores de entonces.

Empiezan a aparecer en aquel momento los llamados \centros de c¶alculo", compa~n¶³as
que vend¶³an tiempo de ordenador a usuarios que carec¶³an de los \grandes" ordenadores
necesarios para resolver problemas industriales. Los centros de c¶alculo se organizaban
alrededor de un ordenador en el que se encontraban instalados, entre otros, los programas
de elementos ¯nitos. Los ingenieros del centro proporcionaban al usuario la documentaci¶on
necesaria para preparar la entrada de datos a los programas e interpretar los resultados que
se produc¶³an. El usuario preparaba sus datos y los remit¶³a al centro de c¶alculo, inicialmente
mediante paquetes de tarjetas perforadas y, m¶as tarde, mediante ¯cheros que se enviaban
a trav¶es de una l¶³nea telef¶onica. Los datos se procesaban en el ordenador del centro de
c¶alculo y los resultados le llegaban al usuario al cabo de unos d¶³as, normalmente en forma
de tremendos listados de n¶umeros que tardaban tambi¶en varios d¶³as en ser comprobados
e interpretados.

Los centros de c¶alculo tuvieron su auge en la d¶ecada de los setenta. Contribuyeron de
manera muy importante a la popularizaci¶on del MEF en industrias como la del autom¶ovil,
la nuclear y la de grandes obras civiles. Por otro lado, los centros de c¶alculo universitarios
pusieron la infraestructura necesaria para el enorme esfuerzo investigador que se llev¶o a
cabo en esta d¶ecada. Si los a~nos sesenta fueron la ¶epoca de los pioneros, los a~nos setenta
son los de los grandes desarrollos del MEF, tanto en tecnolog¶³a de elementos como en
procedimientos de c¶alculo y aumento de prestaciones. El n¶umero de publicaciones sobre
el m¶etodo creci¶o exponencialmente y el MEF se aplic¶o progresivamente a problemas cada
vez m¶as complejos, como el c¶alculo de transitorios o el estudio de respuestas no lineales.
Puede decirse que al ¯nal de la d¶ecada el desarrollo de las t¶ecnicas num¶ericas casi se pone
por delante de la potencia de c¶alculo que son capaces de proporcionar los ordenadores.

Los centros de c¶alculo inician su declive con la aparici¶on de los llamados \mini" or-
denadores, a principios de los ochenta. Los avances tecnol¶ogicos permitieron poner en el

4Strang y Fix. An Analysis of the Finite Element Method, Prentice-Hall, 1973.
5El primer programa comercial de elementos ¯nitos aparece en 1968.
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mercado m¶aquinas comparables a aquellas de que dispon¶³an los centros de c¶alculo, pero a
precios mucho m¶as bajos y con unos costes de mantenimiento y explotaci¶on muy inferiores.
El avance se hizo vertiginoso hacia el ¯nal de la d¶ecada, con la aparici¶on de las primeras
\estaciones de trabajo", ordenadores pensados para un solo usuario, con una potencia de
c¶alculo nada despreciable, dotadas de capacidades gr¶a¯cas y con un precio peque~no. Como
consecuencia, los ordenadores se trasladan desde los centros de c¶alculo a las o¯cinas de los
ingenieros y ¶estos ganan autonom¶³a para usar el MEF y experimentar con ¶el.

Durante la d¶ecada de los ochenta el desarrollo de las t¶ecnicas de elementos ¯nitos no
fue tan espectacular como en los setenta, se empez¶o a alcanzar un cierto grado de madurez.
El esfuerzo investigador puntero se concentr¶o m¶as en estos a~nos en aplicaciones dentro del
¶ambito no lineal, las cuales pod¶³an empezar a ser utilizadas de manera rutinaria gracias a
los avances en la potencia de c¶alculo.

Donde s¶³ hubo un avance importante fue en la popularizaci¶on del MEF y en su facilidad
de uso, tanto por el abaratamiento espectacular de los ordenadores, como por las capacida-
des gr¶a¯cas que proporcionaban. En la d¶ecada de los ochenta empiezan a comercializarse
pre y post-procesadores gr¶a¯cos para los c¶alculos de elementos ¯nitos, siendo ¶este un paso
muy importante de cara a poder abordar de manera rutinaria y con un m¶³nimo de garant¶³a
c¶alculos tridimensionales con geometr¶³as complejas, como las que aparecen en el dise~no
mec¶anico.

1.1.3 Presente

La dec¶ada de los noventa corresponde al momento que vivimos. Se caracteriza por un aba-
ratamiento de los ordenadores impensable hace s¶olo unos a~nos. Desde el punto de vista de
lo que hace falta para el c¶alculo por elementos ¯nitos, puede decirse que hoy en d¶³a resulta
normalmente m¶as caro el programa de c¶alculo que el ordenador que se necesita para eje-
cutarlo. Todo lo contrario de lo que suced¶³a hace apenas una d¶ecada, cuando el vendedor
de ordenadores (el \hardware") pr¶acticamente regalaba los programas (el \software") al
hacer una venta. Adem¶as, con mucho, los mayores gastos asociados a un an¶alisis por
elementos ¯nitos no son ya los correspondientes al an¶alisis mismo (amortizaci¶on del orde-
nador y licencia de uso del programa) sino los de preparaci¶on del modelo e interpretaci¶on
de resultados.

El abaratamiento de ordenadores y programas ha contribuido a que la difusi¶on de las
herramientas de elementos ¯nitos sea tremenda. Cualquier o¯cina t¶ecnica, por peque~na
que sea, las tiene a su alcance. Hay que decir a este respecto que la difusi¶on de las
herramientas no siempre se corresponde con la adecuada formaci¶on para su uso. Hoy en
d¶³a resulta relativamente frecuente que se lleven a cabo c¶alculos por personal que desconoce
casi absolutamente los fundamentos del MEF y sus limitaciones y que, por tanto, es incapaz
de evaluar la bondad de los resultados que est¶a obteniendo.

Otro aspecto importante del momento actual es la integraci¶on del c¶alculo por elementos
¯nitos con otras ramas de lo que se ha dado en llamar Ingenier¶³a Asistida por Ordenador
(\Computer Aided Engineering" - CAE). En la actualidad es normal la integraci¶on del
c¶alculo por elementos ¯nitos (\Finite Element Analysis" - FEA) y el dibujo asistido por
ordenador (\Computer Aided Design" - CAD), con el objetivo, siempre, de reducir los
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tiempos de proyecto o de puesta de producto en el mercado.
Las t¶ecnicas de c¶alculo no lineal han alcanzado una madurez su¯ciente como para

poder ser empleadas por la industria de forma rutinaria. No tienen a¶un la difusi¶on al-
canzada por los m¶etodos de c¶alculo lineal y requieren de ordenadores m¶as potentes, pero
se emplean ya ampliamente en campos tales como el estudio de la resistencia a impacto
de veh¶³culos (\crashworthiness"), el dise~no de procesos de conformado de piezas met¶alicas
(forja, estampaci¶on, extrusi¶on, laminaci¶on) y el proyecto de componentes elastom¶ericos.
El objetivo es tambi¶en el mismo, reducir al m¶aximo el n¶umero de pruebas con prototipos
reales para acortar los plazos de dise~no o de puesta en el mercado.

No se est¶a viviendo una ¶epoca de grandes avances en cuanto a las t¶ecnicas de c¶alculo
por el m¶etodo de los elementos ¯nitos. Se sigue investigando, pero el MEF ha alcanzado
ya un grado de madurez que no se presta a progresos espectaculares como los vividos en
las d¶ecadas anteriores. Desde el punto de vista del que redacta estas notas son cuatro
las l¶³neas de investigaci¶on a lo largo de las cuales se est¶a desarrollando el MEF en la
actualidad:

² Adaptaci¶on de algoritmos de c¶alculo a las nuevas arquitecturas de ordenadores, con
objeto de aumentar la velocidad de c¶alculo y, por tanto, el tama~no m¶aximo de los
problemas abordables.

² Desarrollo de medidas error, mallados autoadaptativos y elementos de altas presta-
ciones, con objeto de aumentar la precisi¶on y ¯abilidad de los resultados obtenidos
por usuarios inexpertos en entornos de c¶alculo integrados con el CAD.

² Desarrollo de nuevos elementos y t¶ecnicas de soluci¶on encaminados a aumentar la
e¯ciencia, robustez y ¯abilidad de los c¶alculos en el ¶ambito no lineal.

² Modelos num¶ericos de leyes de comportamiento de materiales, sobre todo para la
predicci¶on del fallo y para la representaci¶on del comportamiento de nuevos materia-
les.

1.2 Panor¶amica de aplicaciones industriales actuales

Hoy en d¶³a la aplicaci¶on industrial mayoritaria del MEF es el c¶alculo de tensiones en s¶olidos
y estructuras. En esta parcela pr¶acticamente no se usa otro procedimiento num¶erico. Para
problemas muy concretos, tales como los relacionados con dominios in¯nitos (ac¶ustica,
suelos) o el estudio de fracturas, es posible que en un futuro el M¶etodo de los Elementos
de Contorno (MEC) pueda desplazar al MEF, por ser intr¶³nsecamente m¶as adecuado. Sin
embargo, el conocimiento y el uso del MEC, no ya en la industria, sino incluso dentro de
los ambientes docentes, son m¶³nimos. No parece, ni siquiera a medio plazo, que el MEC
pueda jugar un papel signi¯cativo en la pr¶actica industrial6.

6Frente al gran n¶umero de programas basados en el MEF que existen hoy en d¶³a en el mercado,
varias decenas, el autor s¶olo conoce dos programas comerciales basados en el MEC. Esto da idea de
la desproporci¶on actual entre el uso que hace la industria de una y otra t¶ecnica num¶erica.
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Dentro del c¶alculo de tensiones hay que distinguir entre dos tipos generales de apli-
caciones: el c¶alculo lineal y el no lineal. La gran mayor¶³a de los usuarios del MEF en
la actualidad, en torno al 80%, realiza c¶alculos lineales. Las t¶ecnicas de c¶alculo lineal
est¶an lo su¯cientemente maduras y probadas como para que puedan emplearse de modo
generalizado sin apenas incertidumbres en cuanto a los recursos necesarios para llegar al
resultado7.

El c¶alculo lineal de tensiones, tanto est¶atico como din¶amico, se utiliza sobre todo en
la fase de dise~no o de proyecto, donde se busca hacer un uso e¯ciente del material y, en
ocasiones, justi¯car el cumplimiento de una normativa o c¶odigo de buena pr¶actica. Su uso
est¶a muy difundido en el proyecto de elementos mec¶anicos y estructuras complejas. Se
utiliza mucho tambi¶en en el estudio de vibraciones (p.ej. ac¶ustica o ingenier¶³a s¶³smica).
Por otro lado, los c¶alculos lineales por elementos ¯nitos juegan un papel destacado en los
procesos de licenciamiento o certi¯caci¶on de componentes en la industria nuclear, \o®-
shore" o aeron¶autica.

El c¶alculo y la visualizaci¶on de los resultados permite al ingeniero entender mejor el
funcionamiento de sus dise~nos y, en consecuencia, optimizarlos. En este sentido, el c¶alculo
lineal ha sustituido casi completamente a los ensayos y pruebas de prototipos en que se
basaba buena parte del dise~no mec¶anico hace s¶olo unas d¶ecadas. No porque el c¶alculo sea
m¶as barato, que muchas veces no lo es, sino porque es mucho m¶as r¶apido e interactivo.
Permite realizar muchas pruebas del tipo \>qu¶e pasar¶³a si. . . ?" en poco tiempo, lo que
facilita enormemente la compenetraci¶on entre el proyectista y su dise~no.

El c¶alculo no lineal de tensiones comienza a tener un peso espec¶³¯co grande dentro de las
aplicaciones pr¶acticas del MEF. La industria ha impulsado mucho la investigaci¶on en esta
l¶³nea con el objetivo de que, a medio plazo, se puedan llegar a eliminar las incertidumbres
que afectan hoy en d¶³a a los c¶alculos no lineales. Aunque se ha avanzado bastante en la
¶ultima d¶ecada, todav¶³a existen ¶areas en las que abordar un c¶alculo no lineal tiene una
cierta componente de investigaci¶on, ya que no se conocen a priori los recursos que ser¶an
necesarios para alcanzar el resultado. Esto, junto con los mayores requisitos de formaci¶on
y de infraestructura inform¶atica que se imponen al usuario, ha retrasado la difusi¶on de los
c¶alculos no lineales.

Sin embargo, en determinados sectores industriales la no linealidad de los c¶alculos
no puede evitarse, ya que es parte intr¶³nseca del comportamiento que intenta simularse.
Es el caso normalmente de la industria de defensa (bal¶³stica terminal), la ingenier¶³a de
determinados procesos de fabricaci¶on (conformado de metales y vidrio), la industria de
componentes elastom¶ericos (juntas de goma, soportes de caucho-metal), las aplicaciones
geot¶ecnicas o el estudio de la seguridad a impacto de veh¶³culos (\crashworthiness"). Es en
estas ¶areas donde se encuentra m¶as difundido el c¶alculo no lineal de tensiones utilizando
el MEF.

En c¶³rculos m¶as minoritarios, el c¶alculo no lineal de tensiones se utiliza tambi¶en en la
investigaci¶on de causas de accidentes (ingenier¶³a forense) y en la obtenci¶on de las cargas
¶ultimas o l¶³mites resistentes de las estructuras. Esta clase de estudios contrasta con los
de proyecto en el sentido de que se busca una descripci¶on lo m¶as ajustada posible del

7El ¶unico recurso signi¯cativo hoy en d¶³a es el tiempo del calculista.
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comportamiento real, mientras que en los c¶alculos de dimensionamiento de estructuras lo
que se busca es, simplemente, garantizar la seguridad.

Fuera del ¶ambito del c¶alculo de tensiones, el MEF est¶a muy difundido asimismo en el
estudio de problemas de transferencia de calor, sobre todo en ingenier¶³a mec¶anica (motores
y sistemas de refrigeraci¶on). En este campo es tambi¶en el MEF pr¶acticamente la ¶unica
herramienta num¶erica que se utiliza. Habr¶³a que distinguir igualmente entre c¶alculos
lineales y no lineales y, en general, aplican los mismos comentarios hechos para el caso
del c¶alculo de tensiones. Quiz¶a en los problemas de transferencia de calor son menos las
incertidumbres cuando se aborda un c¶alculo no lineal.

La herramienta de c¶alculo tradicional dentro de la Mec¶anica de Fluidos ha sido el
M¶etodo de Diferencias Finitas (MDF). El MEF se encuentra menos difundido aqu¶³ por-
que la representaci¶on de la geometr¶³a no tiene tanta importancia como en Mec¶anica de
S¶olidos y porque en muchas de las aplicaciones de inter¶es industrial los problemas tienen
car¶acter no lineal8. En aplicaciones que requieren ¶unicamente c¶alculos lineales, tales como
el estudio del °ujo en medios porosos (aguas subterr¶aneas), la difusi¶on de contaminantes,
o la propagaci¶on de ondas de gravedad (oleaje), el MEF se encuentra bastante extendido;
mientras que los avances en las t¶ecnicas de c¶alculo no lineal han hecho que el MEF sea
cada vez m¶as competitivo con el MDF en otras aplicaciones. Parece que las t¶ecnicas de
elementos ¯nitos ganan progresivamente terreno, aunque sea disfrazadas de otros nombres,
como \dominios ¯nitos" o \vol¶umenes ¯nitos".

La utilizaci¶on del MEF en problemas de Electromagnetismo a escala industrial es rela-
tivamente reciente, aunque existen ya numerosos programas comerciales disponibles. Las
aplicaciones incluyen el proyecto de m¶aquinas el¶ectricas (motores, generadores, transfor-
madores) y el estudio de componentes (aisladores, interruptores).

8En los problemas cl¶asicos de Mec¶anica de Fluidos la variable de campo es el vector de velocidades. La
no linealidad aparece en las ecuaciones del movimiento por el t¶ermino convectivo de la derivada total de
la velocidad.
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Cap¶³tulo 2

Fundamentos matem¶aticos (I)

2.1 Introducci¶on

Desde el punto de vista matem¶atico, el M¶etodo de los Elementos ¯nitos (MEF) puede
entenderse como un procedimiento para resolver num¶ericamente problemas planteados
mediante ecuaciones diferenciales. En esto es similar a otros procedimientos, como el
M¶etodo de Diferencias Finitas (MDF) o el M¶etodo de los Elementos de Contorno (MEC).

La forma m¶as elegante de explicar los fundamentos matem¶aticos del MEF parte de la
teor¶³a de espacios normados y utiliza los conceptos del an¶alisis funcional1. Este es el marco
en el que hay que situarse si se quieren estudiar con rigor las bases del MEF e investigar
sobre sus propiedades matem¶aticas.

Sin embargo, desde el punto de vista pedag¶ogico, iniciar el estudio del MEF situ¶andose
en este marco puramente matem¶atico tiene serios inconvenientes para los t¶ecnicos. Entre
ellos se pueden mencionar los siguientes:

² Para la mayor¶³a de los ingenieros la teor¶³a de espacios normados y el an¶alisis funcional
resultan demasiado generales, abstractas y alejadas de las aplicaciones pr¶acticas en
las que est¶an interesados.

² Se requiere un tiempo y esfuerzo considerable para manejar con soltura los conceptos
del an¶alisis funcional. Se corre el riesgo de desanimar a los estudiantes que se acercan
por primera vez al MEF y de fomentar entre ellos la idea de que el m¶etodo es s¶olo
una gran teor¶³a matem¶atica, dif¶³cil de entender, y sin relaci¶on aparente con la forma
en que luego se resuelven los problemas reales.

² El iniciar el estudio del MEF desde un marco puramente matem¶atico no se corres-
ponde con la evoluci¶on hist¶orica del m¶etodo, el cual fue concebido por ingenieros con
la idea de resolver problemas concretos, y en cuyo desarrollo las aplicaciones han ido
siempre por delante de las justi¯caciones matem¶aticas generales y elegantes.

Por otro lado, la mayor¶³a de los estudiantes no tienen necesidad de conocer con toda
generalidad las bases matem¶aticas del MEF, ya que en su vida profesional se limitar¶an

1Ver las referencias 6 y 7 de la bibliograf¶³a complementaria.
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a ser usuarios de programas comerciales de c¶alculo. Estos alumnos s¶olo necesitan tener
claros los conceptos matem¶aticos indispensables para hacer un uso pr¶actico correcto de
las t¶ecnicas num¶ericas, ya probadas, que incorporan los programas comerciales.

Por las razones anteriores, y por limitaciones de espacio, se ha decidido buscar una
soluci¶on de compromiso para explicar los fundamentos matem¶aticos del MEF, sin cargar
el peso en la generalidad y la elegancia matem¶atica. Se ha elegido una aproximaci¶on
que muestre la base matem¶atica del MEF en un lenguaje lo menos oscuro posible para el
estudiante medio y poniendo ¶enfasis en la l¶³nea ingenieril de desarrollo del m¶etodo.

El objetivo es transmitir ideas y conceptos, m¶as que desarrollos y formulaciones. Las
ideas permitir¶an luego al estudioso penetrar en aparatos matem¶aticos m¶as complicados,
que lo ¶unico que hacen es generalizar estas ideas y presentarlas de manera m¶as elegante.

En este cap¶³tulo va a introducirse el MEF desde el punto de vista matem¶atico como
un caso particular del m¶etodo de residuos ponderados de Galerkin y, tambi¶en, como un
procedimiento de obtener una soluci¶on aproximada a un problema planteado de forma
\d¶ebil".

2.2 M¶etodos de residuos ponderados

Sea el siguiente problema modelo2.
Encontrar una funci¶on u : ­ ¡! <, con ­ = [0; 1], tal que:

u;xx + f = 0 en ­ =]0; 1[ (2.1)

siendo f : ­ ¡! < una funci¶on lisa o \suave", y de manera que se cumplan las siguientes
condiciones de contorno:

u;x(0) = ¡h h 2 < (2.2)

u(1) = g g 2 < (2.3)

La aproximaci¶on cl¶asica por diferencias ¯nitas a la resoluci¶on num¶erica de este proble-
ma es muy directa, no requiere apenas elaboraci¶on. La \receta" podr¶³a ser la siguiente:

1. Tomar n puntos de ­ =]0; 1[.

2. Aproximar el valor de u;xx en los n puntos en funci¶on del valor de u en esos puntos
y de las condiciones de contorno.

3. Particularizar la ecuaci¶on de campo u;xx + f = 0 en cada uno de los n puntos
seleccionados. Se obtiene as¶³ un sistema de n ecuaciones lineales cuyas n inc¶ognitas
son los valores de u en los puntos seleccionados.

2Este problema corresponde, desde el punto vista mec¶anico, al equilibrio de una barra sometida a
solicitaci¶on axil.
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4. La aproximaci¶on a la soluci¶on u en ­ se obtiene interpolando entre los valores de u
calculados para los puntos seleccionados. La soluci¶on puede re¯narse aumentando
el n¶umero n de puntos.

Puede verse que el procedimiento de soluci¶on anterior se basa en una aproximaci¶on
por puntos a la funci¶on inc¶ognita. La aproximaci¶on se extiende luego a todo el dominio
de c¶alculo por interpolaci¶on entre los valores obtenidos para esos puntos.

Podr¶³a pensarse en utilizar directamente una funci¶on extendida a todo el dominio de
c¶alculo y de¯nida a partir de ciertos coe¯cientes inc¶ognita. La receta ser¶³a entonces:

1. Aproximar la soluci¶on u en todo el dominio de c¶alculo mediante, por ejemplo:

uh = N0 +
nX
j=1

cjNj (2.4)

donde cj 2 < son coe¯cientes inc¶ognita, N0 : ­ ¡! < es una funci¶on conocida que
cumple las condiciones de contorno 2.2 y 2.3 y Nj : ­ ¡! < son funciones tambi¶en
conocidas pero que cumplen las condiciones de contorno homog¶eneas3.

2. Determinar los coe¯cientes inc¶ognita cj de modo que la ecuaci¶on diferencial 2.1 se
cumpla \en promedio" o de forma ponderada en todo el dominio ­.

3. Una forma de realizar lo anterior es tomar n funciones wk; k = 1; : : : ; n y plantear
las n ecuaciones:

Z 1

0
wk(u

h
;xx + f )dx = 0 k = 1; : : : ; n (2.5)

Este sistema proporciona un medio para determinar los coe¯cientes inc¶ognita cj; j =
1; : : : ; n.

El procedimiento anterior es una muestra de lo que se conoce con el nombre de m¶etodo
de los residuos ponderados, ya que el segundo factor de la cantidad subintegral de 2.5 recibe
el nombre de funci¶on residuo4.

El m¶etodo de los residuos ponderados es muy general y muy potente. Se trata de
una t¶ecnica que engloba procedimientos tan dispares a primera vista como el MEF, el
MEC o el ajuste por m¶³nimos cuadrados. La generalidad estriba en que hay muchas
posibilidades para elegir las funciones de aproximaci¶on Nj y las funciones de ponderaci¶on
wk. El criterio de que la funci¶on N0 cumpla las dos condiciones de contorno 2.2 y 2.3 se
ha ¯jado arbitrariamente y esta funci¶on podr¶³a seleccionarse tambi¶en con otro criterio.

3Las Nj pueden interpretarse como una base de un cierto espacio de funciones.
4El signi¯cado matem¶atico de la ecuaci¶on 2.5 es el de hacer ortogonal la funci¶on residuo a un espacio

de funciones cuya base son las funciones wk.
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2.3 M¶etodo de Galerkin

El m¶etodo de (Bubnov)Galerkin es el m¶etodo de residuos ponderados que corresponde a
la formulaci¶on m¶as cl¶asica del MEF. Seg¶un este m¶etodo, siguiendo el razonamiento de la
secci¶on anterior, la aproximaci¶on uh se construye como:

uh = gh +
nX
j=1

cjNj (2.6)

donde:

cj 2 < son coe¯cientes inc¶ognita,
gh : ­ ¡! < es una funci¶on que cumple la condici¶on de contorno 2.3, gh(1) = g,
Nj : ­ ¡! < son funciones que cumplen Nj(1) = 0.

Adem¶as, las funciones de ponderaci¶on wk : ­ ¡! <, se eligen iguales a las Nj: wj =
Nj; j = 1; : : : ; n.

N¶otese que 2.6 puede interpretarse como que uh pertenece a un espacio de funciones
Sh, el espacio de las funciones de aproximaci¶on, construido por traslaci¶on de otro espacio
Vh cuya base son las funciones Nj. Entonces, el m¶etodo de Galerkin se caracteriza porque
utiliza como espacio de funciones de ponderaci¶on el mismo espacio Vh.

Las ecuaciones 2.5 de residuos ponderados quedan entonces:Z 1

0
Nk (u

h
;xx + f) dx| {z }

ponderaci¶on en el dominio

+ Nk (u
h
;x + h)jx=0| {z }

ponderaci¶on en el contorno

= 0 k = 1; : : : ; n (2.7)

las cuales, integrando por partes y teniendo en cuenta que Nk(1) = 0, dan lugar a:Z 1

0
Nk;x u

h
;x dx =

Z 1

0
Nk f dx+Nk hjx=0 k = 1; : : : ; n (2.8)

y, sustituyendo 2.6:

Z 1

0
Nk;x (

nX
j=1

cjNj;x)dx =
Z 1

0
Nk f dx+Nk hjx=0 ¡

Z 1

0
Nk;x g

h
;x dx k = 1; : : : ; n (2.9)

donde los segundos miembros son conocidos.
Es decir, se obtiene un sistema de n ecuaciones lineales con n inc¶ognitas que permite

determinar los coe¯cientes cj de 2.6.
El m¶etodo de Galerkin data de 1915 y constituye una primera manera de justi¯car el

MEF desde el punto de vista matem¶atico. La aportaci¶on del MEF moderno al m¶etodo
de Galerkin consiste en una forma sistem¶atica, f¶acilmente automatizable, de construir las
funciones Nj y g

h a partir de funciones de¯nidas localmente.
A modo de ejemplo, la sistem¶atica anterior se aplica a continuaci¶on a la resoluci¶on

aproximada del problema modelo. El proceso ser¶³a el siguiente:
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1. Se divide el dominio ]0,1[ en subintervalos o \elementos":

0 i i+1 1

2. Dentro de cada elemento se de¯nen dos funciones locales a y b, por ejemplo:
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3. Las funciones Nj se de¯nen combinando estas dos funciones elementales:
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N¶otese queNj(1) = 0 8j y que los coe¯cientes cj cobran el sentido del valor de uh en
los puntos o \nodos" que se han utilizado para de¯nir los subdominios o \elementos".
Una vez de¯nidas las funciones elementales, las funciones de aproximaci¶on quedan
de¯nidas autom¶aticamente.

4. Las integrales que aparecen en 2.9 se hacen elemento a elemento, lo cual facilita
tambi¶en la automatizaci¶on. Los dominios de de¯nici¶on de las funciones Nj son
locales. En este caso se extienden, como mucho, a dos elementos.

5. Los coe¯cientes cj, que de¯nen la soluci¶on aproximada, se obtienen resolviendo el
sistema 2.9.

2.4 Formulaci¶on d¶ebil

El problema modelo planteado en forma de ecuaci¶on diferencial 2.1 con condiciones de
contorno 2.2 y 2.3 recibe el nombre de forma \fuerte" del problema, porque impone las
condiciones m¶as exigentes a la funci¶on que se trata de obtener, en cuanto al orden de
derivabilidad y en cuanto al cumplimiento de la ecuaci¶on y de las condiciones de contorno
punto a punto dentro del dominio de c¶alculo.

Puede pensarse en plantear el problema de modo que se exija a la funci¶on inc¶ognita un
orden menor de derivabilidad y, en vez del cumplimiento punto a punto, un cumplimiento
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en promedio de la ecuaci¶on diferencial y de las condiciones de contorno. Por contraste con
lo anterior, esta ser¶³a una formulaci¶on \d¶ebil" del mismo problema.

Una formulaci¶on d¶ebil de nuestro problema modelo ser¶³a la siguiente. Se de¯nen dos
espacios o conjuntos de funciones,

S = fu j u 2 H1; u(1) = gg y V = fw j w 2 H1; w(1) = 0g

donde H1 es el conjunto de funciones con derivada de cuadrado integrable en ­ = [0; 1],
esto es:

H1 = fu : ­ ¡! < j
Z 1

0
(u;x)

2 dx <1g

A partir de estos dos espacios, el problema se formula como, dados f : ­ ¡! <, g 2 <
y h 2 < como antes, encontrar una funci¶on u 2 S tal que 8w 2 V se cumpla:Z 1

0
w;xu;x dx =

Z 1

0
wf dx+w(0)h (2.10)

A primera vista puede parecer que el problema planteado as¶³ tiene poco que ver con
el planteado en 2.1 a 2.3. Sin embargo, cuando las funciones que intervienen son su¯-
cientemente lisas o \suaves", en el sentido de que est¶an de¯nidas las derivadas necesarias,
resulta que la formulaci¶on d¶ebil es equivalente a la formulaci¶on fuerte. En efecto:

1. Si u es soluci¶on de la forma fuerte, tambi¶en lo es de la d¶ebil, ya que se cumplir¶a:

Z 1

0
w(uh;xx + f)dx = 0 8w 2 V

e integrando por partes:

0 =

Z 1

0
w;xu;x dx¡

Z 1

0
wf dx¡ [wu;x]10 8w 2 V

y como ¡u;x(0) = h, por ser u soluci¶on de la forma fuerte, y w(1) = 0, por ser
w 2 V, resulta:

Z 1

0
w;xu;x dx =

Z 1

0
wf dx+w(0)h 8w 2 V

y como adem¶as u(1) = g, por ser u soluci¶on de la forma fuerte, se tiene que u 2 S,
luego u es soluci¶on de la forma d¶ebil.

2. Si u es soluci¶on de la forma d¶ebil, tambi¶en lo es de la fuerte, ya que se cumplir¶a:

Z 1

0
w;xu;x dx =

Z 1

0
wf dx+w(0)h 8w 2 V
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Integrando por partes y teniendo en cuenta que w(1) = 0 8w 2 V, resulta:

0 =
Z 1

0
w(u;xx + f)dx+w(0)[u;x(0) + h] 8w 2 V (2.11)

Como u(1) = g, por ser u 2 S, bastar¶a con probar que la relaci¶on anterior implica
necesariamente que:

u;xx + f = 0 en ­

y

u;x(0) + h = 0

En efecto, se puede tomar w = (u;xx + f )x (x¡ 1) 2 V y entonces, por 2.11:

0 =

Z 1

0
x(1¡ x)| {z }

¸0
(u;xx + f)

2| {z }
¸0

dx ) u;xx + f = 0 en ­ (2.12)

Como la pertenencia de w a V no impone ning¶un requisito sobre el valor w(0), 2.12
implica tambi¶en, por 2.11, que u;x(0) = ¡h. Luego u es soluci¶on de la forma fuerte.

Entonces, si la soluci¶on de la forma fuerte es ¶unica y la soluci¶on de la forma d¶ebil es
tambi¶en ¶unica, los dos resultados anteriores implican que ambas soluciones ser¶an iguales
y que, por tanto es indiferente plantear el problema de una u otra manera.

2.5 Analog¶³a mec¶anica: el principio de los trabajos virtuales

Para concretar las ideas anteriores sobre formas fuertes y d¶ebiles, estudiemos el equilibrio
de una barra sometida a solicitaci¶on axil.

¾ -

-

N N + dN

p

dx

La forma fuerte del problema se obtiene planteando directamente el equilibrio de la
rebanada. Si N es el esfuerzo axil; u, el desplazamiento a lo largo de la directriz; E, el
m¶odulo de elasticidad; A la secci¶on de la barra y p las fuerzas distribuidas por unidad de
longitud, se tiene:
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N = A¾ = AE² = AEu;x

dN = AEu;xxdx

dN + pdx = 0 (equilibrio de la rebanada)

u;xx +
p

AE
= 0 (ecuaci¶on diferencial)

Suponiendo una barra de longitud unidad, las condiciones de contorno podr¶³an ser:

u;x(0) = ¡h (axil impuesto)

u(1) = g (desplazamiento impuesto)

La forma d¶ebil del problema se obtiene planteando el equilibrio mediante el principio de
los trabajos virtuales. La aplicaci¶on de dicho principio a este caso dice que en un campo
virtual de desplazamientos w de¯nido a lo largo de la barra, el trabajo de las fuerzas
exteriores (las fuerzas distribuidas p y el axil impuesto en uno de los extremos) es igual al
trabajo de las fuerzas interiores (tensiones ¾).

Campo \virtual" de desplazamientos signi¯ca que el campo debe de ser continuo a lo
largo de la barra, para respetar la compatibilidad interna (no \romper" la barra), y debe
anularse en los contornos (extremos) donde se han impuesto desplazamientos, para respetar
la compatibilidad externa. En este caso, debe ser w(1) = 0. N¶otese que precisamente estas
dos condiciones son las que se necesitan para que w 2 V, ya que la continuidad implica la
pertenencia a H1.

El trabajo de las fuerzas exteriores para los desplazamientos virtuales w es:Z 1

0
wf dx+ hAEw(0)

Y el trabajo de las fuerzas interiores:Z 1

0
w;x|{z}

²virtual

u;xE| {z }
¾real

Adx

Igualando ambos trabajos para cualquier campo virtual w de desplazamientos se ob-
tiene la forma d¶ebil que se ha dado en la secci¶on anterior.
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2.6 Soluciones d¶ebiles aproximadas

El MEF puede entenderse tambi¶en desde el punto de vista matem¶atico como un procedi-
miento de obtener soluciones aproximadas al problema planteado de forma d¶ebil.

La idea es aproximar los espacios S y V, que son de dimensi¶on in¯nita, por espacios
Sh y Vh de dimensi¶on ¯nita:

Sh ½ S y Vh ½ V

Esta es la forma matem¶atica de interpretar el proceso de discretizaci¶on.
Una vez de¯nidos estos dos espacios Sh y Vh mediante sus correspondientes bases de

funciones, se resuelve la forma d¶ebil del problema dentro ellos. Es decir, se busca una
funci¶on uh 2 Sh que haga que se cumpla:Z 1

0
wh;xu

h
;x dx =

Z 1

0
wh f dx+ wh(0) h 8wh 2 Vh (2.13)

Como en el caso del m¶etodo de Galerkin, la aportaci¶on del MEF moderno dentro de
esta interpretaci¶on matem¶atica del mismo consiste en una forma sistem¶atica de construir
los espacios Sh y Vh.

La relaci¶on con el m¶etodo de Galerkin es clara, ya que 2.6 puede interpretarse como
que las funciones Nj; j = 1; : : : ; n forman la base del espacio Vh y que el espacio Sh se
construye por traslaci¶on de Vh mediante la funci¶on gh. Las inc¶ognitas son los coe¯cientes
cj que de¯nen la funci¶on u

h en t¶erminos de la base del espacio de funciones.
Desde el punto de vista mec¶anico que proporciona el principio de los trabajos virtuales,

2.13 se interpreta como que la soluci¶on aproximada uh es la que satisface las condiciones
de equilibrio correspondientes a un conjunto restringido, Vh, de desplazamientos virtuales.

2.7 Teorema de Lax-Milgram

El teorema de Lax-Milgram es un resultado b¶asico de la teor¶³a de problemas de contorno
formulados variacionalmente. Desde el punto de vista que nos interesa, es un teorema de
existencia y unicidad de la soluci¶on de problemas planteados de forma d¶ebil.

Se menciona aqu¶³ el teorema simplemente como muestra de otros resultados similares.
Estos resultados prueban que tiene sentido desde el punto de vista matem¶atico buscar la
soluci¶on de problemas planteados de forma d¶ebil, tal y como hace el MEF, ya que si se
dan determinadas condiciones, esta soluci¶on existe y es ¶unica.

Con objeto de dar m¶as generalidad al enunciado del teorema, se cambiar¶a la notaci¶on
empleada en el enunciado del problema modelo 2.1 de la manera siguiente:

a(w; u) ´
Z 1

0
w;xu;x dx

l(w) ´
Z 1

0
wf dx+w(0) h
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Con esta notaci¶on, la forma d¶ebil del problema es: encontrar una funci¶on u 2 S tal
que 8w 2 V se cumpla:

a(w;u) = l(w)

El teorema de Lax-Milgram aplica a problemas con condiciones de contorno esenciales
homog¶eneas, es decir, cuando S ´ V.

El teorema establece que si la aplicaci¶on a : S £ S ¡! <:

1. Es bilineal: a(c1u+ c2v;w) = c1a(u;w) + c2a(v;w) c1; c2 2 <
2. Es sim¶etrica: a(u;w) = a(w;u)

3. Es continua: j a(u;w) j∙ m k u k k w k 0 < m <1
4. Es de¯nida positiva (el¶³ptica): a(u; u) ¸ ® k u k2 ® > 0

y la aplicaci¶on l : S ¡! < es lineal, entonces existe soluci¶on para la forma d¶ebil del
problema y esta soluci¶on es ¶unica.

En el enunciado del teorema k ¢ k representa una norma, por ejemplo: k ¢ k=p
a(¢; ¢).

2.8 Propiedad de aproximaci¶on ¶optima

La soluci¶on uh del problema aproximado 2.13 y, por tanto, las soluciones que proporciona
el MEF, tienen una propiedad importante. Resulta que la soluci¶on uh es ¶optima en el
sentido de que es la mejor soluci¶on posible dentro del nivel de aproximaci¶on utilizado, es
decir, dentro del espacio Sh.

Con la notaci¶on introducida en la secci¶on anterior, el problema 2.13 puede rede¯nirse
como: encontrar una funci¶on uh 2 Sh tal que 8wh 2 Vh se cumpla:

a(wh; uh) = l(wh)

donde a y l cumplen con las hip¶otesis del teorema de Lax-Milgram.
Entonces, si se de¯ne la funci¶on error en la soluci¶on aproximada como:

e = uh ¡ u
se cumple que:

1. El error e es ortogonal al espacio Vh ½ V, es decir:
a(wh; e) = 0 8wh 2 Vh

2. La aproximaci¶on es ¶optima en t¶erminos de la norma de¯nida por a (norma energ¶etica):

a(e; e)| {z }
(norma del error)2

∙ a(~uh ¡ u; ~uh ¡ u) 8~uh 2 Sh
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3. Como corolario del punto 1 anterior, cuando Sh ´ Vh (condiciones de contorno
esenciales homog¶eneas), resulta que la norma (energ¶³a) del error e es igual al error
en la norma a(u; u)¡ a(uh; uh):

a(e; e)| {z }
(norma del error)2

= a(u; u)¡ a(uh; uh)| {z }
error en la (norma)2

En efecto, por ser Vh ½ V se cumple:

a(wh; u) = l(wh) 8wh 2 Vh

y como tambi¶en se cumple:

a(wh; uh) = l(wh) 8wh 2 Vh

resulta que restando y aprovechando la bilinealidad de a:

a(wh; u¡ uh) = 0 8wh 2 Vh

lo que constituye el primer resultado buscado. Adem¶as, 8wh 2 Vh, se tiene que (por la
elipticidad de a):

a(e+wh; e+wh)| {z }
¸0

= a(e; e)| {z }
¸0

+2 a(wh; e)| {z }
=0

+a(wh; wh)| {z }
¸0

luego se cumple:

a(e; e) = a(uh ¡ u; uh ¡ u) ∙ a(e+ wh; e+ wh) = a(~uh ¡ u; ~uh ¡ u) 8~uh 2 Sh

que es el segundo resultado buscado. El corolario se obtiene porque cuando Sh ´ Vh,
resulta que a(uh; e) = 0, por ser uh 2 Vh, y entonces:

a(u; u) = a(uh ¡ e; uh ¡ e) = a(uh; uh)¡ 2a(uh; e) + a(e; e) = a(uh; uh) + a(e; e)

N¶otese que esto implica que,

a(uh; uh) ∙ a(u; u)

esto es, que la soluci¶on aproximada tiene una norma (energ¶³a) inferior a la de la soluci¶on
exacta.
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Cap¶³tulo 3

Fundamentos matem¶aticos (II)

3.1 Introducci¶on

En el cap¶³tulo anterior se han introducido dos formas de entender el MEF desde el punto
de vista matem¶atico. Por un lado, el MEF puede considerarse como un procedimiento de
residuos ponderados de tipo Galerkin y, por otro lado, puede ser entendido como un medio
de obtener una soluci¶on aproximada a un problema de campo formulado de manera d¶ebil.

En este cap¶³tulo se proporciona una tercera v¶³a para entender el MEF, la v¶³a varia-
cional. El MEF puede tambi¶en interpretarse como un caso de aplicaci¶on del m¶etodo de
Ritz, es decir, como una forma aproximada de obtener la soluci¶on de problemas de campo
que responden a un principio variacional. Este enfoque es muy importante dentro de las
t¶ecnicas actuales de desarrollo de elementos ¯nitos.

No se debe perder de vista que la sistem¶atica del MEF, similar a la del c¶alculo matricial
de estructuras, fue previa a sus interpretaciones o justi¯caciones matem¶aticas. El objetivo
de estos primeros cap¶³tulos es proporcionar varias formas diferentes de interpretar una
misma cosa, el formalismo del MEF, desde el punto de vista matem¶atico.

3.2 Principios variacionales

Muchos problemas de la F¶³sica con aplicaci¶on pr¶actica en Ingenier¶³a responden a un prin-
cipio variacional. Pueden encontrarse ejemplos en la Mec¶anica Cl¶asica (principio de Ha-
milton, principio de la m¶³nima acci¶on), en la Elasticidad (principio de la m¶³nima energ¶³a
potencial) e incluso en la ¶Optica (principio de Fermat).

Dentro de nuestro ¶ambito de inter¶es, la formulaci¶on variacional, cuando existe, corres-
ponde a un nivel de abstracci¶on superior a la formulaci¶on d¶ebil introducida en el cap¶³tulo
anterior. Es equivalente a la formulaci¶on d¶ebil, pero se presta de forma m¶as directa a la
obtenci¶on de soluciones aproximadas.

Para el tipo de problemas en que estamos interesados, la formulaci¶on variacional se
plantea normalmente del modo siguiente:

1. Dado un problema concreto se de¯ne un espacio de posibles funciones soluci¶on: S.
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2. El principio variacional establece que la soluci¶on es la funci¶on que, dentro de ese
espacio, hace m¶³nimo, m¶aximo o, simplemente, estacionario un funcional.

Un funcional ¦ es una \funci¶on de funciones", con valores reales: ¦ : S ¡! <.
Los funcionales que intervienen en los principios variacionales aplicables a problemas

de Elasticidad tienen normalmente un signi¯cado energ¶etico. En este sentido, el principio
variacional introduce un prop¶osito para la soluci¶on del problema: hacer m¶³nima, m¶axima
o estacionaria una magnitud energ¶etica.

3.3 M¶etodo de Rayleigh-Ritz

La utilidad de los principios variacionales desde el punto de vista del c¶alculo num¶erico
es que proporcionan una forma sencilla de obtener soluciones aproximadas. Una vez
establecido el principio variacional aplicable, se procede de la forma siguiente:

1. Se aproxima el espacio S de posibles soluciones por uno de dimensi¶on ¯nita: Sh ½ S.
2. Se escribe la soluci¶on uh como combinaci¶on lineal de las funciones base del espacio
Sh.

3. Se determinan los coe¯cientes de esta combinaci¶on lineal con la condici¶on de que
uh minimice, maximice o haga estacionario el funcional correspondiente, seg¶un esta-
blezca el principio variacional aplicable.

Lo anterior constituye en esencia el m¶etodo de Rayleigh-Ritz. Este m¶etodo fue in-
troducido hacia 1909, con el objetivo de obtener soluciones num¶ericas de problemas de
contorno utilizando los principios variacionales asociados a los mismos. La mayor di¯cul-
tad del procedimiento est¶a en la construcci¶on del espacio Sh de manera adecuada. El MEF
no es m¶as que el m¶etodo de Ritz, pero con una forma sistem¶atica y general de construir
el espacio de funciones Sh.

Veamos un ejemplo de la forma cl¶asica de utilizar el m¶etodo de Ritz. Sea una viga
biapoyada de luz L, con secci¶on transversal de inercia I y m¶odulo de elasticidad E. La
viga est¶a sometida a una carga q por unidad de longitud perpendicular a su directriz. Se
busca la variaci¶on de la °echa u a lo largo de la directriz de la viga.

- x

u u? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

0

q

L

El espacio S de soluciones posibles o admisibles est¶a formado por todas las funciones
~u : [0; L] ¡! < tales que cumplan las condiciones de contorno en los dos extremos de la
viga: ~u(0) = 0 y ~u(L) = 0 y que, adem¶as, no quiebren su directriz (giro ~u;x continuo en
]0; L[).
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Uno de los principios variacionales aplicables es el principio de la m¶³nima energ¶³a
potencial, el cual establece que, dentro de S, la soluci¶on del problema es la que hace
m¶³nimo el funcional potencial total:

¦(~u) =
1

2

Z L

0
E I (~u;xx)

2 dx¡
Z L

0
~u q dx (3.1)

Entonces, una soluci¶on aproximada del problema puede obtenerse de¯niendo el espacio
Sh como aquel que tiene por base las funciones:

sin(
i ¼ x

L
) i = 1; 2; : : : ; n

siendo n un n¶umero ¯nito.
As¶³, las funciones ~uh 2 Sh se pueden poner como:

~uh =
nX
i=1

ci sin(
i ¼ x

L
) ci 2 <

y

~uh;xx = ¡
nX
i=1

ci(
i¼

L
)2 sin(

i ¼ x

L
) ci 2 <

Sustituyendo estas expresiones en 3.1 se obtiene una expresi¶on discreta del funcional
¦ en la que ¶este s¶olo depende de los coe¯cientes ci. De este modo, el problema de la
minimizaci¶on del funcional se convierte en un problema algebraico. Para obtener los
coe¯cientes ci que de¯nen la soluci¶on aproximada se plantea el sistema de ecuaciones:

@¦

@ci
= 0 i = 1; 2; : : : ; n

En este problema concreto, tomando n = 3, se obtiene:

uh =
4 q L4

E I ¼5
[sin(

¼x

L
) +

1

243
sin(

3¼x

L
)]

Lo que da una °echa m¶axima de:

uhmax = 0:0130172
q L4

E I

Frente al valor exacto de:

umax = 0:0130208
q L4

E I
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3.4 El problema el¶astico: notaci¶on

El problema de la Elasticidad es uno de los primeros a los que se aplicaron las t¶ecnicas
de elementos ¯nitos. En lo que sigue, este problema ser¶a utilizado con frecuencia como
veh¶³culo concreto para explicar conceptos asociados al MEF. En esta secci¶on se plantea
el problema el¶astico, tanto en su forma fuerte como en una forma d¶ebil, y se establece la
notaci¶on que ser¶a utilizada.

Se tiene un cuerpo el¶astico que ocupa un volumen ­ 2 <3 y que est¶a limitado por
una super¯cie S = ¹Sd [ St, de modo que Sd \ St = ;.1 La super¯cie S tiene una normal
n ´ ni.2

Sobre la super¯cie Sd se imponen desplazamientos ¹d ´ ¹di; mientras que sobre la
super¯cie St se imponen tensiones ¹t ´ ¹ti. Adem¶as, sobre el volumen ­, act¶ua un campo
b ´ bi de fuerzas por unidad de volumen.

Las inc¶ognitas del problema son los campos de desplazamientos, u ´ ui; de deforma-
ciones, e ´ eij; y de tensiones, s ´ sij . Todos ellos de¯nidos en el volumen ­.

La formulaci¶on fuerte del problema se hace en base al siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

1. Ecuaciones de compatibilidad en ­.

e =
1

2
(ru+rtu) ¶o eij =

1

2
(ui;j + uj;i) (3.2)

2. Ecuaciones de compatibilidad en Sd.

u = ¹d ¶o ui = ¹di (3.3)

3. Ecuaciones constitutivas (o de respuesta del material) en ­.

s = De ¶o sij = Dijkl ekl (3.4)

4. Ecuaciones de equilibrio en ­.

div s+ b = 0 ¶o sij;j + bi = 0 (3.5)

5. Ecuaciones de equilibrio en St.

sn ´ sn = ¹t ¶o sij nj = ¹ti (3.6)

N¶otese que las ecuaciones diferenciales requieren que la funci¶on vectorial u sea derivable
de orden 2 en ­, y que las funciones tensoriales s y e sean derivables de orden 1 en ­.
Entonces, puede ocurrir que la soluci¶on fuerte no exista, en funci¶on de los datos b, ¹d y ¹t.

1Una barra sobre el s¶³mbolo de un conjunto denota su clausura, esto es, la uni¶on del conjunto y su
frontera: ¹­ = ­[ S.

2Salvo indicaci¶on en contra, la notaci¶on indicial supone que los ¶³ndices var¶³an de 1 a 3. Se utiliza
tambi¶en el convenio de suma por ¶³ndices repetidos.
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Una de las posibles formulaciones d¶ebiles del problema el¶astico corresponde a la aplica-
ci¶on del principio de los trabajos virtuales para imponer las condiciones de equilibrio. De
esta manera las ecuaciones 3.5 y 3.6 son sustituidas por una ecuaci¶on integral que impone
menos requisitos de derivabilidad.

Para clari¯car el signi¯cado de los distintos campos que intervienen en esta formulaci¶on
d¶ebil se introduce la notaci¶on siguiente:

1. Los campos independientes o primarios, aquellos que pueden variarse libremente, se
representar¶an con una tilde sobre su s¶³mbolo: ~s, ~u, . . .

2. Los campos dependientes o derivados, aquellos que se obtienen a partir de campos
primarios, se representar¶an utilizando como super¶³ndice el s¶³mbolo del campo del
que derivan: su = Deu, eu = 1

2 (r+rt)~u, . . .
3. Los campos soluci¶on del problema el¶astico se representar¶an sin tilde ni super¶³ndice:
s, e, u.

Adem¶as, para simpli¯car la escritura de las integrales, se introduce tambi¶en la siguiente
notaci¶on:

1. Integrales de volumen:

(f)­ ´
Z
­
f d­

(f ;g)­ ´
Z
­
f : g d­

2. Integrales de super¯cie:

[f ]St ´
Z
St
f d­

[f; g]St ´
Z
St
f : g d­

Con esta notaci¶on, una posible formulaci¶on d¶ebil del problema el¶astico queda como si-
gue. Dados los espacios S (desplazamientos admisibles) y V (variaciones o desplazamientos
virtuales):

S = f~u 2 H1 j ~u = ¹d en Sdg

V = f±~u 2 H1 j ±~u = 0 en Sdg

encontrar u 2 S, de manera que:

(su; e±u)­ = (b; ±~u)­ + [¹t; ±~u]St 8±~u 2 V (3.7)

El conjuntoH1 es el espacio de las funciones que tienen derivadas primeras de cuadrado
integrable en ­.
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3.5 Principios variacionales en Elasticidad

A partir de la forma d¶ebil 3.7 puede deducirse el principio de la m¶³nima energ¶³a potencial.
Se de¯ne en el espacio S el funcional ¦p : S ¡! <, o funcional \potencial total", como:

¦p(~u) =
1

2
(su;eu)­ ¡ (b; ~u)­ ¡ [¹t; ~u]St

Y entonces, recordando la de¯nici¶on de primera variaci¶on de un funcional:

±¦p(~u) ´ d

d®
¦(~u+ ®±~u)j®=0 con ±~u 2 V y ® 2 <

resulta que:

±¦p(~u) = (s
u;e±u)­ ¡ (b; ±~u)­ ¡ [¹t; ±~u]St

Por lo tanto, la soluci¶on u de la forma d¶ebil 3.7 o principio de los trabajos virtuales
hace que ±¦p(u) = 0. Es decir, hace estacionario el funcional ¦p dentro del espacio S.

As¶³, el principio de los trabajos virtuales, un planteamiento d¶ebil del problema el¶astico,
es equivalente a buscar la estacionaridad del funcional ¦p sobre los campos de desplaza-
miento ~u que cumplen la restricci¶on ~u = ¹d en Sd. Este es precisamente el principio
variacional de la m¶³nima energ¶³a potencial: De entre todos los campos de desplazamiento
que satisfacen la restricci¶on ~u = ¹d en Sd (campos admisibles), la soluci¶on u del problema
el¶astico es la que hace estacionario (m¶³nimo) el funcional potencial total.

El principio de la m¶³nima energ¶³a potencial proporciona una nueva manera de inter-
pretar la forma d¶ebil del problema el¶astico a que da lugar el principio de los trabajos
virtuales. A trav¶es del m¶etodo de Ritz, el principio de la m¶³nima energ¶³a potencial puede
utilizarse en la obtenci¶on de soluciones aproximadas. Se trata de minimizar el funcional
potencial total dentro de un espacio Sh ½ S de dimensi¶on ¯nita. La soluci¶on aproximada
uh se de¯ne a partir de la combinaci¶on lineal de ciertas funciones base. Los coe¯cientes
de esta combinaci¶on se obtienen haciendo estacionario el funcional potencial total, lo que
da lugar a un sistema de ecuaciones id¶entico al que proporciona el m¶etodo de Galerkin.

Como ya se ha apuntado en numerosas ocasiones, esta t¶ecnica de aproximaci¶on num¶erica
es muy anterior al desarrollo del MEF. La aportaci¶on del MEF no es m¶as que una for-
ma sistem¶atica de construir los espacios de aproximaci¶on Sh y las funciones base para la
de¯nici¶on de uh.

El principio variacional de la m¶³nima energ¶³a potencial, basado en un funcional con un
solo campo independiente ~u, es el que se utiliza para justi¯car la formulaci¶on cl¶asica del
MEF, tambi¶en llamada formulaci¶on \en desplazamientos". Sin embargo, existen muchos
otros principios variacionales que pueden utilizarse en la resoluci¶on del problema el¶astico.
Empleando estos principios variacionales de la misma manera esbozada m¶as arriba se
obtienen formulaciones del MEF distintas de la cl¶asica, algunas de las cuales tienen mu-
cha importancia hoy en d¶³a en el desarrollo de los llamados elementos ¯nitos de \altas
prestaciones".

Conviene mencionar los siguientes principios variacionales:
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1. Principio de la energ¶³a complementaria m¶³nima. Es el principio variacional conjuga-
do del principio de la m¶³nima energ¶³a potencial. El funcional asociado tiene tambi¶en
un solo campo independiente, un campo de tensiones ~s. Este principio variacional
da lugar a la formulaci¶on del MEF \en tensiones". Esta formulaci¶on ha tenido un
desarrollo muy peque~no porque se requiere que los campos de tensiones ~s cumplan
las ecuaciones de equilibrio 3.5 y 3.6, lo cual plantea serias di¯cultades en la pr¶actica.

2. Principios variacionales mixtos o h¶³bridos. Corresponden a puntos intermedios en-
tre el principio de la m¶³nima energ¶³a potencial y el de la energ¶³a complementaria
m¶³nima. Se caracterizan porque los funcionales asociados tienen varios campos inde-
pendientes. Dan lugar a formulaciones del MEF llamadas \mixtas" o \h¶³bridas" por
su car¶acter intermedio entre la formulaci¶on en desplazamientos y la formulaci¶on en
tensiones. Merecen citarse el principio de Hellinger-Reissner, con dos campos inde-
pendientes ~u y ~s; y el principio de Hu-Washizu, con cuatro campos independientes,
~u, ~s, ~e y ~t, siendo este ¶ultimo un campo de tensiones en el contorno.

Los principios variacionales mixtos o multicampo juegan un papel muy importante
en la moderna tecnolog¶³a de desarrollo de elementos ¯nitos. Constituyen la manera de
justi¯car matem¶aticamente el empleo de determinados arti¯cios num¶ericos muy e¯cientes3.

3.6 Ecuaciones de Euler y tipos de condiciones de contorno

En esta secci¶on se muestra c¶omo el principio de la m¶³nima energ¶³a potencial conduce a
la forma \fuerte" de las ecuaciones de equilibrio 3.5 y 3.6 si se cumplen los requisitos de
derivabilidad necesarios y que, por tanto, el planteamiento variacional y el planteamiento
cl¶asico en base a ecuaciones diferenciales son equivalentes.

El principio de la m¶³nima energ¶³a potencial establece que la soluci¶on u del problema
el¶astico es la que hace estacionario el funcional potencial total:

¦p(~u) =
1

2
(su;eu)­ ¡ (b; ~u)­ ¡ [¹t; ~u]St

cuando ¶este se de¯ne sobre los campos de desplazamientos ~u que cumplen con la condici¶on:

~u = ¹d en Sd (3.8)

Las restricciones 3.8 se conocen como condiciones esenciales de contorno asociadas al
principio variacional. Forman parte de la de¯nici¶on del conjunto de funciones admisibles.
As¶³, cuando se utilizan principios variacionales para la obtenci¶on de soluciones aproxi-
madas, ¶estas cumplen exactamente las condiciones esenciales de contorno del principio
variacional utilizado.

Las ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange asociadas a un principio variacional
se obtienen igualando a cero la primera variaci¶on del funcional asociado. En el caso del
principio de la m¶³nima energ¶³a potencial la primera variaci¶on del funcional es:

3Ver cap¶³tulos 7 y 8.
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±¦p(~u) = (s
u;e±u)­ ¡ (b; ±~u)­ ¡ [¹t; ±~u]St

con ±~u = 0 en Sd.
Utilizando el teorema de la divergencia, la relaci¶on anterior puede ponerse como:

±¦p(~u) = [s
un; ±~u]St¡(div su; ±~u)­¡(b; ±~u)­¡[¹t; ±~u]St = [sun¡¹t; ±~u]St¡(div su+b; ±~u)­

Y como resulta que ±~u es arbitrario, salvo que ±~u = 0 en Sd, la condici¶on ±¦p = 0
implica que:

1. Ecuaci¶on de Euler (equilibrio en ­):

div s+ b = 0 en ­

2. Condiciones naturales de contorno (equilibrio en St):

sn = ¹t en St

Las dos relaciones anteriores son precisamente las ecuaciones de equilibrio 3.5 y 3.6 del
planteamiento fuerte del problema.
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Cap¶³tulo 4

Programaci¶on del MEF (I)

4.1 Introducci¶on

En los cap¶³tulos anteriores se ha visto que el MEF moderno no es un procedimiento nove-
doso desde el punto de vista matem¶atico. Puede asimilarse al procedimiento de residuos
ponderados de Galerkin o al m¶etodo de Ritz, m¶etodos num¶ericos publicados medio siglo
antes de que aparecieran los elementos ¯nitos.

Lo innovador del MEF es la forma sistem¶atica y general que se da a estos procedimien-
tos num¶ericos, de manera que resultan f¶acilmente automatizables empleando un ordenador
digital.

El uso pr¶actico del MEF es impensable sin la ayuda de los ordenadores. Todos los
desarrollos te¶oricos y sus justi¯caciones matem¶aticas acaban convertidos en l¶³neas de un
programa de ordenador. Una de las mejores formas de estudiar el MEF es analizar y
tratar de entender la estructura interna de un programa de c¶alculo basado en el mismo.
O, mejor todav¶³a, programar de principio a ¯n un programa que resuelva un problema
sencillo. Esto proporciona una visi¶on pr¶actica del m¶etodo, de c¶omo se hacen en realidad
las cosas, que es casi imposible conseguir de otro modo.

El objetivo del presente cap¶³tulo es ver cu¶ales son los componentes b¶asicos de un
programa de c¶alculo basado en el MEF y, a la vez, analizar una de las posibles arquitecturas
internas. Como primer paso, se proporciona la sistem¶atica b¶asica o \receta" del MEF,
que fue previa a cualquiera de sus justi¯caciones matem¶aticas.

4.2 La \receta" del MEF

La sistem¶atica b¶asica o receta del MEF se explica aqu¶³ utilizando como veh¶³culo el pro-
blema el¶astico de¯nido en el cap¶³tulo anterior.

El problema el¶astico se plantea de forma d¶ebil como encontrar una funci¶on u 2 S de
manera que:

(su; e±u)­ = (b; ±~u)­ + [¹t; ±~u]St 8±~u 2 V (4.1)

siendo:
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S = f~u 2 H1 j ~u = ¹d en Sdg

y

V = f±~u 2 H1 j ±~u = 0 en Sdg

La receta es la siguiente:

1. Dividir el dominio de c¶alculo ­ en subdominios o elementos:

­ =
[
i

­i
\
i

­i = ;

2. Dentro de cada elemento ­i, aproximar los campos inc¶ognita que intervienen en la
ecuaci¶on integral 4.1:

~u =Nae

±~u =N ±ae

e±u = LN ±ae = B ±ae (4.2)

eu = LNae = Bae

su = DBae

donde N es una matriz de funciones conocidas (funciones de forma); ±ae y ae son
vectores de coe¯cientes inc¶ognita, cuyo valor se hace coincidir normalmente con el
valor de los desplazamientos de ciertos puntos del elemento llamados nodos; L es
una matriz de operadores (derivadas) y D es una matriz de coe¯cientes el¶asticos.
Cada coe¯ciente inc¶ognita o movimiento nodal en ae es un grado de libertad para el
campo aproximado ~u. El n¶umero de componentes de ae es el n¶umero de grados de
libertad del elemento.

3. Las integrales que aparecen en 4.1 se hacen sumando las contribuciones de los dis-
tintos elementos, es decir, 8±~u 2 V:

0 = (su; e±u)­ ¡ (b; ±~u)­ ¡ [¹t; ±~u]St =
X
i

f(su;e±u)­i ¡ (b; ±~u)­i ¡ [¹t; ±~u]Stig

4. La contribuci¶on de cada elemento a la suma anterior es, sustituyendo 4.2:

±aei
t(BtDB)­iaei ¡ ±aei t(Ntb)­i ¡ ±aei t[Nt¹t]Sti = ±aei

t(Kei aei ¡ fei)

donde Kei ´ (BtDB)­i es la matriz de rigidez del elemento i; y fei ´ (Ntb)­i +
[Nt¹t]Sti es el vector de cargas del elemento i.

28



5. La suma de las contribuciones de los distintos elementos se hace a trav¶es del llamado
proceso de ensamblaje.

N¶otese que algunos de los coe¯cientes inc¶ognita ae de¯nidos a nivel de cada elemento
ser¶an normalmente compartidos por los elementos adyacentes, ya que existir¶an nodos
comunes. Podr¶a entonces establecerse una numeraci¶on de car¶acter global para estos
coe¯cientes. Llamaremos a al vector de los coe¯cientes inc¶ognita de¯nidos para todos
los elementos. As¶³, un mismo coe¯ciente tendr¶a una ¶unica numeraci¶on global, como
componente del vector a, y una o varias numeraciones locales, como componente de
uno o varios vectores locales ae.

El proceso de ensamblaje consiste en ir acumulando las contribuciones de cada ele-
mento en matrices y vectores de car¶acter global, esto es, ordenados seg¶un la nume-
raci¶on global de grados de libertad. La forma discreta de 4.1 queda:X

elementos

±aei
t(Kei aei ¡ fei) ´ ±at(Ka¡ f) = 0 8 ±a (4.3)

donde K es la matriz de rigidez global y f es el vector global de cargas.

6. Como la relaci¶on anterior ha de cumplirse 8 ±a, se llega ¯nalmente al sistema de
ecuaciones lineales:

Ka¡ f = 0
el cual permite determinar los coe¯cientes inc¶ognita a. El n¶umero de componentes
de a es el n¶umero total de grados de libertad del problema.

7. De acuerdo con el paso 2, los coe¯cientes a de¯nen la soluci¶on dentro de todos
los dominios elementales y, por agregaci¶on, de¯nen la soluci¶on buscada en todo el
dominio de c¶alculo ­.

De todos los puntos anteriores, quiz¶a el m¶as dif¶³cil de ver para el novicio es el del
ensamblaje (paso 5). El concepto se visualiza f¶acilmente con un ejemplo. Sea un problema
unidimensional en el que se utilizan los tres elementos ¯nitos de dos nodos representados
en la ¯gura, y supongamos que s¶olo se tiene un grado de libertad por nodo.

x x x x
1 2 3 4

1 2 3

La numeraci¶on global de nodos y elementos es la que se muestra en la ¯gura. En el
elemento 1 la matriz de rigidez es:
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K1 =

"
K111 K112
K121 K122

#

el vector de cargas:

f1 =

(
f11
f12

)

y el vector de grados de libertad o inc¶ognitas nodales:

a1 =

(
a11
a12

)

Y an¶alogamente para los elementos 2 y 3. La relaci¶on entre grados de libertad locales
y globales es:

a11 ´ a1 a21 ´ a2 a31 ´ a3
a12 ´ a2 a22 ´ a3 a32 ´ a4

La suma de contribuciones de los elementos que se escribe en 4.3 es:

(±a11 ±a12)

("
K111 K112
K121 K122

#(
a11
a12

)
¡
(
f11
f12

))
+

(±a21 ±a22)

("
K211 K212
K221 K222

#(
a21
a22

)
¡
(
f21
f22

))
+

(±a31 ±a32)

("
K311 K312
K321 K322

#(
a31
a32

)
¡
(
f31
f32

))
= 0

la cual puede ponerse como:

(±a1 ±a2 ±a3 ±a4)

8>>><>>>:
26664
K111 K112 0 0
K121 K122 +K211 K212 0
0 K221 K222 +K311 K312
0 0 K321 K322

37775
8>>><>>>:
a1
a2
a3
a4

9>>>=>>>;¡
8>>><>>>:

f11
f12 + f21
f22 + f31
f32

9>>>=>>>;
9>>>=>>>; = 0

El proceso mediante el cual se construyen directamente la matriz de rigidez global K
y el vector global de cargas f es el proceso de ensamblaje. La numeraci¶on global de grados
de libertad sirve para saber en qu¶e posici¶on de la matriz K y el vector f hay que acumular
los elementos de las matrices y vectores correspondientes a los elementos.

4.3 C¶alculos por el MEF: datos y resultados

Los datos b¶asicos que se requieren para llevar a cabo un c¶alculo por el MEF son los
siguientes:
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1. De¯nici¶on de la geometr¶³a del dominio de c¶alculo y discretizaci¶on del mismo.

Esto se hace dando una lista de nodos y de elementos. Cada nodo es un punto
dentro del dominio de c¶alculo y se de¯ne mediante un n¶umero de orden o etiqueta
identi¯cativa (n¶umero de nodo) y sus coordenadas en el sistema de referencia elegido.

Cada elemento corresponde a uno de los subdominios en que se divide el dominio de
c¶alculo. Se de¯ne mediante un n¶umero de orden o etiqueta identi¯cativa (n¶umero de
elemento) y una lista de n¶umeros de nodo, la cual se conoce tambi¶en con el nombre
de conectividad del elemento. Como se ver¶a m¶as adelante, la geometr¶³a del elemento
queda completamente de¯nida a partir de la formulaci¶on interna del elemento y de
las coordenadas de sus nodos.

El conjunto de nodos y elementos constituye lo que se conoce como mallado o malla
de elementos ¯nitos.

2. Atributos o propiedades de los elementos.

Estas propiedades dependen de la clase de elemento ¯nito que se est¶e utilizando. As¶³
como en todos los casos hay que identi¯car el material que constituye el subdominio
o elemento, existen otros atributos que necesitan o no ser especi¯cados en funci¶on
del problema y el tipo de elemento. Ejemplos t¶³picos son: el espesor, la secci¶on
transversal y su orientaci¶on en el espacio, las direcciones de anisotrop¶³a, . . .

3. Propiedades de los materiales.

Cada material se identi¯ca mediante un n¶umero o etiqueta. A cada material se
le asocia un modelo matem¶atico para representar su comportamiento (elasticidad,
plasticidad, hiperelasticidad, . . . ) y se de¯nen en cada caso los par¶ametros num¶ericos
del modelo matem¶atico elegido (p.ej. m¶odulo de elasticidad, coe¯ciente de Poisson,
tensi¶on de °uencia, . . . ). El modelo matem¶atico de comportamiento del material se
conoce muchas veces con el nombre de modelo constitutivo o ley de comportamiento.

4. Condiciones de contorno.

En problemas mec¶anicos se distinguen dos clases de condiciones de contorno: las
condiciones de contorno en desplazamientos y las condiciones de contorno en fuer-
zas. Las primeras son restricciones de tipo cinem¶atico y corresponden normalmente
a las condiciones de contorno que hemos llamado esenciales en el planteamiento va-
riacional. En los manuales de usuario de los programas de elementos ¯nitos estas
restricciones se conocen como condiciones de contorno propiamente dichas. Se carac-
terizan porque afectan directamente a la variable de campo del problema. Ejemplos
t¶³picos son los desplazamientos restringidos o los desplazamientos impuestos. Estas
condiciones se aplican directamente sobre los nodos, limitando o anulando sus des-
plazamientos, y se dan mediante una lista de nodos a los que se asocia un c¶odigo
que corresponde a la condici¶on de contorno que se desea aplicar.

Las condiciones de contorno en fuerzas son las que normalmente se conoce como
acciones en los manuales de usuario de los programas de elementos ¯nitos. Se trata
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de fuerzas aplicadas sobre nodos (cargas puntuales), presiones sobre la super¯cie de
los elementos o fuerzas distribuidas por unidad de volumen en los elementos.

En otro tipo de problemas, no mec¶anicos, tambi¶en puede hacerse la distinci¶on entre
estas dos clases de condiciones de contorno. Por ejemplo, en problemas de trans-
ferencia de calor, las condiciones de contorno en desplazamientos corresponden a
temperaturas impuestas; y las condiciones de contorno en fuerzas o acciones corres-
ponden a °ujos o fuentes de calor.

5. Otros datos.

Los datos que se mencionan en los puntos anteriores son imprescindibles en cual-
quier c¶alculo por elementos ¯nitos. Existen otras clases de datos que pueden no ser
necesarios en funci¶on del tipo de problema que se trate de resolver. Se puede pen-
sar, por ejemplo, en datos de condiciones iniciales del dominio (tensi¶on, velocidad,
temperatura, . . . ), en relaciones impuestas entre el movimiento de diferentes nodos
(v¶³nculos cinem¶aticos) . . .

A partir de los datos anteriores, los resultados b¶asicos que proporciona un c¶alculo por
elementos ¯nitos corresponden a dos grandes categor¶³as:

1. Variables nodales.

Son los resultados que de¯nen la variable de campo inc¶ognita b¶asica o sus derivadas
con respecto al tiempo. Dependiendo del problema, son los desplazamientos, giros,
velocidades, temperaturas, etc. . . . Se trata de valores que se obtienen directamente
en los nodos del mallado y su orden de aproximaci¶on suele ser bastante bueno, aun
con discretizaciones muy gruesas. En esta categor¶³a se incluyen tambi¶en las reaccio-
nes en los puntos a los que se aplican condiciones de contorno en desplazamientos.

2. Variables elementales.

Son los resultados que corresponden a campos derivados del campo inc¶ognita b¶asica
a trav¶es de derivadas espaciales. Son, por ejemplo, los campos de deformaciones,
tensiones, °ujo de calor, etc. . . . Se trata de resultados calculados en puntos internos
de los elementos, aunque a veces se extrapolen luego a los nodos. Su orden de
aproximaci¶on es peor que el de las variables nodales: si se utilizan discretizaciones
gruesas pueden cometerse errores importantes.

4.4 Flujo general en un programa de EF para c¶alculo lineal

Para llegar desde los datos b¶asicos a los resultados b¶asicos descritos en la secci¶on anterior,
se pasa por el proceso principal del programa de c¶alculo. En un c¶alculo de naturaleza
lineal, como el utilizado para explicar la \receta" del MEF que se da en la secci¶on 4.2,
el problema de obtener la soluci¶on se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Entonces, lo que debe hacer el programa de c¶alculo es, a partir de los datos, montar
la matriz de coe¯cientes del sistema y su vector de t¶erminos independientes (esto es, la
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matriz de rigidez global y el vector global de cargas), resolver el sistema de ecuaciones
y, ¯nalmente, obtener los resultados necesarios a partir de la soluci¶on del sistema de
ecuaciones.

El °ujo general de un programa de elementos ¯nitos para c¶alculo lineal podr¶³a ser el
siguiente:

1. Entrada de datos

En esta etapa se realiza la lectura y/o generaci¶on de los datos y su acoplamiento den-
tro de la estructura de datos del programa. Se realizan tambi¶en las comprobaciones
o chequeos b¶asicos de consistencia de los datos introducidos por el usuario.

2. Tareas preliminares

En esta fase realizan las labores previas al ensamblaje del sistema global de ecuacio-
nes. Por ejemplo, la numeraci¶on global de grados de libertad, el c¶alculo del semian-
cho de banda, las comprobaciones de que se dispone de espacio su¯ciente (memoria,
disco), etc. . . .

3. Construcci¶on de la matriz de rigidez global K y del vector global de cargas f

El proceso puede estructurarse en dos etapas: un bucle que recorre los elementos y,
luego, la imposici¶on de las acciones nodales directas:

² Para cada elemento:
(a) Calcular matriz de rigidez elemental y vector elemental de cargas.

(b) Ensamblar los elementos de la matriz y del vector en los lugares correspon-
dientes de la matriz de rigidez global y del vector global de cargas.

² Inclusi¶on en el vector global de cargas de las acciones (cargas) nodales introdu-
cidas directamente.

4. Resolver el sistema Ka = f

5. Salida de resultados nodales: a

6. Elaboraci¶on y salida de resultados elementales

Esta parte se organiza tambi¶en mediante un bucle que recorre los elementos:

² Para cada elemento:
(a) Recuperar resultados nodales correspondientes a sus nodos ae.

(b) Calcular resultados elementales a partir de los resultados nodales: su =
DBae.

(c) Salida de resultados elementales.

N¶otese que el n¶ucleo del programa es el c¶alculo de la matriz de rigidez elemental y del
vector elemental de cargas. En ese punto intervienen la llamada tecnolog¶³a de elementos, o
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t¶ecnicas de construcci¶on del espacio de aproximaci¶on, y los modelos matem¶aticos de leyes
de comportamiento de los materiales.

El otro punto importante es la forma de resolver el sistema de ecuaciones, que es la
etapa donde m¶as tiempo de ordenador se gasta en los problemas lineales. La tecnolog¶³a
de elementos, los modelos matem¶aticos de leyes de comportamiento y los procedimientos
de soluci¶on forman los tres pilares de las t¶ecnicas de elementos ¯nitos.

El resto de las etapas del programa, las de organizaci¶on y transferencia de informaci¶on,
constituyen lo que se conoce como interfase con el usuario. Son etapas muy importantes,
sobre todo desde el punto de vista de la facilidad de uso del programa, y se abordan hoy
en d¶³a con apoyo gr¶a¯co. Sin embargo se han dejado fuera del alcance de estas notas, por
no corresponder estrictamente al c¶alculo con elementos ¯nitos.
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Cap¶³tulo 5

Tecnolog¶³a de elementos (I)

5.1 Introducci¶on

En los cap¶³tulos anteriores hemos hablado de los fundamentos matem¶aticos del MEF.
Hemos visto c¶omo, dado un problema de campo de¯nido en un determinado dominio, se
puede encontrar una soluci¶on aproximada busc¶andola dentro de un grupo o familia de
funciones de¯nidas en el dominio y que cumplan una serie de condiciones.

Hemos visto tambi¶en que estos procedimientos de aproximaci¶on son anteriores al de-
sarrollo del MEF y que lo realmente innovador del MEF es su \receta" para construir de
forma su¯cientemente general y sistem¶atica esas familias de funciones dentro de las cuales
se busca luego la soluci¶on aproximada.

De acuerdo con la \receta" del MEF, una funci¶on dentro de una de esas familias, fun-
ci¶on de¯nida en el dominio completo, se obtiene agregando funciones de¯nidas en dominios
locales, elementos ¯nitos o subdominios del dominio completo.

La de¯nici¶on de dichas funciones locales constituye el ingrediente fundamental del
MEF, la calidad de la aproximaci¶on depende en gran medida de ellas. Las funciones
locales se conocen por distintos nombres, el m¶as extendido es quiz¶a el de funciones de
forma, porque proporcionan las formas que puede adoptar localmente el campo inc¶ognita,
o porque esas mismas funciones se utilizan muchas veces tambi¶en para de¯nir la geometr¶³a
del dominio local. Un nombre m¶as adecuado desde el punto de vista matem¶atico ser¶³a el
de funciones de aproximaci¶on local.

Dentro de la teor¶³a general del MEF, la parte que trata sobre c¶omo de¯nir estas
funciones de forma, sobre las condiciones que deben cumplir y sobre c¶omo obtener a partir
de ellas la aproximaci¶on extendida al dominio completo, se conoce globalmente como
tecnolog¶³a de elementos. Este ser¶a el objeto de los pr¶oximos cap¶³tulos.

Debe decirse que la elecci¶on las funciones de forma est¶a condicionada no s¶olo por la
geometr¶³a de los dominios locales o elementos ¯nitos, sino tambi¶en por el tipo de problema
de campo que se intenta resolver (p.ej. elasticidad, plasticidad, transferencia de calor,
electromagnetismo) y por la manera de abordarlo (n¶umero de campos independientes).

Como veremos, el papel fundamental que juegan dentro del esquema general del MEF
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estas funciones locales o, abusando del lenguaje, los elementos1, es un papel de interpo-
laci¶on desde los nodos de la geometr¶³a, de las acciones y, sobre todo, de las variables de
campo. Por eso a veces estas funciones se conocen tambi¶en como funciones de interpola-
ci¶on.

5.2 Formulaci¶on convencional en desplazamientos

La formulaci¶on m¶as cl¶asica del MEF recibe el nombre de formulaci¶on en desplazamientos.
La formulaci¶on toma el nombre de su aplicaci¶on a problemas de elasticidad, que fue una
de las primeras ¶areas en las que se utiliz¶o el MEF y de donde se ha extra¶³do mucho de su
lenguaje.

En otros campos de aplicaci¶on, habr¶³a que llamarla formulaci¶on en temperaturas (pro-
blemas de transferencia de calor), en velocidades (mec¶anica de °uidos), etc.

La formulaci¶on se basa en la aproximaci¶on de un solo campo independiente: los des-
plazamientos en sentido generalizado.

Dentro de cada dominio elemental o elemento ¯nito, el campo independiente se apro-
xima o interpola mediante funciones de forma que cumplen las condiciones siguientes:

1. Cada funci¶on de forma est¶a asociada a un punto dentro del elemento, de manera
que vale 1 en ese punto y se anula en los puntos asociados a las otras funciones de
forma. Estos puntos especiales dentro de cada elemento reciben el nombre de nodos.

2. Las funciones de forma correspondientes a cada elemento est¶an de¯nidas de manera
que hay continuidad del campo independiente al pasar de un elemento a otro, es
decir, al agregar las aproximaciones locales para construir la aproximaci¶on extendida
al dominio completo se obtiene una funci¶on continua.

3. Las funciones de forma son capaces de representar de manera exacta campos con un
m¶³nimo orden de variaci¶on, el cual depende del tipo de problema. Por ejemplo, en
elasticidad las funciones de forma son capaces de representar exactamente campos
de desplazamientos con variaci¶on lineal en el espacio; en problemas de °exi¶on de
placas, campos de °echas con variaci¶on cuadr¶atica, etc.

4. Las funciones de forma dentro de cada elemento son su¯cientemente lisas o \suaves"
como para permitir el c¶alculo de las derivadas que sean necesarias para el plantea-
miento de la forma d¶ebil del problema.

La primera condici¶on no es estrictamente necesaria, pero facilita la interpretaci¶on de
los resultados y se ha convertido en algo que muchas veces se sobrentiende.

Las otras tres condiciones derivan del fundamento matem¶atico del m¶etodo y, en conjun-
to, son una condici¶on su¯ciente para la convergencia hacia la soluci¶on exacta del problema
al aumentar el n¶umero de elementos o grado de discretizaci¶on.

1Dentro del MEF las funciones locales son parte tan intr¶³nseca de los elementos que ambos conceptos
resultan dif¶³ciles de disociar en el lenguaje habitual. Por ejemplo, cuando se habla de un elemento cua-
dril¶atero de ocho nodos, se entiende que se est¶a utilizando un conjunto muy concreto de ocho funciones de
forma.
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5.3 Ejemplo: elemento cuadril¶atero

Cumpliendo las cuatro condiciones que se dan en la secci¶on anterior, hay muchas posibi-
lidades para las funciones de forma. Veamos como ejemplo una que se emplea mucho en
la pr¶actica para elementos rectangulares.

Sea el elemento rectangular ­e ½ <2 representado en la ¯gura:

z z

z z

1 2

34

- X

6
Y

Parece razonable situar un nodo en cada esquina del rect¶angulo. Esto dar¶a lugar a
cuatro funciones de forma.

Sea ©(x; y) el campo independiente que se quiere aproximar dentro del elemento, por
ejemplo, el campo de temperaturas. Parece tambi¶en razonable utilizar una aproximaci¶on
para © basada en polinomios, que son las funciones m¶as sencillas que pueden encontrarse:

© ' ®1 + ®2 x+ ®3 y + ®4 xy + ®5 x2 : : : ®i 2 <

Si ¶unicamente se dispone de cuatro funciones de forma, s¶olo se tienen cuatro par¶ametros
independientes para aproximar © dentro del elemento: los coe¯cientes que multipliquen a
cada una de las funciones. De este modo, nuestra aproximaci¶on a © ser¶a, como mucho:

© ' ®1 + ®2 x+ ®3 y| {z }
necesarios

+ ®4 xy| {z }
arbitrario

(5.1)

Los tres primeros t¶erminos son necesarios para tener una aproximaci¶on lineal completa
del campo © dentro del elemento, pero el ¶ultimo t¶ermino puede elegirse arbitrariamente.
Se ha seleccionado un t¶ermino sim¶etrico en x e y, el m¶as simple posible, para no dar m¶as
peso en la aproximaci¶on a ninguna direcci¶on del plano <2.

De este modo, se puede evaluar la aproximaci¶on 5.1 a © en los cuatro nodos que hemos
elegido para el elemento, ya que se conocen sus coordenadas (xi; yi) para i = 1; : : : ; 4.
Resulta entonces:

37



8>>><>>>:
©1
©2
©3
©4

9>>>=>>>; =
26664
1 x1 y1 x1y1
1 x2 y2 x2y2
1 x3 y3 x3y3
1 x4 y4 x4y4

37775
8>>><>>>:
®1
®2
®3
®4

9>>>=>>>;
donde ©i = ©(xi; yi), con i = 1; : : : ; 4. La relaci¶on anterior puede escribirse en notaci¶on
matricial:

ae = Cq

Salvo con¯guraciones patol¶ogicas del elemento, la matriz C ser¶a regular, con lo que se
pueden determinar los coe¯cientes q de la interpolaci¶on a partir del valor ae en los nodos
del elemento del campo © que se quiere aproximar:

q = C¡1ae

Entonces, resulta ¯nalmente:

©(x; y) '
h
1 x y xy

i
| {z }
modos de la aprox.

q = Pq = PC¡1 ae =Nae

Donde N ´ N(x; y) es la matriz de funciones de forma. Cada columna de esta matriz es
una funci¶on de forma.

Obs¶ervese que, de este modo, se cumplen las condiciones que se hab¶³an exigido en la
secci¶on anterior:

1. Cada funci¶on de forma vale 1 en su nodo asociado y se anula en los tres restantes.

2. La aproximaci¶on global a ©(x; y) que se construya por agregaci¶on de aproximaciones
locales de esta clase ser¶a continua a trav¶es de las fronteras entre los elementos, ya
que la aproximaci¶on local a lo largo de uno de los lados del elemento s¶olo depende
de los valores ©i en los nodos extremos de ese lado.

3. La aproximaci¶on local es \suave" dentro del elemento, en el sentido de que est¶an
de¯nidas sus derivadas de cualquier orden.

4. La aproximaci¶on es capaz de interpolar exactamente campos ©(x; y) con variaci¶on
lineal en el dominio de c¶alculo.

En este ejemplo, la matriz N de funciones de forma es:

Nt =

26666664

1
4 (1¡ x¡xc

a )(1¡ y¡yc
b )

1
4 (1 +

x¡xc
a )(1¡ y¡yc

b )

1
4 (1 +

x¡xc
a )(1 + y¡yc

b )

1
4 (1¡ x¡xc

a )(1 + y¡yc
b )

37777775
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donde:

a = 1
2 (x2 ¡ x1) = 1

2(x3 ¡ x4) b = 1
2 (y4 ¡ y1) = 1

2(y3 ¡ y2)
xc =

1
4(x1 + x2 + x3 + x4) yc =

1
4 (y1 + y2 + y3 + y4)

N¶otese que se podr¶³an haber determinado directamente, m¶as o menos a estima, las
funciones de forma que hemos obtenido. De hecho, ¶esta ha sido la forma m¶as habitual
de hacerlo: escribir directamente funciones que cumplan las condiciones que se dan en la
secci¶on anterior.

5.4 La transformaci¶on isoparam¶etrica

Como se puede ver en el ejemplo, las funciones de forma dependen de la geometr¶³a del
elemento. Recordemos adem¶as que, dentro de la sistem¶atica del MEF, las funciones de
forma y sus derivadas aparecen dentro de integrales extendidas a todo el elemento o a su
contorno.

Desde el punto de vista pr¶actico, lo anterior presenta di¯cultades de cara a la automa-
tizaci¶on del c¶alculo ya que, en principio, la geometr¶³a de un elemento puede ser diferente
de la de los dem¶as, lo que da lugar a funciones de forma distintas de un elemento a otro
y a un tratamiento diferente las integrales que hay que efectuar. N¶otese, por ejemplo,
lo engorroso de invertir la matriz C en un caso general para determinar las funciones de
forma de cada elemento de la malla; o de las di¯cultades algor¶³tmicas derivadas de que el
dominio de integraci¶on cambie de unos elementos a otros.

Desde el punto de vista de la automatizaci¶on ser¶³a muy ventajoso trabajar siempre,
independientemente del elemento concreto, con el mismo dominio de interpolaci¶on y con
las mismas funciones de forma. De esta manera se simpli¯car¶³a la evaluaci¶on de estas
funciones y de sus derivadas y se conseguir¶³a realizar las integrales siempre sobre el mismo
dominio de integraci¶on, operaci¶on programable mucho m¶as f¶acilmente.

>C¶omo se compagina entonces la necesaria heterogeneidad geom¶etrica de los elementos
que forman el mallado con la automatizaci¶on sencilla del c¶alculo? La respuesta est¶a en la
llamada transformaci¶on isoparam¶etrica de la geometr¶³a de los elementos. Veamos la forma
en que se trabaja en la pr¶actica con elementos bidimensionales (<2) de cuatro lados. El
procedimiento es totalmente general, aplicable igualmente a elementos tridimensionales
(<3) o unidimensionales (<).

La secuencia de operaciones es la siguiente:

1. Se proyecta el dominio elemental o elemento ¯nito en un dominio est¶andar, siempre
el mismo:
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PROYECCI¶ON

x = x(»; ´) , y = y(»; ´)

Coordenadas reales (x; y)

Coordenadas locales (»; ´)

2. La proyecci¶on puede interpretarse tambi¶en como un cambio de variables dentro de
cada dominio local:

Cambio de variables

(
x = x(»; ´)
y = y(»; ´)

(5.2)

3. Las funciones de interpolaci¶on o funciones de forma se de¯nen en coordenadas locales,
por ejemplo:

Nt =

26666664

1
4 (1¡ »)(1¡ ´)
1
4 (1 + »)(1¡ ´)
1
4 (1 + »)(1 + ´)
1
4 (1¡ »)(1 + ´)

37777775 =
26664
N1
N2
N3
N4

37775 (5.3)

4. Las derivadas con respecto a las coordenadas reales (x; y) se calculan a partir de la
matriz jacobiana del mapeo 5.2. Si © es el campo o funci¶on inc¶ognita, se tiene:

©(x; y) = ©(x(»; ´); y(»; ´)) '
X
i

©iNi =Nae

con lo que:

@©

@x
=
@©

@»

@»

@x
+
@©

@´

@´

@x
' @»

@x

X
i

©i
@Ni
@»

+
@´

@x

X
i

©i
@Ni
@´

@©

@y
=
@©

@»

@»

@y
+
@©

@´

@´

@y
' @»

@y

X
i

©i
@Ni
@»

+
@´

@y

X
i

©i
@Ni
@´

o, en forma matricial:
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@©
@x

@©
@y

9=; =
24 @»

@x
@´
@x

@»
@y

@´
@y

358<:
@©
@»

@©
@´

9=; = J¡1
8<:

@©
@»

@©
@´

9=; '

' J¡1
8<:
P
i ©i

@Ni
@»P

i ©i
@Ni
@´

9=; = J¡1
24 @N

@»

@N
@´

35 ae
donde J es la matriz jacobiana del mapeo 5.2, es decir:

J =

24 @x
@»

@y
@´

@x
@´

@y
@´

35
5. Las integrales necesarias dentro de la sistem¶atica o \receta" del MEF se realizan
en el dominio o cuadrado est¶andar utilizando el cambio de variable de¯nido por el
mapeo 5.2, es decir, si f(x; y) es la funci¶on que debe integrarse en el elemento ­e:Z

­e
f(x; y)dxdy =

Z
f(»; ´) detJd» d´

La proyecci¶on 5.2 se conoce como transformaci¶on isoparam¶etrica cuando se utilizan las
propias funciones de forma para interpolar la geometr¶³a, es decir, cuando las coordenadas
reales (x; y) se obtienen a partir de las coordenadas locales (»; ´) como:

x = x1N1(»; ´) + x2N2(»; ´) + x3N3(»; ´) + x4N4(»; ´)

y
y = y1N1(»; ´) + y2N2(»; ´) + y3N3(»; ´) + y4N4(»; ´)

Esta es pr¶acticamente la ¶unica proyecci¶on que se utiliza en las aplicaciones. Desde
el punto de vista te¶orico podr¶³an emplearse tambi¶en transformaciones subparam¶etricas,
cuando el orden de la proyecci¶on es inferior al de las funciones de forma, o transformaciones
superparam¶etricas, cuando el orden es superior.

Es importante darse cuenta de que, con la forma de operar que se describe m¶as arriba,
la geometr¶³a real del elemento s¶olo aparece en la formulaci¶on a trav¶es de la matriz jacobiana
J.

Un punto asimismo importante es que, al estar las funciones de forma de¯nidas en
el cuadrado est¶andar, si el elemento est¶a muy distorsionado (tiene ¶angulos muy distintos
del recto), la interpolaci¶on de la variable de campo © en el espacio real (x; y), puede ser
muy distinta de la que tiene lugar en coordenadas locales (»; ´). Esto es, las funciones
de forma reales pueden llegar a ser incluso cualitativamente muy diferentes de los polino-
mios de¯nidos en coordenadas locales. Una interpolaci¶on polin¶omica lineal en el dominio
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est¶andar no tiene por qu¶e ser tambi¶en lineal en el espacio real. Es posible que ni siquiera
sea completamente polin¶omica.

La distorsi¶on de los elementos da lugar as¶³ en la pr¶actica a una degradaci¶on de la
calidad de la soluci¶on aproximada. En general, esto se debe a que las funciones de forma
en el dominio f¶³sico dejan de ser exclusivamente polinomios y aparecen funciones racionales.
Dichas funciones racionales dan lugar a un espacio de aproximaci¶on en el que algunas de las
derivadas espaciales, necesarias por ejemplo para interpolar las tensiones en un problema
de elasticidad, ya no pertenecen al propio espacio de aproximaci¶on, lo que da lugar a una
p¶erdida en el orden de convergencia.

5.5 Integraci¶on num¶erica

Las integrales que aparecen en la sistem¶atica o \receta" del MEF, que son integrales
extendidas a los dominios elementales o elementos ¯nitos, se hacen num¶ericamente. Lo
m¶as corriente es emplear la cuadratura de Gauss, que es muy e¯ciente para la integraci¶on
de funciones polin¶omicas.

Tras el cambio de variables que supone la transformaci¶on isoparam¶etrica, las integrales
se extienden a un dominio est¶andar: una recta, un cuadrado o un hexaedro, seg¶un la
dimensionalidad del problema.

u u
-1 1

u

u

u

u

(-1,-1) (1,-1)

(1,1)(-1,1)

u u

uu
u u

uu (1,1,1)

(1,-1,1)

¡
¡
¡

¡
¡
¡

¡
¡
¡

¡
¡
¡

En el dominio est¶andar unidimensional, la cuadratura de Gauss se escribe como:Z 1

¡1
f(») d» =

nX
1

wi f(»i)

donde:

n = n¶umero de puntos de integraci¶on

wi = peso asociado al punto de integraci¶on i

»i = coordenada del punto de integraci¶on i
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Con n puntos se integra exactamente un polinomio de grado 2n¡ 1. Las coordenadas
de los puntos de integraci¶on y los pesos asociados se tabulan en los textos de c¶alculo
num¶erico2.

An¶alogamente, en el dominio est¶andar bidimensional:Z 1

¡1

Z 1

¡1
f (»; ´)d»d´ =

nX
j=1

nX
i=1

wj wi f (»i; ´j)

y en el dominio tridimensional:Z 1

¡1

Z 1

¡1

Z 1

¡1
f(»; ´; ³) d»d´d³ =

nX
m=1

nX
j=1

nX
i=1

wm wj wi f (»i; ´j; ³m)

N¶otese que en esta clase de integraci¶on num¶erica las integrales se calculan evaluando
la funci¶on subintegral en una serie de puntos y sumando estos valores tras multiplicarlos
por unos coe¯cientes de peso.

En principio, se debe escoger un n¶umero n de puntos en cada direcci¶on est¶andar su-
¯ciente para obtener un valor exacto de la integral. En la pr¶actica, en la mayor parte
de los casos, se subintegra, esto es, se utilizan menos puntos de los necesarios para el
c¶alculo exacto de la integral. Las razones para proceder as¶³ se mostrar¶an en los cap¶³tulos
siguientes.

5.6 Algunas familias corrientes de funciones de forma

Se presentan a continuaci¶on las dos familias de funciones de forma m¶as corrientes en la
pr¶actica. Para su de¯nici¶on se utiliza el dominio bidimensional est¶andar, en el plano
(»; ´). Su generalizaci¶on al dominio est¶andar tridimensional, o su particularizaci¶on al
dominio unidimensional, son relativamente inmediatas.

La familia que m¶as se usa en las aplicaciones es la familia serend¶³pita, deducida origi-
nalmente por mera observaci¶on y llamada as¶³ por referencia al Pr¶³ncipe de Serendip3.

Los elementos de orden primero, segundo y tercero dentro de esta familia se representan
en la ¯gura. Su principal ventaja es que, salvo excepciones, s¶olo tienen nodos en el contorno
del elemento, que es donde hacen realmente falta para la conexi¶on con otros elementos.

2Ver por ejemplo la referencia 3 de la bibliograf¶³a recomendada.
3Personaje de novela c¶elebre por sus descubrimientos fortuitos, creado por Horacio Walpole, novelista

ingl¶es del siglo XVIII.
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Familia Serend¶³pita

u

u

u

u

1 2

34

Orden 1

u u u
u
uuu

u
1 2

34

5

6

7

8

Orden 2

u u

uu

u u
u
u

uu
u
u

1 2

34

5 6

7

8

910

11

12

Orden 3

Las funciones de forma serend¶³pitas son las siguientes:

1. Primer orden. Funciones bilineales.

Ni =
1

4
(1 + »i »)(1 + ´i ´) i = 1; : : : ; 4

donde (»i; ´i) son las coordenadas nodales.

2. Segundo orden. Funciones bicuadr¶aticas.

Ni =
1

4
(1 + »i »)(1 + ´i ´)(»i » + ´i ´ ¡ 1) i = 1; : : : ; 4 (nodos de v¶ertice)

Ni =
1

2
(1¡ »2)(1 + ´i ´) i = 5 y 7

Ni =
1

2
(1¡ ´2)(1 + »i ») i = 6 y 8

3. Tercer orden. Funciones bic¶ubicas.

Ni =
1

32
(1 + »i »)(1 + ´i ´)[9(»

2 + ´2)¡ 10)] i = 1; : : : ; 4 (nodos de v¶ertice)

Ni =
9

32
(1¡ »2)(1 + ´i ´)(1 + 9»i ») i = 5; 6; 9; 10

Ni =
9

32
(1¡ ´2)(1 + »i »)(1 + 9´i ´) i = 7; 8; 11; 12

La otra familia que se utiliza en las aplicaciones es la llamada familia lagrangiana. En
esta familia, las funciones de forma se obtienen por producto de polinomios de Lagrange
en una variable. Esta t¶ecnica de producci¶on de las funciones de forma conduce, cuando se
emplea en elementos de alto orden, a la introducci¶on de muchos t¶erminos polin¶omicos de
orden superior. Estos t¶erminos no mejoran la calidad de la aproximaci¶on, porque no dan
lugar a polinomios completos.
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Es raro en la pr¶actica encontrar elementos lagrangianos de orden superior a 2. Se
utilizan cuando los elementos serend¶³pitos presentan alg¶un tipo de di¯cultad de uso, por
ejemplo, cuando se requiere una representaci¶on precisa de la geometr¶³a en el interior del
elemento (problemas de inestabilidad de estructuras laminares) o cuando se trabaja en
problemas de contacto.

Los elementos de orden primero y segundo dentro de esta familia se representan en la
¯gura. El elemento de primer orden es id¶entico al correspondiente a la familia serend¶³pita.

Familia Lagrangiana

u

u

u

u

1 2

34

Orden 1

u u u
u
uuu

u u
1 2

34

5

6

7

8 9

Orden 2

Las funciones de forma lagrangianas son las siguientes:

1. Primer orden. Funciones bilineales.

Ni =
1

4
(1 + »i »)(1 + ´i ´) i = 1; : : : ; 4

donde (»i; ´i) son las coordenadas nodales.

2. Segundo orden. Funciones bicuadr¶aticas.

Ni =
1

4
» ´(»i + »)(´i + ´) i = 1; : : : ; 4 (nodos de v¶ertice)

Ni =
1

2
´(1¡ »2)(´i + ´) i = 5 y 7

Ni =
1

2
»(1¡ ´2)(»i + ») i = 6 y 8

Ni = (1¡ »2)(1¡ ´2) i = 9
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Cap¶³tulo 6

Tecnolog¶³a de elementos (II)

6.1 Introducci¶on

Dentro de las aplicaciones pr¶acticas del MEF en ingenier¶³a mec¶anica y en ingenier¶³a de
estructuras, tienen mucha importancia los problemas de °exi¶on de placas y los relacionados
con estructuras laminares. Se pueden encontrar multitud de ejemplos en el proyecto de
vasijas de presi¶on, buques, aeronaves, puentes, cubiertas y otras grandes estructuras.

Los problemas de c¶alculo de tensiones en placas y l¶aminas son problemas complejos,
donde s¶olo existe soluci¶on anal¶³tica para geometr¶³as y distribuciones de carga sencillas.
Antes de que el MEF estuviera disponible, los proyectistas trabajaban con soluciones
aproximadas o recurr¶³an a los ensayos a escala. El MEF, con su potencia para representar
geometr¶³as y distribuciones complejas de cargas, es hoy en d¶³a la herramienta de c¶alculo
m¶as avanzada con que se cuenta para abordar c¶alculos de este tipo.

La importancia tecnol¶ogica que tiene el c¶alculo de placas y l¶aminas se pone de mani-
¯esto por el gran esfuerzo de desarrollo de elementos ¯nitos para esta clase de problemas
llevado a cabo por los investigadores del MEF durante m¶as de dos d¶ecadas. Hoy en d¶³a
siguen apareciendo peri¶odicamente nuevas formulaciones de elementos l¶amina, sobre todo
para aplicaciones no lineales, lo que es s¶³ntoma de la di¯cultad del problema y de que
queda todav¶³a camino por recorrer.

En este cap¶³tulo se pretende introducir los conceptos b¶asicos relacionados con una
clase particular de elementos ¯nitos: los elementos placa y los elementos l¶amina. Se ha-
blar¶a fundamentalmente de °exi¶on de placas, introduciendo el tema mediante un problema
an¶alogo, pero m¶as sencillo, como es la °exi¶on de vigas.

No se entrar¶a en problemas de c¶alculo de l¶aminas, debido a la di¯cultad de las teor¶³as de
deformaci¶on de estos elementos estructurales. Sin embargo, el tratamiento del problema
con el MEF sigue la pauta general. Baste con decir que en el c¶alculo de l¶aminas se
resuelve simult¶aneamente un problema de °exi¶on y otro de elasticidad bidimensional en
las coordenadas locales de la super¯cie media de la l¶amina. En este sentido, muchos de
los conceptos que se van a introducir en relaci¶on con la °exi¶on de placas son directamente
transplantables a las l¶aminas, en particular, la diferencia entre las formulaciones C0 y C1.

El lector no interesado en problemas de c¶alculo de esfuerzos en placas y l¶aminas debe
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saber que el tratamiento que se da a los problemas de °exi¶on de placas en el MEF es aplica-
ble a otros problemas f¶³sicos en cuya formulaci¶on fuerte aparezcan ecuaciones diferenciales
de cuarto orden.

6.2 Formulaci¶on C1 en elementos viga

La llamada formulaci¶on C1 para elementos ¯nitos tipo viga corresponde a la teor¶³a cl¶asica
de °exi¶on de vigas seg¶un Euler-Bernoulli. Esta teor¶³a es aplicable a vigas esbeltas1 y est¶a
basada en la hip¶otesis de que durante la deformaci¶on de la viga las secciones transversales
permanecen planas y normales a la directriz deformada (hip¶otesis de Navier-Bernoulli)2.
A partir de esta hip¶otesis, la deformaci¶on de la viga queda de¯nida por el campo w de
°echas o desplazamientos transversales de su directriz.

La hip¶otesis de Navier-Bernoulli es una suposici¶on sobre la forma en que se produce la
deformaci¶on de la viga, que permite reducir la dimensionalidad del problema real. Para
conocer qu¶e tensiones y deformaciones aparecen en todos los puntos de la viga basta con
estudiar los desplazamientos transversales de una l¶³nea (directriz) trazada a lo largo de la
misma. Se pasa de un problema el¶astico tridimensional, de¯nido en todo el volumen de la
viga, a un problema unidimensional mucho m¶as sencillo, de¯nido s¶olo en su directriz.

¡¡
¡¡
¡¡

x = 0 1

?
w

? ??

h h h h h h h h h h h h h h h h h h h

f

?

Q0

Â
?

M0

Dada la viga de longitud unidad representada en la ¯gura, con M0; Q0 2 < y f : ­ ´
]0; 1[¡! <, la forma fuerte correspondiente a la teor¶³a cl¶asica de °exi¶on se plantea como
sigue.

Encontrar la funci¶on de °echas o desplazamientos transversales w : ­ ´ [0; 1] ¡! <,
de modo que se cumplan las ecuaciones siguientes:

1. Ecuaciones de compatibilidad. En el contorno:

w(1) = 0

1En la pr¶actica, vigas con una relaci¶on canto/luz inferior a 1/5, aproximadamente.
2Esta hip¶otesis equivale a despreciar la deformaci¶on por cortante.
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w;x(1) = 0

y en el dominio,
Â ´ curvatura = w;xx en ­

2. Ecuaciones constitutivas o de comportamiento del material,

M ´ momento = EI Â en ­

con E; I 2 <
3. Ecuaciones de equilibrio. En el contorno:

M(0) =M0

Q(0) = Q0

y en el dominio,

Q ´ cortante =
dM

dx
en ­

d2M

dx2
= f en ­

Por otro lado, la forma d¶ebil del problema puede enunciarse de la manera siguiente. Dados
los espacios de funciones:

S = f ~w 2 H2(­) j ~w(1) = 0; ~w;x(1) = 0g

y
V = f±w 2 H2(­) j ±w(1) = 0; ±w;x(1) = 0g ´ S

encontrar una funci¶on w 2 S tal que:

(Mw; Â±w)­ = (±w; f)­ +Q0 ±w(0)¡M0 ±w;x(0) 8 ±w 2 V (6.1)

El desarrollo de elementos ¯nitos de clase C1 se hace en base a esta forma d¶ebil del
problema, siguiendo los pasos de la \receta" o sistem¶atica del MEF (secci¶on 4.2). Los dos
primeros pasos ser¶³an:

1. Se divide el dominio ­ en subdominios o elementos, ­ =
S
i ­i.

² Dentro de cada subdominio ­i se de¯ne un sistema local de coordenadas, con
coordenada local »:

x = x1
1

2
(1¡ ») + x21

2
(1 + »)

o

» =
2

x2 ¡ x1 (x¡ x1)¡ 1

48



x xnodo 1 nodo 2

- »

-1 0 +1

² La transformaci¶on de coordenadas anterior resulta en que:

J =
dx

d»
= ¡x1

2
+
x2
2
=
L

2

donde L es la longitud del elemento.

2. Se aproxima la °echa o funci¶on w dentro de cada elemento como:

wh = A+B» +C»2 +D»3 (6.2)

N¶otese que se utiliza una aproximaci¶on c¶ubica ya que, para que sea wh 2 H2(­)
(derivada segunda de cuadrado integrable en ­), se requiere que la primera derivada
de wh (giro) sea continua a trav¶es de las fronteras de los elementos3. Esto se consigue
tomando como grados de libertad no s¶olo las °echas de los nodos, sino tambi¶en los
giros. Como los nodos son compartidos por los elementos adyacentes, se obtiene as¶³
la continuidad de giros al pasar de elemento a elemento. Se tienen entonces cuatro
grados de libertad por elemento, una °echa y un giro por nodo, lo que da lugar a
una funci¶on c¶ubica (cuatro coe¯cientes) para la aproximaci¶on de la °echa dentro de
cada elemento.

² La aproximaci¶on anterior para la °echa, corresponde a la siguiente aproximaci¶on
para el giro:

wh;x =
2

L
B +

4C

L
» +

6D

L
»2

² La particularizaci¶on en los nodos de las expresiones anteriores para la °echa y
el giro proporciona las ecuaciones necesarias para determinar los coe¯cientes A,
B, C y D en funci¶on de los grados de libertad o movimientos nodales:

A¡B +C ¡D = w1 (°echa en nodo 1)

2B

L
¡ 4C
L
+
6D

L
= µ1 (giro en nodo 1)

A+B +C +D = w2 (°echa en nodo 2)

2B

L
+
4C

L
+
6D

L
= µ2 (giro en nodo 2)

3La continuidad de la primera derivada de la variable de campo es lo que se conoce como continuidad
C1 en el lenguaje del MEF.
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Lo que da:

A =
1

2
w1 +

1

2
w2 +

L

8
µ1 ¡ L

8
µ2

B = ¡3
4
w1 +

3

4
w2 ¡ L

8
µ1 ¡ L

8
µ2

C = ¡L
8
µ1 +

L

8
µ2

D =
1

4
w1 ¡ 1

4
w2 +

L

8
µ1 +

L

8
µ2

² La sustituci¶on de los coe¯cientes A, B, C y D en 6.2 proporciona las funciones
de forma del elemento, que resultan ser polinomios de Hermite:

wh =
h
1
2 ¡ 3

4» +
1
4»
3 L

8 (1¡ » ¡ »2 + »3) 1
2 +

3
4» ¡ 1

4»
3 L

8 (¡1¡ » + »2 + »3)
i8>>><>>>:

w1
µ1
w2
µ2

9>>>=>>>;
= Nae

² Para entrar en las integrales de la forma d¶ebil 6.1 y obtener la matriz de rigidez
del elemento hay que calcular tambi¶en las curvaturas y los momentos:

Âh = LN ae = [
d2

dx2
]N ae =

h
6
L2
» ¡ 6

L2
» ¡ 1

L +
3
L»

1
L +

3
L»

i
ae = B ae

Mh = EI Â = EIB ae = DB ae

De acuerdo con los puntos siguientes de la sistem¶atica del MEF4, la sustituci¶on de las
aproximaciones locales a w, Â yM en 6.1 permite construir la matriz de rigidez y el vector
de cargas de cada elemento. N¶otese que las funciones wh 2 Sh, obtenidas por agregaci¶on
de las aproximaciones locales, son funciones c¶ubicas a trozos.

6.3 Formulaci¶on C1 en elementos placa

La formulaci¶on C1 para elementos ¯nitos tipo placa puede entenderse como una gene-
ralizaci¶on de la formulaci¶on C1 para elementos viga. Corresponde a la teor¶³a cl¶asica de
°exi¶on de placas de Love-Kirchho®. Esta teor¶³a es aplicable a placas delgadas5 y est¶a
basada en la hip¶otesis de que durante la deformaci¶on las secciones transversales al plano
medio de la placa permanecen planas y normales al plano medio deformado (hip¶otesis de
Love-Kirchho®)6. Con esta hip¶otesis, la deformaci¶on de la placa queda de¯nida por el
campo w de °echas o desplazamientos transversales del plano medio.

4Ver secci¶on 4.2.
5En la pr¶actica, placas con una relaci¶on canto/luz inferior a 1/15 ¶o 1/20, aproximadamente.
6Esta hip¶otesis equivale a despreciar la deformaci¶on por cortante.
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La hip¶otesis de Love-Kirchho® es un supuesto sobre la cinem¶atica de la deformaci¶on
de la placa, que permite reducir la dimensionalidad del problema real. Para conocer qu¶e
tensiones y deformaciones aparecen en todos los puntos de la placa basta con estudiar los
desplazamientos transversales de un plano. Se pasa de un problema el¶astico tridimensional,
de¯nido en todo el volumen de la placa, a un problema bidimensional m¶as sencillo, de¯nido
s¶olo en el plano medio ­ de la placa. La variable de campo es pues el campo de °echas
w : ­ ½ <2 ¡! <.

La notaci¶on m¶as corriente en las aplicaciones del MEF a problemas de °exi¶on de placas
es la que se da en la ¯gura:

- x´
´
´
´
´
´
´́3 y

?
z

--
µx

´ 3́´́3

µy

?
w

´
´
´
´
´
´
´́

´
´
´
´
´
´
´́

¾ ¾My

-- My

--Mxy ¾ ¾ Mxy

´ 3́´́3
Mx

´+́ ´́+
Mx

´ 3́´́3
Mxy

´+́ ´́+
Mxy

Las deformaciones generalizadas son las curvaturas:

c =

8>>>><>>>>:
¡@2w
@x2

¡@2w
@y2

2 @
2w

@x@y

9>>>>=>>>>;
Las tensiones generalizadas son los momentos por unidad de longitud:

M =

8><>:
Mx

My

Mxy

9>=>;
Los desplazamientos generalizados son la °echa y los giros. Los giros son derivadas pri-
meras de la °echa, por la hip¶otesis de Love-Kirchho®:

w =

8><>:
w
µx
µy

9>=>; =
8>>><>>>:

w

¡@w
@y

@w
@x

9>>>=>>>;
51



La forma d¶ebil del problema, punto de partida de la sistem¶atica del MEF, es similar a la
correspondiente a la de las vigas de Euler-Bernoulli. En este caso, el dominio de c¶alculo
es bidimensional, ­ ½ <2, y corresponde al plano medio de la placa. La forma d¶ebil puede
enunciarse de la manera siguiente:

Dados los espacios de funciones:

S = f ~w 2 H2(­) j ~w = d en Sdg

donde d son los movimientos impuestos en la parte Sd del contorno de la placa, y

V = f± ~w 2 H2(­) j ~w = 0 en Sdg

encontrar una funci¶on w 2 S tal que:

(Mw ; c±w)­ = (q; ±w)­ + [t; ±w]St 8 ±w 2 V (6.3)

donde q son fuerzas generalizadas por unidad de super¯cie y t son esfuerzos impuestos
sobre la parte St del contorno de la placa.

Las aproximaciones locales a los campos que intervienen en 6.3, necesarias para la
aplicaci¶on de la \receta" del MEF, son las siguientes:

wh = Nae

wh =

8>>><>>>:
N

¡@N
@y

@N
@x

9>>>=>>>; ae

ch =

8>>>><>>>>:
¡ @2

@x2

¡ @2

@y2

2 @2

@x@y

9>>>>=>>>>;Nae = LNae = Bae

Mh =

8><>:
Mx

My

Mxy

9>=>; = Dc = DBae
donde, para placas is¶otropas:

D =
Et3

12(1¡ º2)

264 1 º 0
º 1 0
0 0 1¡º

2

375
siendo E 2 < el m¶odulo de elasticidad; º 2 <, el coe¯ciente de Poisson; y t 2 <, el espesor.
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6.4 Di¯cultad de la formulaci¶on C1 en elementos placa

Como en el caso de los elementos viga, la formulaci¶on convencional del MEF para el
problema cl¶asico de la °exi¶on de placas exige la continuidad de giros (continuidad C1) a
trav¶es de las fronteras de los elementos. Si no existe esta continuidad, entonces se tiene
que la °echa wh62 H2(­). Desde el punto de vista de la sistem¶atica del MEF, si no existe
la continuidad de giros la integral que aparece en el primer miembro de 6.3 deja de ser la
suma de integrales extendidas a los dominios elementales, ya que el integrando tiene un
valor singular a lo largo de las fronteras entre elementos7.

La di¯cultad de la formulaci¶on C1 en elementos placa consiste en que, en el caso de
un dominio de c¶alculo ­ bidimensional, como es el plano medio de la placa, es imposible
conseguir la continuidad de giros a trav¶es de las fronteras de los elementos si se utilizan los
tres grados de libertad naturales por nodo (la °echa y los dos giros) y funciones polin¶omicas
para construir la aproximaci¶on local al campo de °echas wh.

N¶otese que, para asegurar la continuidad tanto de wh como de su derivada seg¶un la
normal a una l¶³nea de separaci¶on entre dos elementos, wh;n, los valores de w

h y wh;n tendr¶³an
que estar de¯nidos un¶³vocamente a lo largo de esa l¶³nea en funci¶on de los movimientos
nodales, ya que ¶estos son compartidos por ambos elementos.

Vamos a ver que si se de¯ne wh como un polinomio dentro de un elemento y se supone
que tanto la °echa wh como los giros wh;x y ¡wh;y en la frontera dependen exclusivamente
de los movimientos nodales (°echa y dos giros), entonces se llega a una contradicci¶on.
En efecto, sea un elemento rectangular como el de la ¯gura y de¯namos wh dentro del
elemento como un polinomio en x e y.

- x

6
y

u1 u2

u3u4

Sea el lado 4 ¡ 3 del elemento rectangular. La normal a este lado es la direcci¶on y.
Entonces, como wh es un polinomio en x e y dentro del elemento, a lo largo de este lado
se tendr¶a, al ser y constante:

wh = A1 +A2x+A3x
2 + : : :

wh;y = B1 +B2x+B3x
2 + : : :

7La curvatura adopta un valor in¯nito en las fronteras. Este valor in¯nito, aunque se produzca en una
zona de ¶area nula, da lugar a una contribuci¶on in¯nita a la energ¶³a de deformaci¶on de la placa representada
por el primer miembro de 6.3.
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con el n¶umero preciso de coe¯cientes en cada expresi¶on para deteminar wh y wh;y en funci¶on
de los par¶ametros o variables nodales asociadas al lado 4¡ 3. As¶³, si s¶olo hay dos nodos,
est¶a permitido que wh sea un polinomio de tercer grado a lo largo de 4 ¡ 3, ya que se
conocen cuatro par¶ametros: wh y wh;x en los nodos 3 y 4. Del mismo modo, s¶olo est¶a

permitido que wh;y tenga variaci¶on lineal, ya que ¶unicamente se conocen dos par¶ametros:

wh;y en los nodos 3 y 4.
Se puede realizar un ejercicio similar a lo largo del lado 4¡ 1:

wh = C1 + C2y +C3y
2 + C4y

3

wh;x = D1 +D2y

y se tiene entonces que, de acuerdo con nuestra suposici¶on:

1. A lo largo de 4¡ 3, wh;y s¶olo depende de los par¶ametros nodales del lado 4 ¡ 3; con
lo que wh;yx ¶unicamente depende de los par¶ametros nodales del lado 4¡ 3.

2. A lo largo de 4 ¡ 1, wh;x s¶olo depende de los par¶ametros nodales del lado 4¡ 1; con
lo que wh;xy ¶unicamente depende de los par¶ametros nodales del lado 4¡ 1.

3. En el nodo 4, para valores arbitrarios de los par¶ametros nodales, no se cumplir¶a que
wh;yx = w

h
;xy, lo cual es una contradicci¶on si w

h se de¯ne como un polinomio en x e
y dentro del elemento.

Es decir, si wh es un polinomio dentro del elemento, los valores de las derivadas seg¶un la
direcci¶on normal a los lados (giros seg¶un la normal) no pueden depender exclusivamente
de los par¶ametros nodales del lado correspondiente y, por tanto, no est¶a asegurada la
continuidad de giros a trav¶es de las fronteras entre elementos8.

En consecuencia, en problemas de °exi¶on de placas formulados seg¶un la teor¶³a cl¶asica
es muy dif¶³cil construir funciones de forma N que cumplan los requisitos de continuidad
C1 que les impone la formulaci¶on convencional del MEF.

6.5 Ejemplo: elemento triangular de 3 nodos

Para ilustrar los conceptos anteriores, se presenta en esta secci¶on un elemento sencillo uti-
lizado en problemas de °exi¶on de placas delgadas9. Se trata de un elemento no conforme,
esto es, que no cumple los requisitos de continuidad C1. Sin embargo, esto no se consider¶o
obst¶aculo para que el elemento se emplease en la pr¶actica. La utilizaci¶on de elementos
no conformes en problemas de °exi¶on de placas ha sido bastante habitual, a pesar de que
violan una de las condiciones de la formulaci¶on convencional del MEF. Una justi¯caci¶on
de esta pr¶actica se dar¶a en los cap¶³tulos siguientes, al hablar de la prueba de la parcela.

El elemento que se presenta como ejemplo tiene 9 grados de libertad, tres por nodo,
que se organizan como:

8Lo ¶unico que comparten dos elementos vecinos es el valor de los par¶ametros nodales de los nodos
comunes.

9O.C. Zienkiewicz. El M¶etodo de los Elementos Finitos, Revert¶e, 1982.
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ae =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

w1
µx1
µy1
w2
µx2
µy2
w3
µx3
µy3

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;
Las funciones de forma se de¯nen, como es habitual en los elementos ¯nitos trian-

gulares, en coordenadas de ¶area L1, L2 y L3. Las coordenadas de ¶area o coordenadas
triangulares de un punto interior P son las siguientes:

L1 =
¶area 4P23
¶area 4123

L2 =
¶area 4P31
¶area 4123

L3 =
¶area 4P12
¶area 4123

- x

6
y X X X X X X X X X X XX

u
1 u2
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢
u

3 S
S
S
S
S
S
S
S
S
SS

© ©
© ©

©

Z
Z

Z
Z

Z
ZZ

E
E
E
E
EE P

o tambi¶en se pueden de¯nir como:

x = L1x1 + L2x2 + L3x3

y = L1y1 +L2y2 +L3y3

1 = L1 +L2 +L3

donde (xi; yi); i = 1; 2; 3, son las coordenadas cartesianas de los v¶ertices del tri¶angulo.
En este elemento hay nueve funciones de forma para la interpolaci¶on de la °echa wh,

correspondientes a los nueve grados de libertad. Estas funciones de forma son:
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Nt =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L1 +L
2
1L2 +L

2
1L3 ¡ L1L22 ¡ L1L23

b3(L
2
1L2 +

1
2L1L2L3)¡ b2(L21L3 + 1

2L1L2L3)

c3(L
2
1L2 +

1
2L1L2L3)¡ c2(L21L3 + 1

2L1L2L3)

L2 +L
2
2L3 +L

2
2L1 ¡ L2L23 ¡ L2L21

b1(L
2
2L3 +

1
2L1L2L3)¡ b3(L22L1 + 1

2L1L2L3)

c1(L
2
2L3 +

1
2L1L2L3)¡ c3(L22L1 + 1

2L1L2L3)

L3 +L
2
3L1 +L

2
3L2 ¡ L3L21 ¡ L3L22

b2(L
2
3L1 +

1
2L1L2L3)¡ b1(L23L2 + 1

2L1L2L3)

c2(L
2
3L1 +

1
2L1L2L3)¡ c1(L23L2 + 1

2L1L2L3)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
con b1 = y2 ¡ y3, c1 = x3 ¡ x2, etc.

Derivando estas nueve funciones de forma con respecto a x e y se obtienen las fun-
ciones de interpolaci¶on de los giros. Derivando nuevamente se obtienen las funciones de
interpolaci¶on de las curvaturas (matriz B). El c¶alculo de todas estas derivadas se hace
teniendo en cuenta que:

@

@x
=

1

24(b1
@

@L1
+ b2

@

@L2
+ b3

@

@L3
)

@

@y
=

1

24(c1
@

@L1
+ c2

@

@L2
+ c3

@

@L3
)

donde 4 es el ¶area del tri¶angulo.

6.6 Formulaci¶on C0 en elementos viga

Utilizando la teor¶³a cl¶asica de °exi¶on de placas existen di¯cultades serias para obtener
funciones de forma N que cumplan los requisitos de la formulaci¶on convencional del MEF,
esto es, que tengan continuidad C1.

En los a~nos 70 y principios de los 80 se concibieron soluciones muy ingeniosas para, sin
abandonar la teor¶³a cl¶asica, obtener funciones de forma con continuidad C1. Estas solu-
ciones dieron lugar, en general, a elementos de formulaci¶on complicada, con prestaciones
no muy brillantes y cuyo uso, en general, ha sido abandonado hoy en d¶³a.

Al mismo tiempo se empez¶o a pensar que, si la di¯cultad nac¶³a de las hip¶otesis de la
teor¶³a cl¶asica de °exi¶on de placas, la di¯cultad pod¶³a sortearse formulando el problema de
acuerdo con otra teor¶³a. En consecuencia, se empezaron a utilizar teor¶³as de la °exi¶on que
hasta entonces hab¶³an tenido s¶olo una importancia marginal. Se trata de teor¶³as en las que
se tiene en cuenta la deformaci¶on por corte: la teor¶³a de °exi¶on de vigas de Timoshenko
(1921) y la teor¶³a de °exi¶on de placas de Reissner-Mindlin (1944). Cuando se emplea la
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formulaci¶on convencional del MEF para abordar el problema de la °exi¶on planteado de
acuerdo con una de estas teor¶³as, s¶olo se requiere continuidad C0 para el campo de °echas.
Como contrapartida aparecen los giros como campos independientes y para ¶estos tambi¶en
se requiere continuidad C0. En conjunto, la formulaci¶on de elementos ¯nitos se simpli¯ca
mucho, lo que ha hecho que sean estos elementos de tipo C0 los m¶as utilizados hoy en d¶³a.

Para introducir los conceptos b¶asicos, en esta secci¶on se plantea la formulaci¶on C0 para
elementos viga. Estos mismos conceptos se extienden a placas en la secci¶on siguiente.

La formulaci¶on C0 para elementos ¯nitos tipo viga corresponde a la teor¶³a de °exi¶on de
vigas de Timoshenko. Esta teor¶³a fue introducida en 1921 para el estudio de vibraciones
transversales de barras prism¶aticas, con objeto de mejorar las predicciones de la teor¶³a
cl¶asica en problemas de impacto o de vibraciones de alta frecuencia.

La teor¶³a est¶a basada en la hip¶otesis de que durante la deformaci¶on de la viga las
secciones transversales permanecen planas, pero no normales a la directriz deformada.
Con esta hip¶otesis, se necesitan dos campos independientes para de¯nir la deformaci¶on de
la viga: el campo w de °echas o desplazamientos transversales de su directriz y el campo
µ de rotaciones de la normal a la directriz. La rotaci¶on de la directriz se escribe como:

dw

dx
= rotaci¶on de la directriz = µ ¡ °

donde ° es la distorsi¶on por cortante.

¡¡
¡¡
¡¡

x = 0 1

?
w

? ??

h h h h h h h h h h h h h h h h h h h

f

?

Q0

Â
?

M0

Dada la viga de longitud unidad representada en la ¯gura, con M0; Q0 2 < y f : ­ ´
]0; 1[¡! <, la forma fuerte del problema correspondiente a la teor¶³a de Timoshenko se
plantea como sigue.

Encontrar las funciones w : ­ ´ [0; 1] ¡! < y µ : ­ ´ [0; 1] ¡! <, de modo que se
cumplan las ecuaciones siguientes:

1. Ecuaciones de compatibilidad; en el contorno

w(1) = 0

µ(1) = 0
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y en el dominio,

° ´ deform. de corte = µ ¡w;x en ­

Â ´ curvatura = µ;x en ­

2. Ecuaciones constitutivas o de comportamiento del material,

Q ´ cortante = GkA° en ­

M ´ momento = EI Â en ­

con E; I;G; k;A 2 <
3. Ecuaciones de equilibrio; en el contorno

M(0) = M0

Q(0) = Q0

y en el dominio,

Q =
dM

dx
en ­

dQ

dx
= f en ­

Por otro lado, la forma d¶ebil del problema puede enunciarse ahora de la manera siguiente.
Dados los espacios de funciones:

Sw = f ~w 2H1(­) j ~w(1) = 0g
Sµ = f~µ 2 H1(­) j ~µ(1) = 0g
Vw = f±w 2 H1(­) j ±w(1) = 0g ´ Sw
Vµ = f±µ 2 H1(­) j ±µ(1) = 0g ´ Sµ

encontrar las funciones (w; µ) 2 Sw £Sµ tales que:

(Mµ; Â±µ)­ + (Q
w;µ; °±w;±µ)­ = (±w; f)­ +Q0 ±w(0)¡M0 ±µ(0) 8 ±w£ ±µ 2 Vw £Vµ

(6.4)
El desarrollo de elementos ¯nitos de clase C0 se hace en base a esta forma d¶ebil del

problema, siguiendo los pasos de la \receta" del MEF (secci¶on 4.2). Los dos primeros
pasos ser¶³an:

1. Se divide el dominio ­ en subdominios o elementos, ­ =
S
i ­i.

² Dentro de cada subdominio ­i se de¯ne un sistema local de coordenadas, con
coordenada local »:

x = x1
1

2
(1¡ ») + x21

2
(1 + »)
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o

» =
2

x2 ¡ x1 (x¡ x1)¡ 1

x xnodo 1 nodo 2

- »

-1 0 +1

² La transformaci¶on de coordenadas anterior resulta en que:

J =
dx

d»
= ¡x1

2
+
x2
2
=
L

2

donde L es la longitud del elemento.

2. En el caso de un elemento de dos nodos, se aproxima la °echa y el giro dentro de
cada elemento como:

w =

(
w
µ

)
=

"
1
2(1¡ ») 0 1

2 (1 + ») 0
0 1

2(1¡ ») 0 1
2 (1 + »)

#8>>><>>>:
w1
µ1
w2
µ2

9>>>=>>>; =Nae
La elecci¶on anterior asegura la continuidad de °echas y giros a trav¶es de las fronteras
de los elementos.

² Para entrar en las integrales de la forma d¶ebil 6.4 y obtener la matriz de rigidez
del elemento hay que calcular tambi¶en las deformaciones y tensiones generali-
zadas:

e =

(
Â
°

)
=

"
0 @

@x

¡ @
@x 1

#
Nae =

"
0 ¡ 1

L 0 1
L

1
L

1
2 (1¡ ») ¡ 1

L
1
2(1 + »)

#8>>><>>>:
w1
µ1
w2
µ2

9>>>=>>>; = Bae

s =

(
M
Q

)
=

"
E I 0
0 GkA

#
Bae = DB ae

De acuerdo con los puntos siguientes de la sistem¶atica del MEF10, la sustituci¶on de las
aproximaciones locales en 6.4 permite construir la matriz de rigidez y el vector de cargas
de cada elemento.

10Ver secci¶on 4.2.
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6.7 Formulaci¶on C0 en elementos placa

La formulaci¶on C0 para elementos ¯nitos tipo placa corresponde a la teor¶³a de °exi¶on de
placas de Reissner-Mindlin. Esta teor¶³a es aplicable a placas gruesas o poco esbeltas11 y
est¶a basada en la hip¶otesis de que en el proceso de deformaci¶on las secciones transversales
al plano medio de la placa permanecen planas, aunque no necesariamente normales al
plano medio deformado. Con esta hip¶otesis, la deformaci¶on de la placa queda de¯nida por
el campo w de °echas o desplazamientos transversales del plano medio y el campo de giros
(µx; µy) de las ¯bras inicialmente normales al plano medio.

La variable de campo es pues el campo de desplazamientos generalizado w : ­ ¡! <3:

w =

8><>:
w
µx
µy

9>=>;
Los campos de deformaciones generalizadas y de tensiones generalizadas son, respec-

tivamente:

e =

8>>>>><>>>>>:

¡µy;x
µx;y

µy;y ¡ µx;x
w;x ¡ µy
w;y + µx

9>>>>>=>>>>>;

s =

8>>>>><>>>>>:

Mx

My

Mxy

Qx
Qy

9>>>>>=>>>>>;
siendo s = De, donde D es una matriz de constantes el¶asticas.

La forma d¶ebil del problema, punto de partida de la \receta" del MEF, es similar a
la de las vigas de Timoshenko. Ahora el dominio de c¶alculo ­ ½ <2 es bidimensional y
corresponde al plano medio de la placa. La forma d¶ebil es la siguiente:

Dados los espacios de funciones:

S = f ~w 2 H1(­) j ~w = d en Sdg

y
V = f±w 2H1(­) j ±w = 0; en Sdg

encontrar w 2 S tal que:

(sw; e±w)­ = (±w;q)­ + [±w; t]St 8 ±w 2 V
11En la pr¶actica, placas con una relaci¶on canto/luz inferior a 1/8 ¶o 1/10, aproximadamente.
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con la notaci¶on habitual.
El desarrollo de elementos ¯nitos de clase C0 se hace en base a esta forma d¶ebil del

problema, siguiendo la sistem¶atica del MEF. La elecci¶on de funciones de forma es ahora
m¶as sencilla, ya que no tienen que cumplir requisitos de continuidad C1. Sin embargo
la formulaci¶on del elemento debe hacerse con cuidado, para evitar el problema conocido
como bloqueo de cortante. El mecanismo de este bloqueo se traduce en una respuesta
excesivamente r¶³gida de los elementos cuando la relaci¶on canto/luz de la placa es peque~na
(placas esbeltas). Este y otros problemas que presenta la formulaci¶on convencional del
MEF, se describen en el cap¶³tulo siguiente.
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Cap¶³tulo 7

Tecnolog¶³a de elementos (III)

7.1 Introducci¶on

En los cap¶³tulos anteriores se han presentado las l¶³neas generales de la formulaci¶on con-
vencional del MEF y sus fundamentos matem¶aticos. La formulaci¶on convencional se ca-
racteriza por basarse en la aproximaci¶on de una sola variable de campo (escalar, vectorial
o tensorial) a partir de la cual se obtienen de forma fuerte el resto de campos inc¶ognita
del problema.

La formulaci¶on convencional impone tres requisitos a las funciones de forma o funciones
de aproximaci¶on local de la variable de campo inc¶ognita b¶asica:

² Suavidad dentro de los elementos o dominios locales.
² Continuidad a trav¶es de las fronteras entre elementos.
² Completitud de la aproximaci¶on hasta un orden que depende del problema de campo
que se resuelve.

El cumplimiento de estas tres condiciones y el seguimiento punto por punto de la
\receta" o sistem¶atica del MEF introducida en el Cap¶³tulo 5, garantiza la convergencia de
las soluciones aproximadas hacia la soluci¶on exacta del problema de campo. Desde el punto
de vista matem¶atico, el m¶etodo se convierte en un caso particular de los procedimientos
de Rayleigh-Ritz-Galerkin y se cumplen las condiciones su¯cientes para la convergencia.

Sin embargo, en los programas actuales de c¶alculo basados en el MEF resulta muy
corriente encontrar elementos cuya formulaci¶on no sigue estrictamente las l¶³neas de la
formulaci¶on convencional: se viola alguna de las condiciones su¯cientes de convergencia o
se ejecuta de modo irregular alguno de los pasos de la sistem¶atica del MEF.

Los elementos anteriores comenten lo que hacia mediados de los a~nos 70 se bau-
tiz¶o con el nombre de cr¶³menes variacionales: la formulaci¶on del elemento se aparta
heur¶³sticamente de la formulaci¶on convencional, pero el elemento funciona muy bien, in-
cluso mejor que los elementos leg¶³timos equivalentes. Desde el punto de vista matem¶atico,
el procedimiento deja de ser un m¶etodo de Rayleigh-Ritz-Galerkin y, en principio, su
convergencia no est¶a garantizada.
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Hoy en d¶³a se conoce en la mayor¶³a de los casos la justi¯caci¶on matem¶atica de aquellos
cr¶³menes variacionales. Sin embargo, los elementos criminales empezaron a utilizarse sin
que hubiera una garant¶³a matem¶atica clara de su aceptabilidad. Simplemente, proporcio-
naban a juicio de los analistas mejores soluciones con un menor coste de c¶alculo.

Para concretar las observaciones anteriores, se pueden mencionar dos ejemplos cl¶asicos
de este modo de proceder:

² Elementos no conformes. En este tipo de elementos el campo inc¶ognita b¶asica no es
continuo a trav¶es de las fronteras entre los elementos, esto es, se viola la segunda de
las condiciones su¯cientes de convergencia mencionadas m¶as arriba. Como resultado
de esta falta de continuidad, alguna de las integrales que aparecen en la forma d¶ebil
del problema se hace singular en las fronteras entre los elementos1. A pesar de ello,
se opera como si dicha integral, extendida a todo el dominio de c¶alculo, pudiera
todav¶³a descomponerse en suma de integrales extendidas a los distintos elementos.

² Integraci¶on reducida. Se sigue puntualmente la sistem¶atica del MEF, pero para
evaluar num¶ericamente las integrales necesarias, se emplean menos puntos de los
precisos para integrar exactamente los polinomios que aparecen como funciones su-
bintegrales.

Dentro del desarrollo del MEF, desde mediados de los a~nos 60 los investigadores eran
conscientes de que en muchos casos se obten¶³an mejores soluciones, con menos esfuerzo de
c¶alculo, si se comet¶³a alguno de estos cr¶³menes variacionales.

Al comienzo de los 70 se vio que en determinados problemas era pr¶acticamente im-
prescindible cometer un \crimen" si se quer¶³a llegar a soluciones m¶³nimamente aceptables
(p.ej. en problemas de plasticidad o de elasticidad con materiales incompresibles). En esos
problemas la formulaci¶on convencional proporcionaba malos resultados en muchos casos.

Desde el punto de vista matem¶atico, no se tuvo una forma de explicar por qu¶e los
elementos \criminales" funcionaban bien hasta el ¯nal de los a~nos 70, cuando empez¶o a
verse que la mayor¶³a de estos elementos respond¶³an a formulaciones variacionales con varios
campos independientes. Todav¶³a hoy la convergencia de los elementos que responden a un
principio variacional mixto o h¶³brido de esta clase es motivo de investigaci¶on.

Desde el punto de vista de los usuarios del MEF, hasta principios de los a~nos 80, y
aun hoy en d¶³a en muchos casos, casi la ¶unica herramienta disponible para justi¯car el
empleo de los elementos que se apartan de la formulaci¶on convencional ha sido la prueba
de la parcela. Dicha prueba fue introducida por Irons en 1965 y, a lo largo del tiempo, su
signi¯cado matem¶atico real ha sido objeto de pol¶emica. Sin embargo, durante los a~nos 70
su satisfacci¶on era aceptada como condici¶on necesaria y su¯ciente para que un elemento
diera lugar a soluciones convergentes, independientemente de c¶omo hubiese sido formulado.

Dentro de este cap¶³tulo se va a presentar primero una muestra de los problemas en los
que la formulaci¶on convencional del MEF proporciona malos resultados. Luego se hablar¶a
de los remedios heur¶³sticos o cr¶³menes variacionales que se desarrollaron para sortear estos

1En un problema de elasticidad, el signi¯cado f¶³sico de la singularidad es que la densidad de energ¶³a de
deformaci¶on aproximada se hace in¯nita a lo largo de las fronteras entre los elementos.
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problemas y, tambi¶en, de la prueba de la parcela, como justi¯caci¶on para el empleo de
los elementos resultantes. En el cap¶³tulo siguiente se introducir¶a la forma matem¶atica
de justi¯car los remedios heur¶³sticos en base a principios variacionales con varios campos
independientes.

7.2 Elementos no conformes

Se muestran en esta secci¶on ejemplos tomados de dos ¶areas de aplicaci¶on del MEF en las
que el uso de elementos no conformes resulta corriente.

7.2.1 Elasticidad bidimensional

En problemas de elasticidad plana los elementos cuadril¶ateros convencionales de cuatro
nodos proporcionan una aproximaci¶on muy pobre si la °exi¶on es el esfuerzo dominante.
Cuando se utilizan estos elementos en problemas de °exi¶on se obtiene una respuesta muy
r¶³gida y es necesaria una discretizaci¶on extraordinariamente ¯na para que los resultados
sean m¶³nimamente aceptables.

Este problema era conocido desde los comienzos de la aplicaci¶on del MEF a problemas
de elasticidad. En 1973 Wilson mostr¶o que el comportamiento en °exi¶on del elemento
convencional cuadril¶atero de cuatro nodos pod¶³a mejorarse mucho si se introduc¶³an dos
nuevas funciones de forma asociadas a grados de libertad internos. Es decir, si se obten¶³a
la aproximaci¶on local al campo de desplazamientos como:

uh =
4X
i=1

Nia
e
i +

2X
i=1

N¤
i ®i

y an¶alogamente para la otra componente vh del desplazamiento. En la relaci¶on anterior
Ni son las cuatro funciones de forma bilineales convencionales, a

e
i son los desplazamientos

nodales, N¤
i son las dos funciones de forma a~nadidas y ®i son los dos grados de libertad

internos asociados.
Las dos nuevas funciones est¶an pensadas para que, junto con las funciones convencio-

nales, den lugar a modos de deformaci¶on aproximados que sean capaces de reproducir un
estado tensional de °exi¶on pura. En las coordenadas (»; ´) del dominio cuadrado est¶andar
las funciones a~nadidas son:

N¤
1 = (1¡ »2)

N¤
2 = (1¡ ´2)

El inconveniente es que las dos nuevas funciones de forma se asocian a grados de liber-
tad internos del elemento, esto es, a grados de libertad no compartidos con los elementos
vecinos, con lo cual no existe necesariamente continuidad del campo de desplazamientos
aproximado al pasar de un elemento a otro. Esto da lugar a la violaci¶on de una de las
condiciones que la formulaci¶on convencional impone a las funciones de forma.
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A pesar de lo anterior, puede formularse el elemento siguiendo la sistem¶atica del MEF
de construcci¶on de la matriz de rigidez elemental y el vector elemental de cargas. Se genera
as¶³ un elemento no conforme, pero los resultados que se obtienen con ¶el son espectacu-
larmente buenos, mucho mejores que los obtenidos con el elemento leg¶³timo, incluso en
mallas relativamente gruesas. En consecuencia, este elemento basado en la idea de Wilson
y elaborado un poco m¶as adelante por Taylor, se incorpor¶o r¶apidamente a la mayor¶³a de
los programas comerciales de c¶alculo2.

7.2.2 Flexi¶on de placas

En la teor¶³a cl¶asica de °exi¶on de placas delgadas, el estado de deformaci¶on de la placa se
representa completamente a partir del campo de °echas o desplazamientos laterales w del
plano medio de la placa.

La formulaci¶on convencional del MEF aplicada a esta clase de problemas requiere la
continuidad a trav¶es de las fronteras entre elementos de los giros o primeras derivadas de la
aproximaci¶on wh al campo de °echas. Es lo que en el Cap¶³tulo 6 se denomin¶o continuidad
C1 del campo aproximado wh.

Determinar funciones de forma que cumplan las condiciones de continuidad C1 es
relativamente complejo. De hecho, como se vio en el Cap¶³tulo 6, esto no es posible si se
utilizan funciones polin¶omicas sencillas y s¶olo tres grados de libertad por nodo, la °echa
y los dos giros.

Debido a la importancia tecnol¶ogica de los problemas de c¶alculo de placas, se ha dedi-
cado un esfuerzo investigador muy importante a resolver esta di¯cultad. Manteni¶endose
dentro de la teor¶³a cl¶asica de °exi¶on de placas, se han propuesto distintas soluciones:

² Hiperelementos. Se trata de elementos que cumplen los requisitos de continuidad
C1 en base a la introducci¶on de grados de libertad no f¶³sicos en los nodos (p.ej.
derivadas de la °echa de orden superior al primero).

² Funciones de forma de¯nidas a trozos. Se hace cumplir la continuidad C1 a trav¶es
de las fronteras de los elementos en base a disminuir la suavidad de las funciones de
aproximaci¶on de la °echa en el interior de los mismos. Para ello se divide cada ele-
mento en subelementos y se impone la continuidad C1 tanto a trav¶es de las fronteras
interiores como exteriores de estos subelementos.

² Elementos no conformes. En realidad no es una soluci¶on, se trata simplemente de
utilizar elementos en los que no se cumple la continuidad de giros a trav¶es de las
fronteras de los elementos.

Las dos primeras soluciones cumplen los requisitos de la formulaci¶on convencional, pero
dan lugar a elementos de formulaci¶on muy compleja y que no siempre funcionan mejor que

2Este elemento se conoce con el nombre de elemento de Wilson-Taylor o elemento de modos incompa-
tibles, y constituye uno de los primeros elementos de altas prestaciones. Elementos de altas prestaciones
son aquellos capaces de suministrar resultados con un nivel de aproximaci¶on su¯ciente desde el punto de
vista ingenieril utilizando mallados relativamente gruesos.
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los elementos no conformes. De hecho, los hiperelementos y los elementos con funciones
de forma de¯nidas a trozos han sido desterrados de la pr¶actica actual.

7.3 Bloqueo por deformaci¶on isoc¶orica

A principios de la d¶ecada de los 70 se comenzaron a detectar di¯cultades en la aplica-
ci¶on de la formulaci¶on convencional del MEF a problemas de plasticidad o de elasticidad
con materiales poco compresibles. Estos problemas tienen en com¶un el que la deforma-
ci¶on es isoc¶orica, esto es, tiene lugar manteniendo el volumen del material pr¶acticamente
constante3.

Las di¯cultades eran muy serias. En problemas de plasticidad no se calculaban correc-
tamente las cargas l¶³mite, cuya existencia se demostraba te¶oricamente. Bien se obten¶³an
cargas l¶³mite que exced¶³an el nivel superior calculado mediante el teorema cinem¶atico del
c¶alculo pl¶astico, o bien no se obten¶³a ninguna carga l¶³mite, esto es, se pod¶³a cargar inde-
¯nidamente la estructura o medio continuo sin llegar al colapso. Adem¶as, las soluciones
apenas mejoraban con el re¯namiento de las mallas.

En problemas de elasticidad con materiales poco compresibles se obten¶³an soluciones
muy r¶³gidas, sin apenas deformaci¶on o con deformaciones muy inferiores a las te¶oricas o
experimentales. Las soluciones tampoco mejoraban perceptiblemente con el re¯namiento
de los mallados, esto es, no se produc¶³a convergencia a efectos pr¶acticos.

Para designar estas situaciones se acu~n¶o el t¶ermino de bloqueo o atenazamiento de ma-
lla4. Pareci¶o en aquel momento que el MEF no pod¶³a proporcionar resultados aceptables
en dos ¶areas con aplicaciones industriales muy importantes.

En 1974, en un art¶³culo hist¶orico que abri¶o las puertas a muchas aplicaciones no lineales
del MEF, Nagtegaal5 dio una explicaci¶on a estos fen¶omenos de bloqueo y propuso una
soluci¶on que pasaba por el abandono de la formulaci¶on convencional de los elementos.
Desde entonces hasta hoy se han propuesto otras soluciones al problema, que se han
utilizado luego con m¶as o menos ¶exito. Como resultado de este esfuerzo rara vez se
emplean hoy en d¶³a elementos de formulaci¶on convencional en las aplicaciones del MEF
dentro del ¶ambito no lineal.

Con posterioridad se han descubierto nuevos tipos de bloqueo que aparecen en otras
clases de problemas. Hay que mencionar los dos siguientes:

² Bloqueo de cortante6. Aparece en los elementos placa de tipo C0 cuando se utilizan
para estudiar la °exi¶on de placas muy esbeltas.

² Bloqueo de membrana7. Aparece en los elementos l¶amina cuando se utilizan para
3No todos los modelos de plasticidad dan lugar a deformaciones pl¶asticas isoc¶oricas, pero s¶³ los modelos

aplicados habitualmente al estudio de plasticidad de metales o al °ujo pl¶astico de suelos arcillosos.
4El fen¶omeno se conoce como \volumetric locking" en la literatura anglosajona.
5J.C. Nagtegaal, D.M. Parks y J.R. Rice. On Numerically Accurate Finite Element Solutions in the

Fully Plastic Range. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol.4, p¶ags. 153-178, 1974.
Este art¶³culo es uno de los m¶as citados de la historia del MEF.

6Conocido como \shear locking" en la literatura anglosajona.
7Conocido como \membrane locking" en la literatura anglosajona.
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estudiar la deformaci¶on de l¶aminas de simple o doble curvatura.

Desde el punto de vista matem¶atico, estos dos bloqueos responden a la misma raz¶on
que el bloqueo volum¶etrico o por deformaci¶on isoc¶orica.

Lo caracter¶³stico de los bloqueos es que no se produce un cambio perceptible de la
soluci¶on con el re¯namiento de la malla, o el cambio es tan peque~no que es como si no
existiera a efectos pr¶acticos.

La raz¶on de que se produzcan los bloqueos est¶a en la elecci¶on de las funciones de forma.
Una vez elegidas las funciones de forma, est¶an determinadas la formas o modos que puede
adoptar el campo de deformaciones aproximado dentro del elemento. Imag¶³nese que dentro
de esos modos predeterminados no hay ninguno que permita la deformaci¶on del elemento
sin cambio de volumen, esto es, que para cualquier combinaci¶on de movimientos nodales el
campo aproximado de deformaci¶on que se obtiene dentro del elemento implica un cambio
de volumen. Entonces, si el material es de naturaleza incompresible (resistencia in¯nita
al cambio de volumen), el campo aproximado de deformaci¶on dar¶a lugar a la aparici¶on de
una resistencia considerable al movimiento de los nodos, lo que origina el bloqueo.

Un razonamiento similar puede hacerse para el caso en que los modos de deformaci¶on
de un elemento placa de tipo C0 no incluyan modos sin deformaci¶on de cortante (bloqueo
de cortante), o para el caso en que los modos de deformaci¶on de un elemento l¶amina
no incluyan modos de °exi¶on sin deformaci¶on de la super¯cie media o deformaci¶on de
membrana (bloqueo de membrana).

En todos esos casos, la elecci¶on de las funciones de forma impone, a trav¶es del com-
portamiento del material, restricciones cinem¶aticas al campo inc¶ognita b¶asica que son
superiores a las f¶³sicamente razonables.

En los p¶arrafos siguientes se trata de explicar el mecanismo por el que se produce
el bloqueo volum¶etrico en el elemento cuadril¶atero convencional de cuatro nodos. El
mecanismo es id¶entico desde el punto de vista matem¶atico en los casos de bloqueo de
cortante y bloqueo de membrana.

7.4 Bloqueo del elemento cuadril¶atero convencional

Sea el elemento cuadril¶atero isoparam¶etrico convencional de cuatro nodos. Para simpli¯car
el ¶algebra, se supondr¶a que se trata de un elemento cuadrado de dos unidades de lado,
esto es, que el elemento ocupa el dominio est¶andar isoparam¶etrico.
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Se toma el origen de los ejes locales en el centro de ¶areas del elemento. Entonces,
cuando el elemento se utiliza para el estudio de problemas de elasticidad bidimensional,
las dos componentes del campo de desplazamientos se aproximan dentro del elemento
como:

uh =

(
u
v

)
=Nae

donde:

Nt =

2666666666666666666666666664

1
4 (1¡ x)(1¡ y) 0

0 1
4 (1¡ x)(1¡ y)

1
4 (1 + x)(1¡ y) 0

0 1
4 (1 + x)(1¡ y)

1
4 (1 + x)(1 + y) 0

0 1
4 (1 + x)(1 + y)

1
4 (1¡ x)(1 + y) 0

0 1
4 (1¡ x)(1 + y)

3777777777777777777777777775

y ae =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
Por otro lado, en un problema de deformaci¶on plana, las componentes del campo de

deformaciones se aproximan como:

eh =

8>>><>>>:
"x
"y
"z
"xy

9>>>=>>>; =

266666666664

@
@x 0

0 @
@y

0 0

1
2
@
@y

1
2
@
@x

377777777775
Nae = LNae = Bae
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donde la matriz B es:266666666664

¡1
4(1¡ y) 0 1

4 (1¡ y) 0 1
4(1 + y) 0 ¡1

4(1 + y) 0

0 ¡1
4 (1¡ x) 0 ¡1

4 (1 + x) 0 1
4(1 + x) 0 1

4 (1¡ x)

0 0 0 0 0 0 0 0

¡1
8(1¡ x) ¡1

8 (1¡ y) ¡1
8 (1 + x)

1
8 (1¡ y) 1

8(1 + x)
1
8(1 + y)

1
8 (1¡ x) ¡1

8(1 + y)

377777777775
Cada columna de la matriz anterior representa un posible modo de deformaci¶on del

elemento. Sin embargo, las ocho columnas de la matriz no son linealmente independientes
entre s¶³, s¶olo hay cinco columnas linealmente independientes, lo que da lugar ¶unicamente
a cinco modos de deformaci¶on independientes. Estos modos son:

m1 =

8>>><>>>:
1
0
0
0

9>>>=>>>; m2 =

8>>><>>>:
0
1
0
0

9>>>=>>>; m3 =

8>>><>>>:
0
0
0
1

9>>>=>>>; m4 =

8>>><>>>:
y
0
0
1
2x

9>>>=>>>; m5 =

8>>><>>>:
0
x
0
1
2y

9>>>=>>>;
Es importante darse cuenta de que, una vez seleccionadas las funciones de formaN, el

elemento ya no puede deformarse arbitrariamente. La elecci¶on de las funciones de forma
que se ha hecho implica que en el interior del elemento el campo de deformaciones aproxi-
mado s¶olo puede obtenerse como combinaci¶on lineal de esos cinco modos de deformaci¶on.

La matriz B puede descomponerse en suma de dos matrices Bv y Bd, la primera co-
rrespondiente a la parte volum¶etrica de la deformaci¶on y la segunda a la parte desviadora.
Estas dos matrices son:

Bv =
1

3

8>>><>>>:
1
1
1
0

9>>>=>>>;Bv0
donde Bv0 es el vector ¯la:h ¡1+y

4
¡1+x
4

1¡y
4

¡1¡x
4

1+y
4

1+x
4

¡1¡y
4

1¡x
4

i
y

Bd = B¡Bv
A partir de esta descomposici¶on, resulta que en un problema de deformaci¶on plana se

cumple que:

DBv =
E

(1¡ 2º)Bv

DBd =
E

(1 + º)
Bd
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siendo D la matriz de coe¯cientes el¶asticos:

D =
E(1¡ º)

(1 + º)(1¡ 2º)

2666666666664

1 º
(1¡º)

º
(1¡º) 0

º
(1¡º) 1 º

(1¡º) 0

º
(1¡º)

º
(1¡º) 1 0

0 0 0 (1¡2º)
(1¡º)

3777777777775
y E es el m¶odulo de elasticidad y º el coe¯ciente de Poisson.

De esta manera la matriz de rigidez del elemento queda:

Ke = (BtDB)­e = (fBtv +BtdgDfBv +Bdg)­e
= (BtvDBv)­e + (B

t
dDBv)­e + (B

t
vDBd)­e + (B

t
dDBd)­e

=
E

(1¡ 2º)(B
t
vBv)­e +

E

(1 + º)
(BtdBd)­e

= Kev +Ked

al ser BtdBv = B
t
vBd = 0, ya que la suma de las tres primeras ¯las de Bd es id¶enticamente

nula.
Resulta entonces que la matriz de rigidez elemental puede descomponerse en dos partes,

una correspondiente a la parte volum¶etrica de la deformaci¶on y otra a la parte desviado-
ra. Cada una de ellas es el producto de una matriz por un coe¯ciente derivado de las
propiedades el¶asticas del material. N¶otese que el coe¯ciente correspondiente a la parte
volum¶etrica tiende a in¯nito cuando el coe¯ciente de Poisson tiende a 1

2 .
Como consecuencia, si para simpli¯car imaginamos una malla con un solo elemento, el

sistema global de ecuaciones del MEF:

Ke ae = (Kev +Ked)ae = fe

tender¶a a ser:

Kev ae = 0

cuando el coe¯ciente de Poisson tiende a 1
2 , ya que fe es constante y Ked tiende a un valor

¯nito.
En consecuencia, las ¶unicas soluciones con desplazamientos nodales ae distintos de cero

que admitir¶a el sistema ser¶an los autovectores de valor propio nulo de la matriz Kev .
Para ver cu¶ales son estos autovectores se debe profundizar en la estructura de la matriz

Kev . Esta matriz es:
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Kev =
E

(1¡ 2º)(B
t
vBv)­e (7.1)

=
E

3(1¡ 2º)(B
t
v0Bv0)­e (7.2)

=
E

3(1¡ 2º)
X
i

Btv0Bv0wi (7.3)

donde i var¶³a desde 1 al n¶umero de puntos de integraci¶on necesarios, y wi es el peso
asignado a cada uno de esos puntos.

Como se tiene que el vector ¯la Bv0 puede descomponerse en:

Bv0 =
1

4

h
¡1 ¡1 1 ¡1 1 1 ¡1 1

i
+

y

4

h
1 0 ¡1 0 1 0 ¡1 0

i
+

x

4

h
0 1 0 ¡1 0 1 0 ¡1

i
resulta que la matriz Kev, que es de 8£ 8, tiene, como mucho, rango 3, ya que el valor de
Bv0 en cualquier punto de integraci¶on dentro del elemento puede obtenerse siempre como
combinaci¶on lineal de s¶olo tres vectores.

As¶³, resulta que la matriz Kev tiene al menos cinco autovectores linealmente indepen-
dientes con autovalor nulo. Una base del espacio de autovectores con autovalor nulo puede
ser la siguiente8:

a1 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1
0
1
0
1
0
1
0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
a2 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0
1
0
1
0
1
0
1

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
a3 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0
0
0
1

¡1
1

¡1
0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
a4 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0
0
1
0
1

¡1
0

¡1

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
a5 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0
0
0
0
1
0
1
0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
Los tres primeros vectores corresponden a movimientos de s¶olido r¶³gido del elemento,

es decir, a movimientos de conjunto en los que no hay deformaciones. El cuarto, a un
movimiento en el que la deformaci¶on "xx es igual y de signo contrario a la deformaci¶on
"yy. Por ¶ultimo, el quinto vector corresponde a una deformaci¶on de corte puro.

8Puede comprobarse que todos estos vectores son ortogonales a Bv0.
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Modo a4

¢
¢
¢
¢
¢
¢

¢
¢
¢
¢
¢
¢

Modo a5

Cuando el material tienda a ser incompresible, el elemento s¶olo podr¶a deformarse seg¶un
uno de estos dos ¶ultimos modos. Cuando las condiciones de contorno y las acciones no se
correspondan con una deformaci¶on seg¶un uno de estos modos, tendr¶a lugar el bloqueo de
la malla.

7.5 Soluciones heur¶³sticas a los problemas de bloqueo

7.5.1 Integraci¶on reducida

N¶otese que si en 7.3 se emplea un solo punto de integraci¶on para formar la matriz Kev,
entonces su rango pasa de 3 a 1, es decir, aparecen dos nuevos modos (autovectores) seg¶un
los cuales el elemento puede deformarse sin cambio de volumen.

Si se utiliza el centro de ¶areas del elemento como ¶unico punto de integraci¶on, los dos
nuevos modos son:

a6 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

¡1
0
1
0

¡1
0
1
0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
a7 =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0
1
0

¡1
0
1
0

¡1

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;

¢
¢
¢
¢
¢
¢ A

A
A
A
A
A

Modo a6

© ©
© ©

© ©

HH
HH

HH

Modo a7

Esta es una buena soluci¶on para el bloqueo de este elemento: subintegrar la parte
volum¶etrica de la matriz de rigidez y mantener la integraci¶on correcta o completa de la
parte desviadora. Esta t¶ecnica se conoce como integraci¶on reducida selectiva, y da lugar a
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un elemento relativamente robusto, potente y de uso general el problemas de plasticidad
y elasticidad incompresible.

Desde el punto de vista de la programaci¶on y del ahorro de tiempo de c¶alculo, interesa
subintegrar tambi¶en la parte desviadora de la matriz de rigidez del elemento. Esto da
lugar a un elemento completamente subintegrado o de integraci¶on reducida propiamente
dicha.

Se trata de un elemento muy barato, que proporciona tiempos de ejecuci¶on signi¯-
cativamente menores que los del elemento convencional, pero que presenta problemas en
cierta medida opuestos a los del bloqueo. Ahora existen en el elemento dos modos de de-
formaci¶on, a6 y a7 a los que no se opone ninguna fuerza interna de respuesta del material.
Son los llamados modos de energ¶³a nula o modos de \hourglassing". El elemento puede
deformarse seg¶un esos modos sin producir ninguna tensi¶on, como si se tratase de modos
de s¶olido r¶³gido.

Los modos de energ¶³a nula pueden originar di¯cultades si son excitados por las acciones
impuestas y las condiciones de contorno. En esos casos se calculan m¶as o menos bien
las tensiones, pero los desplazamientos est¶an completamente mal y las deformadas son
impresentables.

A pesar de este problema, los elementos de integraci¶on reducida se utilizan mucho,
sobre todo en programas de integraci¶on expl¶³cita9, donde es vital reducir el tiempo de
ejecuci¶on dedicado a los c¶alculos en los elementos.

Se han desarrollado t¶ecnicas de control de \hourglassing", con un coste computacional
intermedio entre el de la integraci¶on reducida y el de la integraci¶on reducida selectiva. Se
trata de t¶ecnicas heur¶³sticas que se basan en introducir una rigidez arti¯cial que se opone
a la deformaci¶on de energ¶³a nula. A primera vista esto parece una soluci¶on sumamente
arti¯ciosa, pero a¯nando con cuidado la rigidez arti¯cial los elementos resultantes funcio-
nan bien para un rango muy amplio de problemas. De hecho, esta clase de elementos se
encuentran ampliamente representados en las bibliotecas de los programas comerciales de
c¶alculo y su uso est¶a muy generalizado, aunque no les faltan detractores.

En los programas comerciales, todos los elementos de integraci¶on reducida incorpo-
ran alg¶un tipo de control de \hourglassing", sintonizado para el tipo de c¶alculos que se
supone que resuelve el usuario medio del programa. Fuera de este rango, el control de
\hourglassing" puede dar lugar a soluciones arti¯cialmente r¶³gidas o °exibles.

7.5.2 Formulaci¶on B

El bloqueo se debe a que no es adecuada la matriz de interpolaci¶on de deformaciones B
que se deriva de las funciones de forma seleccionadas N, por dar lugar a demasiadas res-
tricciones sobre el movimiento. Puede entonces intentar resolverse la di¯cultad cambiando
la matriz B por otra matriz B (l¶ease b-barra) que no d¶e lugar a tantas restricciones.

La soluci¶on consistir¶³a en utilizar en el c¶alculo de la matriz de rigidez elemental una
matriz B, en lugar de la matriz \correcta" B.

La idea es que si se tiene:

9Ve¶ase el Cap¶³tulo 10.
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B = Bv +Bd

entonces, como es la parte Bv la que produce el bloqueo, el bloqueo podr¶³a evitarse
trabajando con una matriz B tal que:

B = Bv +Bd

El inconveniente es que en este caso se dejar¶a de cumplir estrictamente la sistem¶atica
del MEF, ya que, evidentemente, ser¶a:

B6= LN = B

La clave de este procedimiento est¶a en elegir acertadamente las funciones contenidas
en Bv. Nagtegaal en su art¶³culo propuso una soluci¶on de este estilo. En la referencia 1 de
la bibliograf¶³a recomendada pueden verse otras propuestas. N¶otese que si en el elemento
cuadril¶atero de la secci¶on anterior se toma para Bv el valor en el centro de ¶areas de la
matriz Bv , es decir:

Bv = Bv(0; 0) = constante

se obtiene el elemento de integraci¶on reducida selectiva. De este modo, la formulaci¶on B
permite generalizar los \trucos" de la integraci¶on reducida.

Las formulaciones B se conocen tambi¶en en la literatura con el nombre de m¶etodos de
proyecci¶on de deformaciones.

7.6 La prueba de la parcela

La prueba de la parcela o \patch test" fue propuesta por Irons a mediados de los a~nos
60 como comprobaci¶on de la formulaci¶on de los elementos y como test de convergencia
aplicable a elementos no conformes.

Durante los a~nos 70 el cumplimiento de la prueba se tom¶o como condici¶on necesaria
y su¯ciente de convergencia y permiti¶o justi¯car el uso de elementos que se apartaban de
la formulaci¶on convencional del MEF. Sin embargo, hacia el ¯nal de los 70, una serie de
experimentos num¶ericos sugirieron que la prueba podr¶³a no ser una condici¶on necesaria.
Adem¶as, al poco tiempo, mediante un contraejemplo, alguien vio que la prueba podr¶³a no
proporcionar tampoco una condici¶on su¯ciente.

A la vista de esos resulados, Irons y otros notables defensores de la utilidad de la prueba,
la repensaron y llegaron a la conclusi¶on de que, salvo en ciertas situaciones patol¶ogicas,
su cumplimiento s¶³ que era una condici¶on necesaria y su¯ciente de convergencia para las
soluciones aproximadas obtenidas mediante el MEF.

La pol¶emica continu¶o y el signi¯cado matem¶atico real de la prueba sigue siendo objeto
de cierta discusi¶on. El lector interesado puede encontrar m¶as detalles en las referencias 1
y 3 de la bibliograf¶³a recomendada.
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Lo que s¶³ parece claro es que la prueba de la parcela es una forma muy sencilla de
comprobar la condici¶on de consistencia o completitud de la formulaci¶on10. Y que si la
formulaci¶on es consistente y estable11, entonces la formulaci¶on es convergente.

En cualquier caso, el cumplimiento de la prueba de la parcela ha sido durante muchos
a~nos la ¶unica justi¯caci¶on al empleo de elementos que comenten cr¶³menes variacionales
en su formulaci¶on.

La idea f¶³sica de la prueba es muy sencilla. Pi¶ensese por ejemplo en un problema de
elasticidad. Si se considera el dominio de c¶alculo ­ dividido cada vez en un n¶umero mayor
de subdominios ­e, parece l¶ogico pensar que el campo de desplazamientos u soluci¶on
exacta del problema podr¶a aproximarse progresivamente mejor mediante una funci¶on que
var¶³e linealmente dentro de cada subdominio.

En una situaci¶on que tienda al l¶³mite de disminuci¶on del tama~no de los subdominios,
llegar¶a un momento en que la soluci¶on exacta no podr¶a distinguirse de su aproximaci¶on
mediante una funci¶on lineal. Entonces, si una parcela o grupo de elementos ¯nitos de
forma arbitraria es capaz de representar de forma exacta una variaci¶on lineal del campo
inc¶ognita b¶asica ~u dentro de la parcela, resulta razonable pensar que la aproximaci¶on
obtenida por el MEF tender¶a a la soluci¶on exacta al aumentar o re¯nar la discretizaci¶on.

La realizaci¶on de la prueba de la parcela es muy sencilla en el contexto de un programa
de elementos ¯nitos. Una forma cl¶asica de la misma es la siguiente:
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x

x
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x

P P P P P P P P P P P P P P P P PP
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10El cumplimiento de la condici¶on de consistencia signi¯ca que la formulaci¶on discreta se aproxima tanto
como se quiera a la formulaci¶on continua de partida al aumentar el nivel de discretizaci¶on.
11Una formulaci¶on es estable cuando peque~nas perturbaciones en los datos no producen grandes pertur-

baciones en la soluci¶on aproximada.
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1. Se toma una parcela arbitraria de elementos, con forma no regular y con, al menos,
un punto interior i.

2. Se toma una funci¶on polin¶omica que represente la variable de campo inc¶ognita b¶asica
u en la parcela. El orden del polinomio depende del tipo de problema, y debe ser tal
que proporcione un campo de tensiones generalizadas constante dentro de la parcela.
En Elasticidad, se toma una funci¶on lineal.

3. Se determina el valor de la funci¶on anterior en todos los nodos de la parcela.

4. Utilizando el programa de elementos ¯nitos en el que se encuentre implementado
el elemento que se prueba, se imponen en los nodos del contorno de la parcela los
valores la variable inc¶ognita b¶asica que les correspondan seg¶un la funci¶on que se haya
tomado (esto es, se imponen exclusivamente condiciones esenciales de contorno).

5. Se considera que el elemento cumple la prueba de la parcela si el programa de
elementos ¯nitos calcula el valor correcto de la funci¶on u en todos los nodos interiores
de la parcela y la tensi¶on generalizada (constante) correcta en todos los elementos
de la parcela.

La forma m¶as elaborada de la prueba es similar a la anterior, pero en el contorno de la
parcela se imponen no s¶olo condiciones de contorno esenciales, sino tambi¶en las condiciones
de contorno naturales (tensiones generalizadas) compatibles con la funci¶on de campo u
seleccionada.
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Cap¶³tulo 8

Tecnolog¶³a de elementos (IV)

8.1 Introducci¶on

Para cerrar los temas dedicados a la tecnolog¶³a de elementos, se trata en este cap¶³tulo de
acercarse a las t¶ecnicas modernas de desarrollo de elementos ¯nitos.

Ya se ha comentado que los elementos elaborados siguiendo las directrices de la for-
mulaci¶on convencional se emplean pocas veces en la pr¶actica industrial diaria. Y ello
a pesar de que las soluciones que proporcionan estos elementos tienen garantizada su
convergencia, al hacer que la sistem¶atica del MEF se convierta en un procedimiento de
Rayleigh-Ritz-Galerkin.

Los elementos que se utilizan en la pr¶actica incorporan casi siempre alg¶un \truco"
que los aparta de la formulaci¶on convencional. En el cap¶³tulo anterior se han introducido
algunos de ellos:

² Integraci¶on reducida con control de hourglassing.
² Integraci¶on reducida selectiva.
² Proyecci¶on de deformaciones o deformaciones supuestas (B).
² Modos incompatibles.

En el cap¶³tulo anterior se han mostrado algunas razones por las que estos \trucos"
empezaron a utilizarse. La raz¶on ¶ultima es que en la pr¶actica industrial hacen falta
elementos ¯nitos de altas prestaciones: elementos simples, en general con funciones de
forma de orden bajo, que con mallados relativamente gruesos sean capaces de proporcionar
soluciones con una precisi¶on aceptable desde el punto de vista ingenieril. Y el hecho es que
la formulaci¶on convencional del MEF no proporciona esas prestaciones en muchos casos
de alto inter¶es industrial.

Los \trucos" aparecen as¶³ para dar respuesta a esa necesidad industrial imperiosa de
llevar a cabo cada vez c¶alculos m¶as complejos en el menor tiempo posible. Pero des-
de el punto de vista matem¶atico plantean numerosos interrogantes. >Por qu¶e funcionan
(convergen) los elementos con truco? >Por qu¶e parece que funcionen incluso mejor que
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los elementos convencionales? >Convergen de verdad en todos los casos? >Podr¶³an fallar
estos elementos en alg¶un caso particular?

El fundamento matem¶atico de los elementos que se apartan de la formulaci¶on conven-
cional empez¶o a vislumbrarse hacia ¯nales de los 70 y principios de los 80. Se descrubri¶o
entonces que alguno de los elementos de integraci¶on reducida utilizado para problemas
de an¶alisis de tensiones pod¶³a obtenerse sin ning¶un arti¯cio si se part¶³a de un principio
variacional diferente del principio de la m¶³nima energ¶³a potencial que utiliza la formulaci¶on
convencional.

En problemas de elasticidad la formulaci¶on cl¶asica del MEF se basa en el principio de
la m¶³nima energ¶³a potencial. Habiendo muchos otros principios variacionales para plantear
el mismo problema, >por qu¶e ha de esperarse que los elementos derivados del principio de
la m¶³nima energ¶³a potencial sean los mejores?

Los elementos de altas prestaciones pueden derivarse, en general, de principios variacio-
nales con varios campos primarios o independientes. Desde el punto de vista matem¶atico,
la tecnolog¶³a moderna de desarrollo de elementos est¶a basada en esta idea: el empleo de
principios variacionales multicampo distintos del principio de la m¶³nima energ¶³a potencial.

La convergencia de las soluciones que proporcionan los elementos ¯nitos formulados
de este modo es mucho m¶as dif¶³cil de estudiar que la de los elementos convencionales.
Tanto m¶as dif¶³cil cuantos m¶as campos independientes haya en el principio variacional de
partida. En general, la soluci¶on del problema ya no hace m¶³nimo o m¶aximo un potencial,
sino simplemente estacionario.

El estudio de las propiedades de convergencia de esta clase de elementos es un campo
de investigaci¶on activo dentro de lo que es hoy en d¶³a la faceta matem¶atica del MEF.

El objetivo de este cap¶³tulo es presentar una muestra de la tecnolog¶³a moderna de
desarrollo y/o justi¯caci¶on de elementos de altas prestaciones. Para ello se va a justi¯car,
a partir de un principio variacional multicampo, el elemento cuadril¶atero no conforme de
Wilson y Taylor. Recu¶erdese que este elemento fue introducido en la Secci¶on 7.2.1 de una
manera heur¶³stica.

Luego se mencionar¶an las condiciones de Babu∙ska-Brezzi, cuyo cumplimiento permite
asegurar la convergencia de las soluciones obtenidas con cierta clase de elementos. Las
condiciones de Babu∙ska-Brezzi son un resultado cl¶asico de la investigaci¶on sobre la conver-
gencia de elementos ¯nitos con formulaci¶on mixta, esto es, con dos campos independientes.

8.2 Principio variacional multicampo

Uno de los principios variacionales que puede utilizarse para plantear el problema el¶astico
es el principio de Hu-Washizu. Seg¶un este principio, los campos soluci¶on del problema
el¶astico, u (desplazamientos), e (deformaciones), s (tensiones) y t (presiones en el contor-
no), son los que hacen estacionario el funcional1:

¦w(~u; ~e;~s;~t) =
1

2
(se; ~e)­ + (~s;e

u ¡ ~e)­ ¡ (b; ~u)­ ¡ [t; ~u]St + [~t;d¡ ~u]Sd (8.1)

1Se emplea la notaci¶on introducida en la secci¶on 3.4 para el problema el¶astico.
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cuando ¶este se de¯ne sobre campos ~u, ~e, ~s y ~t sin ninguna restricci¶on, m¶as que las nece-
sarias para que las integrales tengan sentido.

Puede pensarse en imponer a los campos ~u y ~e de 8.1 las restricciones:

~u = d en Sd (8.2)

~e = eu + ~" en ­ (8.3)

Entonces se obtiene un nuevo funcional:

¦s(~u; ~"; ~s) =
1

2
(se; ~e)­ + (~s;e

u ¡ ~e)­ ¡ (b; ~u)­ ¡ [t; ~u]St
=

1

2
(su;eu)­ + (s

u; ~")­ +
1

2
(s"; ~")­ ¡ (~s; ~")­ ¡ (b; ~u)­ ¡ [t; ~u]St

y la soluci¶on del problema el¶astico har¶a estacionario este funcional entre los campos que
cumplan con las restricciones 8.2 y 8.3.

La primera variaci¶on del funcional ¦s da:

±¦s = (s
u + s" ¡ ~s; ±~")­ ¡ (div(su + s") + b; ±~u)­ ¡ (~"; ±~s)­ + [(su + s")n¡ t; ±~u]St

La condici¶on de estacionaridad, ±¦s = 0, proporciona las ecuaciones de Euler corres-
pondientes a este principio variacional:

div(su + s") + b = 0 en ­ (equilibrio en ­)

(su + s")n¡ t = 0 en St (equilibrio en St)

su + s" = ~s en ­

~" = 0 en ­

8.3 Discretizaci¶on por el MEF

La discretizaci¶on por el MEF del principio variacional anterior da lugar a elementos de
deformaciones supuestas2.

La sistem¶atica del MEF es ahora la siguiente:

1. El dominio de c¶alculo ­ se divide en parcelas o elementos: ­ =
S
i­i.

2. Dentro de cada elemento ­i, se aproximan los campos que intervienen en el funcional
¦s:

~u = Nae (8.4)

2En la literatura anglosajona estos elementos se conocen como elementos ANS (\Assumed Natural
Strain").
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eu =
1

2
(r+rt)~u = Bae (8.5)

su = DBae (8.6)

~" = Gce (8.7)

~s = Spe (8.8)

donde N son las funciones de forma serend¶³pitas habituales, G es la llamada matriz
de modos de deformaci¶on mejorada y S es la matriz de modos de tensi¶on. Para no
tropezar con los llamados principios de limitaci¶on3 y evitar la aparici¶on de matrices
singulares, en la elecci¶on de las funciones G y S se deben respetar las condiciones
siguientes:

² Las columnas de G deben ser linealmente independientes.

² Las columnas de G deben ser tambi¶en linealmente independientes de las co-
lumnas de B.

² Las columnas de S deben incluir los modos de tensi¶on constante en el elemento.
² Las matrices G y S han de ser ortogonales en el sentido de que:Z

­i
StG d­ = 0

3. Las aproximaciones locales 8.4 a 8.8 dan lugar una aproximaci¶on global al campo de
desplazamientos ~u que es continua en el dominio de c¶alculo ­; y a aproximaciones
globales a los campos ~" y ~s continuas a trozos en ­. As¶³, el funcional ¦s puede
ponerse como suma de funcionales similares a ¶el pero de¯nidos en cada elemento:

¦s(~u; ~";~s) =
X
i

¦si(~u; ~";~s)

4. El funcional ¦s se har¶a estacionario cuando todos los funcionales ¦si se hagan es-
tacionarios. De este modo, basta con estudiar las condiciones de estacionaridad de
uno de estos funcionales extendido a un elemento. Para simpli¯car la notaci¶on, a
partir de este punto se suprime el sub¶³ndice i indicativo del dominio elemental.

5. La sustituci¶on de las expresiones 8.4 a 8.8 en el funcional elemental proporciona su
expresi¶on discreta:

¦s =
1

2
ate(B

tDB)­ae+a
t
e(B

tDG)­ce+
1

2
cte(G

tDG)­ce¡pte(StG)­ce¡(btN)­ae¡[ttN]Stae
N¶otese que el cuarto sumando es nulo por la condici¶on de ortogonalidad impuesta a
las matrices G y S. La matriz D es la matriz de coe¯cientes el¶asticos que permite
obtener tensiones a partir de las deformaciones.

3Los principios de limitaci¶on hacen referencia a que si las funciones de aproximaci¶on a los campos
independientes de tensiones y de deformaciones son del mismo orden, entonces con estos elementos de
formulaci¶on mixta se obtienen los mismos resultados que con los elementos de formulaci¶on convencional y,
por tanto, no merece la pena utilizarlos. Los principios de limitaci¶on detuvieron el desarrollo de elementos
¯nitos con varios campos independientes durante las primeras etapas de la evoluci¶on del MEF.
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6. Las condiciones de estacionaridad del funcional son:

@¦s
@ae

= (BtDB)­ae + (B
tDG)­ce ¡ (btN)­ ¡ [ttN]St = 0

@¦s
@ce

= (GtDB)­ae + (G
tDG)­ce = 0

Si se de¯nen las matrices:

Ku ´ (BtDB)­

Ke ´ (GtDG)­

Q ´ (BtDG)­

fb ´ (btN)­

ft ´ [t
t
N]St

las dos ecuaciones anteriores pueden escribirse:"
Ku Q
Qt Ke

#(
ae
ce

)
=

(
fb + ft
0

)
(8.9)

7. Por las condiciones para la elecci¶on de G, la matriz Ke es regular. Entonces el
sistema de ecuaciones 8.9 se puede condensar a:

[Ku ¡QK¡1
e Q

t]ae = fb + ft

donde la matriz en el primer miembro es la matriz de rigidez elemental en el sentido
habitual y el segundo miembro corresponde al vector de cargas. Obs¶ervese que la
matriz de rigidez elemental se construye sumando a la matriz correspondiente a la
formulaci¶on convencional en desplazamientos un t¶ermino corrector que depende de
los modos de deformaciones supuestas. El vector de cargas es el mismo que en la
formulaci¶on convencional.

8. Conocidos la matriz de rigidez elemental y el vector elemental de cargas, se procede
al ensamblaje del sistema global de ecuaciones como en la formulaci¶on convencional.

El desarrollo anterior puede utilizarse para justi¯car el elemento de Wilson y Taylor
en elasticidad bidimensional, ya que la matriz de rigidez correspondiente a este elemento
se obtiene si se elige la matriz G como:

~" =

8><>:
"x
"y
"xy

9>=>; =Gce ; G =

264 » 0 0 0
0 ´ 0 0
0 0 » ´

375
donde » y ´ son las coordenadas en el dominio cuadrado est¶andar.

81



8.4 Las condiciones de Babu∙ska-Brezzi

La formulaci¶on cl¶asica del MEF, basada en la aproximaci¶on de un solo campo indepen-
diente, exige una serie de condiciones a las funciones de forma o funciones de aproximaci¶on
local de ese campo independiente. Si se cumplen esas condiciones4, entonces la convergen-
cia de las soluciones aproximadas hacia la soluci¶on exacta est¶a garantizada.

Cuando se abandona la formulaci¶on convencional para trabajar con elementos que
responden a principios variacionales multicampo, resulta mucho m¶as dif¶³cil determinar las
condiciones que deben cumplir las aproximaciones locales a los campos primarios (p.ej. ~u,
~" ¶o ~s) si se quiere tener garantizada la convergencia. Se deben analizar ahora, adem¶as de
la aproximaci¶on en s¶³ a cada campo, las relaciones entre las aproximaciones a uno y a otro
campo.

El estudio de las propiedades de convergencia de los elementos formulados a partir
de principios variacionales multicampo es un ¶area abierta de investigaci¶on que utiliza un
lenguaje dif¶³cil para los no iniciados en an¶alisis funcional.

En este campo hay un resultado ya cl¶asico que se desarroll¶o en el estudio del problema
de la elasticidad incompresible con dos campos independientes: el campo de desplazamien-
tos ~u y el campo de presiones ~p (primer invariante del tensor de tensiones). Ese resultado
son las condiciones de Babu∙ska-Brezzi. Condiciones que, si son cumplidas, garantizan la
existencia y unicidad de la soluci¶on aproximada y una tasa ¶optima de convergencia. Se
presentan a continuaci¶on como muestra de otros resultados similares o de otros resultados
que ser¶³a deseable tener disponibles.

En el estudio de problemas de elasticidad incompresible, partiendo de un principio
variacional con los dos campos independientes citados y siguiendo un proceso an¶alogo al
descrito en la secci¶on anterior al estudiar el elemento de Wilson y Taylor, se llega una
ecuaci¶on similar a la 8.9: "

Ku Q
Qt 0

#(
ae
pe

)
=

(
f
h

)
(8.10)

donde pe son ahora las n variables nodales asociadas al campo de presiones
5.

Un elemento ¯nito cumple las condiciones de Babu∙ska-Brezzi cuando se veri¯ca que:

1. Para cualquier conjunto de desplazamientos nodales ae 6= 0 que cumpla Qtae = 0,
se tiene que:

ateKuae > 0

2. La matriz Qt tiene n ¯las linealmente independientes.

Si se quiere tener garantizada la convergencia, las funciones de aproximaci¶on local
del campo de desplazamientos y del campo de presiones deben elegirse de manera que se
cumplan estas dos condiciones.

4Recordemos que esas condiciones eran tres: suavidad en el interior del elemento, continuidad a trav¶es de
las fronteras entre elementos y completitud hasta un orden determinado que depende del tipo de problema.

5Los nodos asociados al campo de presiones pueden ser diferentes de los asociados al campo de despla-
zamientos.
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Cap¶³tulo 9

Procedimientos de c¶alculo (I)

9.1 Introducci¶on

Dentro del esquema general de la sistem¶atica del MEF para c¶alculos lineales, una vez
construida la matriz de rigidez global y el vector global de cargas por ensamblaje de las
contribuciones elementales, el paso siguiente es resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Ello permite obtener las variables nodales.

Los procedimientos num¶ericos para la resoluci¶on de este sistema son, en principio, los
mismos que se utilizan en otras ramas de la t¶ecnica. Lo que ocurre es que, al ser el tiempo
de ordenador dedicado a esta fase del c¶alculo una fracci¶on muy importante del tiempo
total utilizado para resolver el problema, los investigadores han ido creando una serie de
t¶ecnicas especiales adaptadas a las caracter¶³sticas de los sistemas de ecuaciones a que da
lugar el MEF.

As¶³, se ha desarrollado una rama de especializaci¶on dentro del estudio de los m¶etodos
de elementos ¯nitos: la que trata de la resoluci¶on del sistema de ecuaciones y, en problemas
con variaci¶on de la soluci¶on en el tiempo, del acoplamiento con la integraci¶on en el tiempo.

En este cap¶³tulo y en el siguiente se trata de proporcionar una panor¶amica de los
procedimientos de soluci¶on que m¶as se emplean en la pr¶actica. En este cap¶³tulo se tratar¶a
de los m¶etodos de resoluci¶on de sistemas de ecuaciones lineales, que tienen su aplicaci¶on
en problemas estacionarios o sin variaci¶on de la soluci¶on en el tiempo. En el cap¶³tulo
siguiente se estudiar¶a c¶omo se acoplan estos m¶etodos con la integraci¶on en el tiempo, para
resolver problemas no estacionarios o transitorios.

9.2 Resoluci¶on de sistemas de ecuaciones lineales

Dentro de la pr¶actica del MEF se emplean dos grandes familias de procedimientos para
resolver los sistemas de ecuaciones lineales a que da lugar el m¶etodo. Esquem¶aticamente,
estos procedimientos son:

1. M¶etodos de soluci¶on directa, por ejemplo:

² Eliminaci¶on de Gauss
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² Factorizaciones (Cholesky, Crout)
² M¶etodo frontal

2. M¶etodos iterativos, por ejemplo:

² M¶etodo de Jacobi
² M¶etodo del gradiente conjugado
² Relajaci¶on din¶amica

En los m¶etodos de soluci¶on directa, dado el sistema de ecuaciones que debe resolverse,
se conoce a priori el n¶umero de operaciones necesarias para obtener la soluci¶on. Son los
procedimientos con m¶as tradici¶on dentro de la tecnolog¶³a del MEF y su rango de aplicaci¶on
es general, tanto en programas de c¶alculo lineal como en los de c¶alculo no lineal. Todos los
procedimientos que se utilizan dentro de esta categor¶³a son elaboraciones de la eliminaci¶on
de Gauss.

En los m¶etodos iterativos, por el contrario, no se conoce a priori el n¶umero de ope-
raciones necesarias para llegar a la soluci¶on. Son procedimientos que est¶an adquiriendo
actualmente mucha difusi¶on porque dan lugar a menos necesidades de almacenamiento
en el ordenador (memoria, disco) y, por tanto, permiten abordar problemas m¶as grandes
manteniendo los mismos recursos.

La di¯cultad con que tropiezan los m¶etodos iterativos es que la velocidad con la que
llegan a la soluci¶on depende de cada problema concreto, en particular, de las caracter¶³sticas
de la matriz de coe¯cientes del sistema. Entonces, resulta que a veces son mucho m¶as
e¯cientes que los m¶etodos de soluci¶on directa pero por contra, en otros casos, pueden llegar
requerir un n¶umero bastante mayor de operaciones. Esto es especialmente perturbador
cuando se abordan c¶alculos no lineales, en los que las matrices de coe¯cientes de los
diferentes sistemas de ecuaciones que se resuelven en un mismo problema pueden tener
caracter¶³sticas muy diferentes de una fase a otra del c¶alculo.

De este modo, parece que los m¶etodos iterativos no son procedimientos de prop¶osito
tan general como los de soluci¶on directa. Es normal que los programas comerciales de
c¶alculo los incorporen como opci¶on.

Sea el sistema de n ecuaciones lineales:

Ka = f (9.1)

donde K es una matriz de coe¯cientes de n£n, a es el vector de inc¶ognitas y f es el vector
de t¶erminos independientes. Dentro de las aplicaciones del MEF, K representa la matriz
de rigidez global, f es el vector global de cargas y a es el vector de movimientos nodales.

A primera vista parece que la resoluci¶on del sistema 9.1 es un asunto balad¶³. Se trata
simplemente de invertir la matriz de coe¯cientes, para dar:

a =K¡1 f

Sin embargo, cuando el orden deK es de varias decenas de miles, se comprende que hay
que prestar mucha atenci¶on a esta parte del c¶alculo para obtener la soluci¶on del sistema en
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un tiempo de ordenador razonable y con unos recursos de memoria y disco no demasiado
grandes. En particular, la inversi¶on de la matriz de coe¯cientes ser¶³a una forma muy
ine¯ciente de resolver este sistema, ya que no se sacar¶³a ning¶un partido de la estructura
interna de la matriz K derivada de la sistem¶atica del MEF. La sistem¶atica del MEF da
lugar a una matriz de rigidez global, en general sim¶etrica, en la que la mayor¶³a de los
coe¯cientes son nulos (matriz dispersa), concentr¶andose los coe¯cientes no nulos alrededor
de la diagonal principal (estructura en banda). Este es el tipo de matriz de coe¯cientes
en el que estamos interesados.

9.3 Eliminaci¶on de Gauss

El algoritmo de la eliminaci¶on de Gauss para resolver el sistema 9.1 puede esquematizarse
de la forma siguiente:

1. Eliminaci¶on y sustituci¶on hacia adelante1:

De i = 1 a i = n¡ 1 (recorre columnas)

De l = i+ 1 a l = n (recorre ¯las)

De j = i a j = n (dentro de cada ¯la recorre parte de las columnas)

klj Ã klj ¡ kli
kii
kij

Otro j

fl Ã fl ¡ kli
kii
fi

Otro l

Otro i

2. Sustituci¶on hacia detr¶as2:

De i = n a i = 1 (recorre ¯las)

fi Ã
fi¡
Pn

j=i+1; i6=n kijfj
kii

Otro i

El algoritmo anterior se visualiza f¶acilmente por medio del ejemplo siguiente. Sea el
sistema de ecuaciones: 26664

4 ¡1 0 2
¡1 6 ¡2 0
0 ¡2 6 ¡1
2 0 ¡1 4

37775
8>>><>>>:
a1
a2
a3
a4

9>>>=>>>; =
8>>><>>>:
1
2
3
4

9>>>=>>>;
1En esta fase se reduce la matriz de coe¯cientes a una matriz triangular superior
2En esta fase se remplaza el vector de t¶erminos independientes por el vector soluci¶on del sistema.
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La primera fase del algoritmo, la de eliminaci¶on y sustituci¶on hacia adelante, transfor-
ma progresivamente el sistema del siguiente modo:
i = 1 26664

4 ¡1 0 2
0 5:75 ¡2 0:5
0 ¡2 6 ¡1
0 0:5 ¡1 3

37775
8>>><>>>:
a1
a2
a3
a4

9>>>=>>>; =
8>>><>>>:

1
2:25
3
3:5

9>>>=>>>;
i = 2 26664

4 ¡1 0 2
0 5:75 ¡2 0:5
0 0 5:304 ¡0:826
0 0 ¡0:826 2:957

37775
8>>><>>>:
a1
a2
a3
a4

9>>>=>>>; =
8>>><>>>:

1
2:25
3:783
3:304

9>>>=>>>;
i = 3 26664

4 ¡1 0 2
0 5:75 ¡2 0:5
0 0 5:304 ¡0:826
0 0 0 2:828

37775
8>>><>>>:
a1
a2
a3
a4

9>>>=>>>; =
8>>><>>>:

1
2:25
3:783
3:893

9>>>=>>>;
N¶otese que el algoritmo mantiene la simetr¶³a de las ecuaciones activas, con lo que,

desde el punto de vista de la programaci¶on, no se incrementan durante el proceso las
necesidades de almacenamiento. Es decir, el algoritmo se puede programar ¶unicamente
a partir del espacio reservado para los datos, que son los coe¯cientes no repetidos de la
matriz K y el vector f .

La segunda fase del algoritmo, la sustituci¶on hacia detr¶as, permite obtener las inc¶ognitas
del modo siguiente:
i = 4

a4 =
3:893

2:828

i = 3

a3 =
3:783 + 0:826a4

5:304

i = 2

a2 =
2:25¡ 0:5 a4 + 2:0 a3

5:75

i = 1

a1 =
1:0¡ 2 a4 + 1:0 a2

4:0

El procedimiento de eliminaci¶on de Gauss es num¶ericamente muy robusto y forma la
base de todos los m¶etodos de soluci¶on directa que se utilizan en la actualidad en el ¶ambito
del MEF. Lo que cambia de un caso a otro es la estructura de datos (forma de almacenar
K y f : en banda, en \sky-line", por bloques, . . . ) y la organizaci¶on de las distintas
operaciones. As¶³, en la literatura aparecen multitud de procedimientos, aparentemente
distintos (p.ej. resoluci¶on por bloques, resoluci¶on en \sky-line", etc. . . . ), pero cuya
esencia matem¶atica es la misma.
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9.4 Factorizaciones de Crout y Cholesky

Las factorizaciones de Crout y Cholesky son variantes de la eliminaci¶on de Gauss. Su
objetivo es separar las operaciones sobre la matriz de coe¯cientes del sistema de las opera-
ciones sobre el vector de t¶erminos independientes. Esto puede resultar interesante cuando,
por ejemplo, se quiere calcular una misma estructura (misma matriz de coe¯cientes) para
diferentes hip¶otesis de carga (distintos vectores de t¶erminos independientes). Estas fac-
torizaciones son una manera de tener almacenada la primera parte de la eliminaci¶on de
Gauss, la m¶as costosa, para usarla repetidas veces.

9.4.1 Factorizaci¶on de Crout

Se conoce tambi¶en con el nombre de factorizaci¶on de Cholesky modi¯cada. Consiste en
poner la matriz K como producto de tres matrices:

K = LDLt

donde L es una matriz triangular inferior y D es una matriz diagonal. La matriz D
contiene los t¶erminos de la diagonal principal de la matriz de coe¯cientes reducida tras
la primera fase de la eliminaci¶on de Gauss o sustituci¶on hacia adelante. Por otro lado, la
matriz Lt contiene las ¯las de esa matriz de coe¯cientes reducida tras dividirlas por los
t¶erminos de la diagonal contenidos en D.

En el ejemplo utilizado en la secci¶on anterior, la factorizaci¶on de Crout ser¶³a:

K =

26664
1 0 0 0

¡0:25 1 0 0
0 ¡0:348 1 0

0:5 0:087 ¡0:156 1

37775
26664
4 0 0 0
0 5:75 0 0
0 0 5:304 0
0 0 0 2:828

37775
26664
1 ¡0:25 0 0:5
0 1 ¡0:348 0:087
0 0 1 ¡0:156
0 0 0 1

37775
Es decir, las ecuaciones reducidas tras la primera etapa de la eliminaci¶on de Gauss se

pueden escribir como:

DLt a = f

donde f es el vector reducido de t¶erminos independientes. As¶³, el algoritmo de la primera
fase de la eliminaci¶on de Gauss o sustituci¶on hacia adelante sirve para determinar las
matrices D y L.

N¶otese que, una vez factorizada K, se tiene que:

Ka = L (DLt) a = Lf = f

de manera que el proceso de resoluci¶on del sistema de ecuaciones puede descomponerse
en:

1. Obtener el vector reducido de t¶erminos independientes f :

f = L¡1f

La matriz L¡1 no se calcula. El vector f se obtiene por sustituci¶on hacia adelante.
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2. Obtener el vector soluci¶on a:
a = L¡tD¡1f

Las matrices L¡t y D¡1 tampoco se calculan. El vector a se obtiene por sustituci¶on
hacia detr¶as.

De esta manera, cuando se tiene un mismo modelo sometido a varios conjuntos de
acciones diferentes, una vez factorizada la matriz K, basta con repetir los pasos 1 y 2
anteriores para cada una de los distintos vectores f que se tengan. El n¶umero de ope-
raciones necesario para ejecutar estos dos pasos, sustituci¶on hacia adelante y sustituci¶on
hacia detr¶as, es muy peque~no si se compara con el n¶umero de operaciones necesarias para
factorizar la matriz.

9.4.2 Factorizaci¶on de Cholesky

La factorizaci¶on de Cholesky se desarroll¶o antes que la factorizaci¶on de Crout, pero se
utiliza menos hoy en d¶³a, porque el algoritmo de descomposici¶on de la matriz de coe¯cien-
tes utiliza ra¶³ces cuadradas. Adem¶as, no puede utilizarse en problemas con matrices de
coe¯cientes que tengan autovalores negativos, ya que se obtienen entonces ra¶³ces cuadra-
das de n¶umeros negativos. Sin embargo, se ha empleado mucho esta descomposici¶on en
programas de c¶alculo matricial de estructuras, donde la matriz de rigidez global es de¯nida
positiva.

La factorizaci¶on de Cholesky pone la matriz K como producto de dos matrices:

K =UtU

donde U es una matriz triangular superior que resulta ser:

U = D1=2Lt

El algoritmo de obtenci¶on de U puede esquematizarse como:

u11 =
p
k11

u1j =
k1j
u11

j = 2; : : : ; n

uii =

vuutkii ¡ i¡1X
k=1

u2ki i = 2; : : : ; n

uij =
1

uii
(kij ¡

i¡1X
k=1

ukiukj) i = 2; : : : ; n j = i+ 1; : : : ; n

uij = 0 i > j
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En el ejemplo utilizado en la secci¶on anterior, el resultado de la factorizaci¶on de Cho-
lesky ser¶³a:

K =

26664
2 0 0 0

¡0:5 2:398 0 0
0 ¡0:834 2:303 0

1:0 0:208 ¡0:359 1:682

37775
26664
2 ¡0:5 0 1:0
0 2:398 ¡0:834 0:208
0 0 2:303 ¡0:359
0 0 0 1:682

37775
Al igual que en el caso de la factorizaci¶on de Crout, el proceso de resoluci¶on del sistema

de ecuaciones puede descomponerse en dos pasos:

1. Obtener el vector reducido de t¶erminos independientes f :

f =U¡tf

La matriz U¡t no se calcula. El vector f se obtiene por sustituci¶on hacia adelante.

2. Obtener el vector soluci¶on a:
a =U¡1f

La matriz U¡1 tampoco se calculan. El vector a se obtiene por sustituci¶on hacia
detr¶as.

9.5 M¶etodo de resoluci¶on frontal

Es un m¶etodo desarrollado por Irons para resolver las ecuaciones resultantes del MEF
(1970) y es el procedimiento m¶as utilizado actualmente por los programas comerciales
modernos. Fue pensado para optimizar los requerimientos de almacenamiento en memoria
en unas circunstancias en las que la memoria del ordenador era mucho m¶as cara que en la
actualidad.

En el fondo, el m¶etodo de resoluci¶on frontal es tambi¶en un procedimiento de eliminaci¶on
de Gauss en el que se hace la sustituci¶on hacia adelante al mismo tiempo que se ensambla
la matriz de rigidez global. Es decir, no se espera a tener ensamblado el sistema de
ecuaciones para empezar a resolverlo, sino que se empieza a resolver el sistema mientras
se est¶a todav¶³a ensamblando.

Se gana en e¯ciencia con respecto a otras implementaciones de la sustituci¶on de Gauss
pero, como contrapartida, se pierde modularidad en la programaci¶on y se trabaja con una
estructura de datos bastante complicada. La mayor ventaja del m¶etodo es que se minimiza
el uso de la memoria.

La mec¶anica detallada y general del m¶etodo es muy elaborada. El lector interesado
puede consultar la literatura3. En los p¶arrafos que siguen se intenta, mediante un ejemplo,
dar una idea intuitiva de c¶omo funciona el procedimiento.

Sea la malla de cuatro elementos representada en la ¯gura y, para simpli¯car, supon-
gamos que s¶olo se tiene un grado de libertad por nodo.

3E. Hinton y D.R. Owen. Finite Element Programming. Academic Press. 1977.
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El proceso del m¶etodo de resoluci¶on frontal puede esquematizarse como sigue:

x x x

x x x

x x x

1 2 3

4
5

6

7
8

9

1 2

4 3

frente

1. Se toma el elemento 1 y se hace una partici¶on de los grados de libertad asociados al
mismo, a, en:

a =

(
ac
ab

)
donde ac re¶une los grados de libertad no compartidos con otros elementos (nodo 1) y
ab, los grados de libertad compartidos (nodos 2,4 y 5). Esto da lugar a una partici¶on
de la matriz de rigidez elemental y del vector elemental de cargas del elemento 1:"

Kcc Kcb

Kbc Kbb

#(
ac
ab

)
=

(
fc
fb

)
(9.2)

2. Las ecuaciones globales que involucran a los grados de libertad ac ya est¶an completas,
puesto que el resto de los elementos no les a~naden m¶as t¶erminos. De este modo, los
grados de libertad internos ac pueden ser eliminados a este nivel:

ac =K
¡1
cc fc ¡K¡1

cc Kcbab =K
¡1
cc [fc ¡Kcbab]

lo que da lugar, sustituyendo en 9.2, al siguiente sistema para los grados de libertad
externos:

(Kbb ¡KbcK
¡1
cc Kcb)ab = fb ¡KbcK

¡1
cc fc

o, escrito de otra manera:
Kbbab = f b
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3. Las matrices y vectores necesarias para obtener ac a partir de ab (esto es, K
¡1
cc , fc

y Kbb) se almacenan en disco para ser utilizados posteriormente en el proceso de
sustituci¶on hacia detr¶as.

x x x

x x x

x x x

1 2 3

4
5

6

7
8

9

1 2

4 3

frente

4. Se calcula la matriz de rigidez K0 y el vector elemental de cargas f 0 del siguiente
elemento, el elemento 2.

5. La matriz K0 y el vector f 0 se ensamblan en Kbb y f b para obtener una matriz de
rigidez y un vector de cargas conjunto K y f .

6. Se determinan los nuevos grados de libertad internos ac y externos ab del sistema
conjunto y se repite el proceso de los puntos 1 a 3 anteriores.

7. Se opera de la misma manera con el elemento 3.

8. Al repetir el proceso para el ¶ultimo elemento, el elemento 4, resulta que se puede
resolver el sistema de ecuaciones 9.2 sin pasar adelante ninguna inc¶ognita, esto es, no
hay grados de libertad externos ab. Entonces se inicia la vuelta o sustituci¶on hacia
detr¶as, recuperando de disco la informaci¶on correspondiente a los distintos elementos
en orden inverso, esto es, 3-2-1 y obteniendo en cada caso los grados de libertad que
se hab¶³an ido eliminando, los grados de libertad ac.
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x x x

x x x

x x x

1 2 3

4
5

6

7
8

9

1 2

4 3

frente

En cada paso o incorporaci¶on de un nuevo elemento, se llama frente activo o frente
de onda a los grados de libertad externos ab que resultan de la partici¶on de la matriz del
sistema en ese momento.

La cantidad de memoria necesaria para desarrollar el proceso depende de la longitud
m¶axima o n¶umero m¶aximo de grados de libertad en el frente activo. Esta longitud m¶axima,
al contrario de lo que sucede en otros procedimientos, no depende de c¶omo se numeren los
nodos, sino del orden o n¶umero asignado a los elementos.

En las aplicaciones, resulta ¶util saber que el tiempo de ordenador que emplea el m¶etodo
frontal es proporcional al n¶umero de ecuaciones (n¶umero de grados de libertad) y al cua-
drado de la media cuadr¶atica de la longitud del frente activo durante el proceso. Es muy
importante entonces trabajar con numeraciones de los elementos que minimicen dicha
media cuadr¶atica. Los programas comerciales de c¶alculo, con objeto de dejar libertad al
usuario para numerar los elementos, incorporan normalmente un optimizador que renu-
mera internamente los elementos a los efectos de la resoluci¶on del sistema mediante este
procedimiento.

9.6 M¶etodos iterativos

El sistema de ecuaciones que se trata de resolver puede escribirse:

r =Ka¡ f = 0 (9.3)

y puede interpretarse desde el punto de vista mec¶anico como la b¶usqueda del equilibrio
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entre las fuerzas exteriores, f, aplicadas sobre los nodos y las fuerzas interiores, Ka,
generadas por los movimientos nodales a.

En este sentido, el vector r o vector de residuos representa el desequilibrio entre fuerzas
interiores y fuerzas exteriores para un conjunto de movimientos nodales diferente de la
soluci¶on del sistema de ecuaciones.

Un procedimiento iterativo general para resolver el sistema 9.3 puede ponerse como:

ai+1 = ai + ´i ±i (9.4)

±i = ¡®iK¡1
a r

i + ¯i ±i¡1 (9.5)

donde el ¶³ndice i corresponde al n¶umero de iteraci¶on. Los distintos procedimientos itera-
tivos se obtienen particularizando las expresiones 9.4 y 9.5.

El vector ±i tiene el sentido de un vector de mejora de la soluci¶on en la iteraci¶on i. El
escalar ´i ser¶³a un optimizador de la correcci¶on a lo largo de la direcci¶on dada por ±i.

La matrizKa es una aproximaci¶on a la matriz de coe¯cientes del sistemaK. Se conoce
con el nombre de matriz precondicionadora y puede ser cualquier matriz, normalmente
de¯nida positiva, comprendida entre la matriz identidad I y la matriz de coe¯cientes del
sistemaK. Para que el procedimiento sea en realidad un procedimiento iterativo, la matriz
Ka ha de ser m¶as f¶acilmente invertible (factorizable) que K.

El escalar ®i se introduce a veces para intentar acelerar la convergencia y el escalar ¯i

sirve para introducir en el vector de correcci¶on de la soluci¶on ±i una correcci¶on relacionada
con la correcci¶on en la iteraci¶on anterior.

El procedimiento iterativo recogido en las relaciones 9.4 y 9.5 se detiene en cuanto
se alcanza el criterio de convergencia elegido. Existen dos categor¶³as de criterios de esta
clase:

1. Criterios en desplazamientos. Son criterios de la forma:

k±ik =
q
±i
t
±i < "1 kai+1k ¶oq

±i
t
Ka ±

i < "2

q
ai+1tKa ai+1

2. Criterios en fuerzas, de la forma:

krik =
p
rit ri < "3 max(kRk; kfk)

donde R es el vector de reacciones.

Los escalares "1, "2 y "3 se conocen con el nombre de tolerancias.
Lo que hace atractivo un procedimiento iterativo como el descrito en los p¶arrafos

anteriores es que para calcular el vector de residuos ri no es necesario llegar a ensamblar
la matriz de coe¯cientes K. El vector de residuos puede obternerse ensamblando las
contribuciones de los elementos al equilibrio de cada nodo:
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ri =
^
e

(Ke a
i
e ¡ fe)

Esto hace que un procedimiento iterativo requiera menos recursos de memoria y disco que
un procedimiento de soluci¶on directa cuando se programa en el ordenador.

9.7 Iteraci¶on de Jacobi y sus variantes

El procedimiento iterativo m¶as simple es la iteraci¶on de Jacobi. Se obtiene de 9.4 y 9.5
poniendo:

´i = 1

®i = 1

¯i = 0

Ka = I

El procedimiento queda entonces:

ai+1 = ai ¡ ri = ai ¡ (Kai ¡ f) = f + (I¡K)ai

Este procedimiento tan simple es divergente siempre que los autovalores de K sean
mayores o iguales que 2. En efecto, si a es la soluci¶on exacta, la aproximaci¶on ai se puede
poner como:

ai = a+ "i

donde "i es el error en la iteraci¶on i.
entonces se tiene que:

ai+1 = f + (I¡K) (a+ "i) = f + a+ "i ¡K"i ¡Ka = a+ (I¡K)"i

esto es,

"i+1 = (I¡K)"i (9.6)

En los sistemas de ecuaciones que se generan en el MEF aplicado a problemas lineales,
la matriz de coe¯cientes K es sim¶etrica y, generalmente, de¯nida positiva. En este caso,
la matriz K, de orden n, tiene n autovalores reales y positivos, ¸j ; j = 1; : : : ; n.

Sea zj ; j = 1; : : : ; n una base de los autovectores de la matriz K. El vector error "
i se

podr¶a poner como combinaci¶on lineal de los vectores de esta base:

"i =
nX
j=1

cj zj (9.7)
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con:

Kzj = ¸j zj

ztk zj = 0 k6= j

De este modo, si se sustituye 9.7 en 9.6, se llega a:

"i+1 =
nX
j=1

cj zj ¡
nX
j=1

cj ¸j zj =
nX
j=1

cj (1¡ ¸j) zj

Entonces, si se quiere que la componente j del vector "i+1 sea menor que la correspondiente
al vector "i, debe ser:

j1¡ ¸j j < 1

es decir,

0 < ¸j < 2 j = 1; : : : ; n

En otro caso, la iteraci¶on de Jacobi diverge.
N¶otese que la convergencia ser¶a tanto m¶as r¶apida cuanto m¶as agrupados est¶en los

autovalores ¸j en torno a 1. Puede conseguirse agrupar los autovalores en torno a 1 con
el escalado o precondicionamiento de la matriz de coe¯cientes K.

Los autovalores m¶aximo y m¶³nimo de K est¶an acotados por:

¸max ∙ max
i
(Kii +

X
j6=i
jKijj)

¸min ¸ min
i
(Kii ¡

X
j6=i
jKijj)

Aprovechando esta propiedad, los autovalores pueden ser agrupados en torno a 1 si se
escalan las ecuaciones de modo que los t¶erminos de la diagonal principal de la matriz K
sean todos iguales a 1. Esto es equivalente a utilizar como matriz precondicionadora, Ka,
una matriz diagonal con la diagonal principal de K.

Adem¶as, para mejorar la convergencia se puede introducir el acelerador ® en 9.5, con
un valor:

® =
2

¸max + ¸min

Tambi¶en se puede mejorar la convergencia encontrando en cada iteraci¶on la longitud
¶optima de la correcci¶on seg¶un ±i, esto es, introduciendo el escalar ´i en 9.4. El par¶ametro ´
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se calcula en cada iteraci¶on mediante una b¶usqueda de la correcci¶on ¶optima en la direcci¶on
de¯nida por ±i. En la literatura anglosajona esta b¶usqueda se conoce como \line search".

Para ver c¶omo podr¶³a calcularse ´, resulta ¶util imaginarse que el sistema de ecuaciones
Ka = f deriva de hacer estacionario el potencial:

© =
1

2
atKa¡ at f (9.8)

ya que:

@©

@a
=Ka¡ f = r

N¶otese que el sentido que tiene el residuo es el de gradiente de ©. Resolver el sistema de
ecuaciones es pues encontrar el vector a para el cual el potencial © se hace estacionario
(residuo nulo).

Entonces, si dentro del proceso iterativo se utiliza 9.4 para obtener la soluci¶on mejorada
y se considera que tanto ai como ±i son ¯jos, resulta que se puede determinar ´i con la
condici¶on de que el potencial © se haga estacionario con respecto a ´i. Esto es, sustituyendo
9.4 en 9.8:

© =
1

2
(ai + ´i ±i)tK (ai + ´i ±i)¡ (ai + ´i ±i)t f

=
1

2
ai

t
Kai + ´i ai

t
K±i +

1

2
´i
2
±i
t
K±i ¡ ait f ¡ ´i ±it f

@©

@´
= ai

t
K±i + ´i±i

t
K±i ¡ ±it f

de donde se obtiene, igualando a cero el gradiente de ©:

´i =
±i
t
(f ¡Kai)
±i
t
K±i

=
¡±it ri
±i
t
K±i

N¶otese que el denominador del cociente anterior puede obtenerse teniendo en cuenta que:
K ±i = ri+1 ¡ ri para ´i = 1.

9.8 M¶etodo del gradiente conjugado

El m¶etodo del gradiente conjugado encaja en el esquema iterativo de¯nido por 9.4 y 9.5
tomando:

®i = 1

Ka = I

el escalar ´i se obtiene mediante \line search" y el coe¯ciente ¯i se escoge de modo que:
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±i
t
K ±j = 0 si i6= j (9.9)

Es decir, cada nuevo vector de correcci¶on ha de ser ortogonal en K a todos los anteriores.
En el m¶etodo del gradiente conjugado precondicionado se utiliza una matriz Ka diferente
de la matriz identidad.

N¶otese que, de acuerdo con el esquema iterativo, la soluci¶on en la iteraci¶on i+1 puede
ponerse como:

ai+1 = a0 +
iX
j=0

´j ±j

Entonces, si i + 1 = n, el procedimiento anterior conduce a una correcci¶on nula para
la soluci¶on aproximada, ya que al llegar a este punto se habr¶an tomado n vectores de
correcci¶on ±j que, por ser K una matriz regular, dan lugar a una base del espacio de
dimensi¶on n en el que se busca la soluci¶on a. Al tener que ser la correcci¶on siguiente
ortogonal a todos los vectores de esta base, la correcci¶on no puede ser m¶as que el vector
nulo. De este modo, la idea del m¶etodo del gradiente conjugado es garantizar que se
obtiene la soluci¶on del sistema en n ciclos como m¶aximo.

La determinaci¶on de los coe¯cientes ¯i se hace a partir de los resultados siguientes:

1. La forma en que se determinan los coe¯cientes ´i mediante \line search" implica la
ortogonalidad del residuo a la direcci¶on de correcci¶on, esto es:

±i
t
ri+1 = 0

En efecto, los coe¯cientes ´i se determinan haciendo estacionario el potencial ©,
luego:

@©

@´
= ai

t
K±i + ´i±i

t
K±i ¡ ±itf = ±it ri + ´i±itK ±i = 0

y se cumple adem¶as que:

ri+1 ¡ ri =K(ai + ´i ±i)¡ f ¡Kai + f = ´iK±i

Por tanto, la forma en que se determinan los coe¯cientes ´i implica que:

0 = ±i
t
ri + ´i±i

t 1

´i
(ri+1 ¡ ri) = ±it ri+1

2. Cuando se cumple la condici¶on 9.9, entonces los sucesivos vectores de residuos (gra-
dientes) son ortogonales entre s¶³, esto es4:

ri+1
t
rk = 0 k = 0; 1; : : : ; i

4De aqu¶³ el nombre de gradiente conjugado.
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Esta propiedad es la que garantiza la convergencia en, como m¶aximo, n iteraciones.

En efecto, se tiene que:

ai+1 = ak+1 +
iX

j=k+1

´j ±j k = 0; 1; : : : ; i¡ 1

y entonces,

ri+1
t
±k = (K(ak+1 +

iX
j=k+1

´j ±j)¡ f)t ±k

y por la condici¶on de ortogonalidad entre los distintos vectores de correcci¶on:

ri+1
t
±k = rk+1

t
±k = 0

Finalmente, por ser ±k = ¡rk + ¯k ±k¡1:
0 = ri+1

t
±k = ¡ri+1t rk + ¯k ri+1t ±k¡1 = ¡ri+1t rk k = 0; 1; : : : ; i¡ 1

3. Los coe¯cientes ¯ se determinan imponiendo el cumplimiento de la condici¶on 9.9, es
decir, se tiene que:

±i = ¡ri + ¯i ±i¡1

luego
±i

t
K ±i¡1 = ¡ritK ±i¡1 + ¯i ±i¡1tK ±i¡1

y se busca que el primer miembro de la ecuaci¶on anterior sea cero, entonces debe
ser:

¯i =
ri
t
K ±i¡1

±i¡1tK±i¡1

La expresi¶on de ¯i se puede simpli¯car teniendo en cuenta que, seg¶un el ep¶³grafe 1
anterior, se tiene:

ri ¡ ri¡1 = ´i¡1K±i¡1

±i¡1
t
ri = 0

Entonces, por la ortogonalidad de los vectores de residuos entre s¶³ y de los vectores
de residuos con los vectores ± de correcci¶on, se llega a:

¯i = ¡ ri
t
ri

ri¡1t ri¡1

Para llegar a la expresi¶on ¯nal anterior se ha hecho uso de que:

±i¡1
t
= ¡ri¡1t + ¯i¡1 ±i¡2t

De esta forma, en el c¶alculo de los coe¯cientes ¯ s¶olo intervienen los vectores de
residuos correspondientes a la iteraci¶on actual y a la iteraci¶on anterior.
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9.9 Relajaci¶on din¶amica

La soluci¶on del sistema de ecuaciones 9.1 puede considerarse que es el l¶³mite al que tiende
la respuesta del sistema din¶amico amortiguado ¯cticio:

M Äa+C _a+Ka = f (9.10)

partiendo de unas condiciones iniciales arbitrarias.
De este modo, para resolver el sistema 9.1 pueden emplearse las mismas t¶ecnicas

num¶ericas de integraci¶on que se utilizan para obtener la respuesta en problemas no es-
tacionarios. Dichas t¶ecnicas se interpretan entonces como procedimientos iterativos de
resolver 9.1. Desde este punto de vista, cada paso de integraci¶on o \salto" en el tiempo es
un ciclo de mejora de la soluci¶on.

Las matrices de masas, M, y de amortiguamiento, C, pueden elegirse de modo que la
integraci¶on de 9.10 resulte lo m¶as c¶omoda posible. En particular, si se elige una matriz de
masas diagonal, es posible utilizar t¶ecnicas de integraci¶on expl¶³cita, las cuales no requieren
el ensamblaje de la matriz K de coe¯cientes del sistema. Un ejemplo de ciclo de c¶alculo
ser¶³a el siguiente:

1. Inicializaci¶on

i = 0

a0 = 0

_a¡
1
2 = 0

2. Bucle en elementos: c¶alculo de fuerzas internas pi

² Contribuci¶on del elemento e:

pie = ¡Ke a
i
e ¡Ce _a

i¡ 1
2

e

² Ensamblaje de pie en pi

3. Bucle en nodos: c¶alculo de aceleraciones e integraci¶on en el tiempo (mejora de la
soluci¶on)

² C¶alculo de aceleraciones (residuos):

Äai =M¡1 (f + pi)

² Integraci¶on en el tiempo (mejora de la soluci¶on) por diferencias centrales

_ai+
1
2 = _ai¡

1
2 +¢t Äai

ai+1 = ai +¢t _ai+
1
2

4. iÃ¡ i+ 1
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5. Volver a 2

Como se ver¶a en el cap¶³tulo siguiente, este esquema de integraci¶on expl¶³cita se emplea
mucho para obtener la respuesta en problemas no estacionarios. El ciclo de c¶alculo descrito
es b¶asicamente el mismo en problemas lineales y no lineales. Se trata de un procedimiento
muy robusto, e¯ciente y que requiere muy pocos recursos de ordenador, al no ensamblar
ninguna matriz.

Su ¶unico inconveniente es que el ciclo de c¶alculo es s¶olo condicionalmente estable. Para
que la integraci¶on sea estable se requiere que:

¢t ∙ ¢tcrit

y, en problemas lineales, resulta que:

¢tcrit =
2

!max
(
q
1 + »2 ¡ »)

donde, !max es la m¶axima frecuencia natural de vibraci¶on del modelo de elementos ¯nitos
y » es la fracci¶on del amortiguamiento cr¶³tico a esa frecuencia.

En problemas din¶amicos reales esta es una restricci¶on muy fuerte, ya que implica
que el paso de integraci¶on ¢t debe ser inferior al tiempo que tarda la onda de tensi¶on
m¶as r¶apida en atravesar el elemento ¯nito m¶as peque~no5. Sin embargo, cuando se usan
procedimientos de relajaci¶on din¶amica, las matrices de masas y de amortiguamiento,M y
C, pueden ajustarse convenientemente para optimizar el tiempo de c¶alculo.

5En un material como el acero la velocidad de la onda de tensi¶on m¶as r¶apida es del orden de 5200
m/s. Esto implica que para un tama~no de elemento de 1 cm, el paso cr¶³tico de integraci¶on es de unos 2
microsegundos.
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Cap¶³tulo 10

Procedimientos de c¶alculo (II)

10.1 Introducci¶on

En los cap¶³tulos anteriores se ha tratado exclusivamente de problemas en los que las
diferentes variables de campo dependen de la posici¶on en el espacio pero no del tiempo.
Sin embargo, las ideas que se han introducido y, en particular, la sistem¶atica del MEF, es
directamente aplicable tambi¶en a problemas no estacionarios, en los que el tiempo aparece
como variable independiente.

La idea b¶asica es la misma. Dado un dominio de c¶alculo ­ en el que se busca la soluci¶on
a lo largo de un intervalo de tiempo, el MEF proporciona la discretizaci¶on espacial del
dominio, esto es, de¯ne los campos soluci¶on en funci¶on de un n¶umero ¯nito de par¶ametros,
por ejemplo, los movimientos nodales. La variaci¶on en el tiempo de la soluci¶on se obtiene
entonces estudiando la variaci¶on en el tiempo de dichos par¶ametros. De este modo, el MEF
permite en general pasar de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
en el que aparecen como variables independientes tanto la posici¶on como el tiempo, a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en el que la ¶unica variable independiente es
el tiempo. Este ¶ultimo sistema se resuelve utilizando un procedimiento de integraci¶on de
diferencias ¯nitas.

En las secciones siguientes se pone primero el contexto matem¶atico y luego se comentan
los procedimientos de integraci¶on en el tiempo m¶as usuales. Al igual que en cap¶³tulos
anteriores, se utiliza el problema el¶astico como veh¶³culo para expresar ideas que el lector
puede f¶acilmente generalizar a otros problemas.

10.2 El problema de la elasticidad din¶amica

El problema de la elasticidad din¶amica o de la din¶amica estructural se plantea del modo
siguiente.

Se tiene un cuerpo el¶astico que ocupa un volumen ­ 2 <3 y que est¶a limitado por una
super¯cie S = Sd[St, de modo que Sd\St = ;. La super¯cie S tiene una normal n ´ ni.

El cuerpo tiene una densidad ½, de¯nida como funci¶on de punto en ­, y se encuentra
en unas condiciones iniciales de posici¶on u0 ´ u0i y velocidad _u0 ´ _u0i , de¯nidas tambi¶en
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como campos vectoriales en ­.
Sobre la super¯cie Sd se imponen desplazamientos ¹d ´ ¹di; mientras que sobre la

super¯cie St se imponen tensiones ¹t ´ ¹ti. Adem¶as, sobre el volumen ­, act¶ua un campo
b ´ bi de fuerzas por unidad de volumen. Estos tres campos son funci¶on del tiempo en el
intervalo [0; T ] dentro del cual se busca la soluci¶on:

¹d : Sd£]0; T [ ¡! <3
¹t : St£]0; T [ ¡! <3
b : ­£]0; T [ ¡! <3

Las inc¶ognitas del problema son los campos de desplazamientos, u ´ ui; de deforma-
ciones, e ´ eij; y de tensiones, s ´ sij . Todos ellos de¯nidos en ­£]0; T [.

La formulaci¶on fuerte corresponde a un problema de valores iniciales y de contorno, y
se hace en base al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales. Un punto sobre el s¶³mbolo
de una variable indica derivada con respecto al tiempo.

1. Ecuaciones de compatibilidad en ­£]0; T [

e =
1

2
(ru+rtu) ¶o eij =

1

2
(ui;j + uj;i)

2. Ecuaciones de compatibilidad en Sd£]0; T [

u = ¹d ¶o ui = ¹di

3. Ecuaciones constitutivas (o de respuesta del material) en ­£]0; T [

s = De ¶o sij = Dijkl ekl

4. Ecuaciones del movimiento en ­£]0; T [

div s+ b = ½ Äu ¶o sij;j + bi = ½ Äui (10.1)

5. Ecuaciones de equilibrio en St£]0; T [

sn ´ sn = ¹t ¶o sij nj = ¹ti (10.2)

6. Condiciones iniciales en ­

u(0) = u0 ¶o ui(0) = u0i
_u(0) = _u0 ¶o _ui(0) = _u0i
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El punto de partida de los m¶etodos de elementos ¯nitos es la formulaci¶on d¶ebil del
problema anterior. Una de las posibles formulaciones d¶ebiles corresponde a la aplicaci¶on
del principio de D'Alembert y del principio de los trabajos virtuales para imponer las con-
diciones de equilibrio din¶amico. De esta manera las ecuaciones 10.1 y 10.2 son sustituidas
por una ecuaci¶on integral que impone menos requisitos de derivabilidad.

As¶³, una posible formulaci¶on d¶ebil del problema queda como sigue. Dados los espacios
St (desplazamientos admisibles) y V (variaciones o desplazamientos virtuales):

St = f~u(t) 2 H1(­); t 2]0; T [ j ~u(t) = ¹d(t) en Sdg

V = f±~u 2 H1(­) j ±~u = 0 en Sdg
encontrar u(t) 2 St de manera que:

(su;e±u)­ = (b; ±~u)­ ¡ (½Äu; ±~u)­ + [¹t; ±~u]St
(u(0)¡ u0; ±~u)­ = 0

( _u(0)¡ _u0; ±~u)­ = 0

8±~u 2 V t 2 ]0; T [
N¶otese que las variaciones ±~u 2 V no dependen del tiempo.

10.3 Discretizaci¶on por el MEF

La discretizaci¶on por el MEF de la forma d¶ebil que se da en la secci¶on anterior sigue la
misma sistem¶atica utilizada para los problemas estacionarios.

1. Dividir el dominio de c¶alculo ­ en subdominios o elementos:

­ =
[
i

­i
\
i

­i = ;

2. Dentro de cada elemento ­i, aproximar los campos inc¶ognita que intervienen en las
ecuaciones integrales de la forma d¶ebil:

u = Nae(t)

_u = N _ae(t)

Äu = N Äae(t)

±~u = N ±ae

e±u = LN ±ae = B ±ae

eu = LNae = Bae(t)

su = DBae(t)
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donde N es una matriz de funciones conocidas, que dependen del espacio y no
del tiempo (funciones de forma); ±ae y ae son vectores de coe¯cientes inc¶ognita,
cuyo valor se hace coincidir normalmente con el valor de los desplazamientos en los
nodos; L es una matriz de operadores (derivadas) y D es una matriz de coe¯cientes
el¶asticos. N¶otese que, a diferencia de lo que ocurr¶³a en los problemas estacionarios,
los coe¯cientes ae son ahora funci¶on del tiempo.

3. Las integrales que aparecen en las ecuaciones de la forma d¶ebil se hacen sumando
las contribuciones de los distintos elementos, es decir, 8±~u 2 V:

0 = (su;e±u)­ ¡ (b; ±~u)­ + (½Äu; ±~u)­ ¡ [¹t; ±~u]St
=

X
i

f(su;e±u)­i ¡ (b; ±~u)­i + (½Äu; ±~u)­i ¡ [¹t; ±~u]Stig

y, para las condiciones iniciales:

0 = (u(0)¡ u0; ±~u)­ =
X
i

(u(0)¡ u0; ±~u)­i

0 = ( _u(0)¡ _u0; ±~u)­ =
X
i

( _u(0)¡ _u0; ±~u)­i

4. La contribuci¶on de cada elemento las sumas anteriores es, sustituyendo las aproxi-
maciones del paso 2:

±aei
t(BtDB)­iaei ¡ ±aei t(Ntb)­i + ±aei

t(Nt½N)­iÄaei ¡ ±aei t[Nt¹t]Sti =

±aei
t(Kei aei +Mei Äaei ¡ fei)

donde Kei ´ (BtDB)­i es la matriz de rigidez del elemento i; fei ´ (Ntb)­i +
[Nt¹t]Sti es el vector de cargas del elemento i; y Mei ´ (Nt½N)­i es la matriz de
masas del elemento i.

En cuanto a las condiciones iniciales, la contribuci¶on de cada elemento es:

±aei
t(NtN)­iaei0 ¡ ±aei t(Nt u0)­i = ±aei

t(Ueiaei0 ¡ nuei)
±aei

t(NtN)­i _aei0 ¡ ±aei t(Nt _u0)­i = ±aei
t(Uei _aei0 ¡ nvei)

donde Uei ´ (NtN)­i , nuei ´ (Nt u0)­i y nvei ´ (Nt _u0)­i

5. La suma de las contribuciones de los distintos elementos se hace a trav¶es del proceso
de ensamblaje.

Como en el caso de los problemas estacionarios, el proceso de ensamblaje consiste
en ir acumulando las contribuciones de cada elemento en matrices y vectores de
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car¶acter global, esto es, ordenados seg¶un la numeraci¶on global de grados de libertad.
Las ecuaciones discretas de la forma d¶ebil del problema quedan:X

elementos

±aei
t(Kei aei +Mei Äaei ¡ fei) ´ ±at(Ka+M Äa¡ f) = 0

X
elementos

±aei
t(Ueiaei0 ¡ nuei) ´ ±at(Ua0 ¡ nu) = 0

X
elementos

±aei
t(Ueiaei0 ¡ nvei) ´ ±at(U _a0 ¡ nv) = 0

8 ±a

donde K es la matriz de rigidez global, f es el vector global de cargas y M es la
matriz global de masas.

6. Como las relaciones anteriores han de cumplirse 8 ±a, se llega ¯nalmente al sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

M Äa+Ka¡ f = 0 (10.3)

con las condiciones iniciales:

a(0) ´ a0 =U¡1nu (10.4)

_a(0) ´ _a0 =U
¡1nv (10.5)

el cual permite determinar las funciones inc¶ognita a(t).

7. De acuerdo con el paso 2, las funciones a(t) de¯nen la soluci¶on dentro de todos
los dominios elementales y, por agregaci¶on, de¯nen la soluci¶on buscada en todo el
dominio de c¶alculo ­.

As¶³ pues, la aplicaci¶on de la \receta" o sistem¶atica del MEF conduce al sistema global
de ecuaciones diferenciales ordinarias 10.3, que hay que integrar en el tiempo a partir de
las condiciones iniciales 10.4 y 10.51.

En problemas de din¶amica de estructuras aparece normalmente un tercer sumando en
el miembro de la izquierda de 10.3, el correspondiente al amortiguamiento viscoso. El
sistema de ecuaciones y sus condiciones iniciales quedan:

M Äa+C _a+Ka¡ f = 0 (10.6)

a(0) = U¡1nu (10.7)

_a(0) = U¡1nv (10.8)

1N¶otese que el sistema 10.3 tiene una estructura similar a la del que gobierna el comportamiento de un
sistema de masas puntuales conectadas por muelles. El papel de la sistem¶atica del MEF ha sido entonces
el de permitir pasar de un sistema continuo (ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de¯nidas en
­) a un sistema discreto (masas y muelles) energ¶eticamente equivalente.
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donde C es la matriz de amortiguamiento.
Una hip¶otesis corriente es suponer que la matriz de amortiguamiento puede obtenerse

como2:

C = ®M+ ¯K ®; ¯ 2 <

Esta forma de la matriz C hubiese aparecido en el desarrollo anterior si se sustituyen
las fuerzas de inercia ½ Äu por la suma (½ Äu+ ®½ _u), y si la relaci¶on tensi¶on-deformaci¶on,
s = De, se sustituye por s = De + ¯D _e, donde _e ´ 1

2 (r _u+rt _u).

10.4 Procedimientos tipo Newmark

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 10.6 se conoce con el nombre de sistema
de ecuaciones semidiscretas, ya que para llegar a ¶el se ha discretizado el espacio pero no
el tiempo.

Para integrar este sistema se utilizan normalmente procedimientos de diferencias ¯-
nitas, que dan lugar a la discretizaci¶on en el tiempo. Se obtienen as¶³ los valores de las
funciones a(t) en instantes de tiempo separados por lo que se conoce como paso de inte-
graci¶on ¢t.

-
t

t0 t1 t2 t3 : : :

-¾ ¢t

En general, se utilizan los algoritmos de integraci¶on de tipo Newmark, los cuales se
pueden poner como:

MÄan+1 +C _an+1 +Kan+1 = fn+1 (10.9)

an+1 = an +¢t _an +
¢t2

2
[(1¡ 2¯) Äan + 2¯ Äan+1] (10.10)

_an+1 = _an +¢t [(1¡ °) Äan + ° Äan+1] (10.11)

donde los sub¶³ndices indican el instante de tiempo en que se particularizan las diferentes
funciones vectoriales (p.ej. Äan+1 ´ Äa(tn+1)). Recu¶erdese que la funci¶on f(t) es dato.

A partir de las relaciones 10.9 a 10.11 se plantea un procedimiento en el que se progresa
paso a paso en el tiempo a partir de las condiciones iniciales. Esquem¶aticamente, este
procedimiento de integraci¶on paso a paso podr¶³a ser:

1. Calcular las aceleraciones iniciales Äa0 a partir de la relaci¶on 10.9 y de los desplaza-
mientos y velocidades iniciales:

Äa0 =M
¡1(f0 ¡C _a0 ¡Ka0)

2Esta forma de la matriz de amortiguamiento se conoce como amortiguamiento de Rayleigh.
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2. Inicializar nÃ¡ 0
3. Poner an+1 y _an+1 en funci¶on de Äan+1, utilizando 10.10 y 10.11

4. Sustituir las expresiones an+1 y _an+1 de la etapa anterior en 10.9. Se obtiene as¶³ un
sistema algebraico de ecuaciones lineales que permite obtener los coe¯cientes Äan+1

5. A partir de Äan+1 y de los valores ya conocidos del instante de tiempo anterior, an,
_an, Äan, calcular an+1 y _an+1 utilizando 10.10 y 10.11

6. Hacer nÃ¡ n+ 1
7. Volver a 3

Un procedimiento de integraci¶on tipo Newmark, como el esquematizado en los p¶arrafos
anteriores, es estable para cualquier tama~no del paso de integraci¶on ¢t si se cumple que:

2¯ ¸ ° ¸ 1

2

Sin embargo, el procedimiento es s¶olo condicionalmente estable cuando:

° ¸ 1

2
y ° > 2¯

Que el procedimiento es condicionalmente estable signi¯ca que el paso de integraci¶on
ha de ser inferior a un valor cr¶³tico:

¢t ∙ ¢tcrit
para que la integraci¶on num¶erica de las ecuaciones se mantenga estable. El paso cr¶³tico de
integraci¶on es funci¶on tanto de los par¶ametros ¯ y ° del procedimiento de Newmark como
del mallado de elementos ¯nitos y de las propiedades f¶³sicas de los materiales del modelo.

De la familia de procedimientos tipo Newmark, los dos m¶as populares son el pro-
cedimiento de la aceleraci¶on promedio y el procedimiento de diferencias centrales. Sus
caracter¶³sticas se dan en la tabla.

M¶etodo Tipo ¯ ° Estabilidad Orden precisi¶on

Aceleraci¶on promedio Impl¶³cito 1
4

1
2 Incondicional 2

Diferencias centrales Expl¶³cito 0 1
2 Condicional 2

En la tabla anterior el orden de precisi¶on indica la potencia de ¢t a la cual es propor-
cional el error del operador de diferencias ¯nitas.

El procedimiento de diferencias centrales es un procedimiento expl¶³cito en el sentido
de que si se escoge una matriz de masasM y una matriz de amortiguamiento C que sean
diagonales, entonces resulta que el sistema de ecuaciones que se obtiene para progresar con
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la soluci¶on desde un instante tn al instante siguiente tn+1, tiene su matriz de coe¯cientes
diagonal. Esto permite obtener la soluci¶on de aceleraciones en tn+1 de manera expl¶³cita a
partir de las resultantes de fuerzas internas y externas que act¶uan sobre los nodos en ese
instante. En la pr¶actica, la aceleraci¶on se obtiene en cada nodo simplemente dividiendo
la resultante de las fuerzas que act¶uan sobre el mismo por la masa nodal.

El algoritmo de integraci¶on expl¶³cita resulta pues mucho m¶as sencillo de implementar
que el algoritmo general o impl¶³cito, al no tenerse que ensamblar matrices ni resolver
sistemas de ecuaciones con matriz de coe¯cientes llena. Su ¶unico, pero gran inconveniente
es que da lugar a un procedimiento de integraci¶on condicionalmente estable, en el que el
paso cr¶³tico de integraci¶on suele ser muy peque~no. En problemas de din¶amica estructural
este paso cr¶³tico es del orden del tiempo que tarda la onda de tensi¶on m¶as r¶apida en
atravesar el elemento m¶as peque~no de la malla3. En consecuencia, se requiere un n¶umero
enormemente grande de pasos de integraci¶on para completar el estudio de un transitorio
largo.

Los procedimientos expl¶³citos tienen su campo natural de aplicaci¶on en los problemas
de impacto, donde los transitorios de inter¶es suelen ser relativamente cortos y donde la
respuesta requiere de por s¶³ utilizar pasos de integraci¶on peque~nos para de¯nir correcta-
mente su contenido de altas frecuencias. Sin embargo, debido a su robustez para abordar
problemas muy no lineales, los algoritmos expl¶³citos se est¶an empleando cada vez m¶as en
otras ¶areas, por ejemplo, en problemas de conformado de metales.

Existen as¶³ en el mercado dos grandes de familias de programas comerciales de ele-
mentos ¯nitos para problemas no estacionarios: los programas impl¶³citos y los programas
expl¶³citos. En la tabla se resumen las caracter¶³sticas generales de ambos grupos de pro-
gramas. Debe recordarse siempre que las ecuaciones que resuelven unos y otros son las
mismas y que, en principio, cualquier problema puede resolverse empleando ambas cla-
ses de programas. La diferencia est¶a en que, seg¶un el caso, una t¶ecnica puede resultar
signi¯cativamente m¶as e¯ciente que la otra.

Impl¶³citos Expl¶³citos

Estables 8¢t Debe ser ¢t ∙ ¢tcrit
¢t limitado por la precisi¶on requerida

Ensamblan sistema de ecuaciones No ensamblan (necesitan menos recursos)

E¯cientes en din¶amica \lenta" E¯cientes en din¶amica \r¶apida"
(sismos, viento, oleaje . . . ) (impactos, explosiones . . . )

3En un material como el acero, la onda de tensi¶on m¶as r¶apida se propaga a una velocidad de unos
5200 m/s. Esto signi¯ca que en una malla con elementos de, por ejemplo, 1 cm de lado, el paso cr¶³tico de
integraci¶on es del orden de 2 microsegundos.
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10.5 Operador ® de Hilber-Hughes-Taylor

En algunos problemas resulta conveniente introducir en el algoritmo de integraci¶on en el
tiempo un amortiguamiento de naturaleza num¶erica. Esto ayuda, por ejemplo, a eliminar
el \ruido" en la respuesta asociado a las frecuencias m¶as altas del modelo de c¶alculo, que
normalmente son par¶asitas.

Para ello se utiliza muchas veces una variante del procedimiento de la aceleraci¶on
promedio que se conoce con el nombre de operador ® de Hilber-Hughes-Taylor. En este
operador, la ecuaci¶on 10.9 del algoritmo general de tipo Newmark se sustituye por:

MÄan+1 + (1 + ®)C _an+1 ¡ ®C _an + (1+ ®)Kan+1 ¡ ®Kan = (1+ ®)fn+1 ¡ ®fn
donde ® 2 < es un nuevo par¶ametro tal que:

¡1
3
∙ ® ∙ 0

° =
1¡ 2®
2

¯ =
(1¡ ®)2

4

Este operador da lugar a un algoritmo impl¶³cito incondicionalmente estable y permite
introducir una cierta disipaci¶on o amortiguamiento num¶erico sin p¶erdida de precisi¶on. El
par¶ametro ® es el que determina la magnitud de la disipaci¶on. La disipaci¶on es m¶axima
para ® = ¡1

3 y se anula para ® = 0. Para ® = 0 el operador de Hilber-Hughes-Taylor se
transforma en el operador de la aceleraci¶on promedio.
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Cap¶³tulo 11

Estimaci¶on a posteriori del error

11.1 Introducci¶on

El c¶alculo por el MEF aparece, cada vez m¶as, integrado en aplicaciones llamadas de
ingenier¶³a asistida por ordenador (CAE), en las que se trata de reunir en un mismo entorno
inform¶atico todas las herramientas necesarias para el proyecto. De este modo, existen
en el mercado paquetes de programas con un m¶odulo de dibujo asistido por ordenador
(CAD), que sirve para introducir la geometr¶³a, otro m¶odulo de c¶alculo (FEA), que eval¶ua
el funcionamiento del prototipo y, a veces, hasta un tercer m¶odulo que prepara la salida
para las m¶aquinas de control num¶erico (CAM). La idea es que no tiene mucho sentido
generar varios conjuntos de modelos, uno para el dibujo o representaci¶on, otro para el
c¶alculo, un tercero para la fabricaci¶on, etc. El objetivo es disponer de una base de datos
com¶un a la que acceden las distintas aplicaciones. Es lo que se conoce a veces como
ingenier¶³a concurrente.

En un entorno de trabajo \integrado" de este estilo, resulta posible que proyectistas o
ingenieros novicios, con muy poco conocimiento del MEF, construyan modelos de c¶alculo y
produzcan resultados. Resultados enmarcados de tal modo por la impresionante potencia
gr¶a¯ca de los ordenadores actuales, que puede que el usuario no sea consciente siquiera de
que sus comprobaciones tensionales, o de otro tipo, se basan en una aproximaci¶on y de
que la calidad de esta aproximaci¶on es, en principio, desconocida para ¶el.

As¶³, se detecta una cierta tendencia a convertir el MEF en una especie de \caja ne-
gra" para la producci¶on de resultados y esto no est¶a exento de peligro, sobre todo en
empresas poco tecni¯cadas u o¯cinas t¶ecnicas peque~nas, donde lo m¶as probable es que no
exista ning¶un especialista capaz de corregir los abusos a los que se prestan los programas
comerciales.

Por otro lado, aun utilizando el MEF de forma consciente y conociendo sus limitaciones,
muchas veces resulta dif¶³cil dar con el mallado m¶as adecuado o estimar la precisi¶on de los
resultados obtenidos. Esto es especialmente cierto cuando se aborda por primera vez un
problema determinado.

Las situaciones anteriores tienen un denominador com¶un: resulta deseable disponer de
medidas cuantitativas de la calidad de las soluciones aproximadas calculadas mediante el
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MEF. La introducci¶on de esta clase de medidas permitir¶³a establecer un control de calidad
sistem¶atico, basado en tolerancias prestablecidas.

El atractivo de esta idea ha hecho que, desde principios de la d¶ecada de los ochenta, se
dedicara un esfuerzo investigador considerable a establecer procedimientos de estimaci¶on
del error en las soluciones que da el MEF. El objetivo es obtener lo que se vino en llamar
estimadores a posteriori del error o ¶³ndices que utilizan los propios resultados del c¶alculo
para proporcionar una medida de la calidad de los mismos.

En la actualidad existen algunos m¶etodos que permiten obtener aproximaciones muy
razonables al error cometido. En general, dichos m¶etodos se concentran en el error de
discretizaci¶on que lleva consigo el MEF, ya que se supone que la geometr¶³a y las acciones
exteriores han sido correctamente representadas y no se tienen en cuenta los errores debidos
a la aritm¶etica ¯nita del ordenador.

Los primeros ¶³ndices de esta clase aparecieron en los programas comerciales de c¶alculo
hacia el comienzo de la d¶ecada de los noventa. No tienen todav¶³a un uso muy extendido
dentro del conjunto de los usuarios, probablemente porque el usuario medio no sabe inter-
pretarlos bien y porque, salvo en muy pocos casos, no van acompa~nados de procedimientos
autom¶aticos de mejora de la soluci¶on para cuando la calidad de la misma no sea aceptable.
Es decir, el usuario medio no sabe decidir si el ¶³ndice de calidad calculado corresponde o
no a una calidad su¯ciente y, cuando piensa que la calidad no es su¯ciente, tampoco sabe
c¶omo utilizar los ¶³ndices obtenidos para mejorar su soluci¶on.

La aplicaci¶on m¶as natural de la estimaci¶on del error son los llamados procesos de
c¶alculo adaptables, en los que, parti¶endose de una soluci¶on de calidad muy baja, ¶esta se
va enriqueciendo por sucesivos re¯namientos hasta que las medidas de calidad cumplen
unos requisitos ¯jados de antemano. Son este tipo de procesos los m¶as apropiados para ser
incluidos casi como cajas negras dentro de un paquete integrado de CAE. Su \adaptivi-
dad" hace que las soluciones que proporcionan sean relativamente insensibles aun a graves
errores en la preparaci¶on del modelo inicial. Errores tales que podr¶³an hacer inservibles
los resultados de un c¶alculo convencional.

Se trata en este cap¶³tulo de introducir primero ciertos conceptos b¶asicos, para luego
presentar alguno de los estimadores de error disponibles y el esquema b¶asico de un proceso
de c¶alculo adaptable.

11.2 Conceptos b¶asicos

El primer concepto que debe introducirse es el de error de discretizaci¶on. Este error se
de¯ne como:

er ´ u¡ ~u en ­

donde u es la soluci¶on exacta para el campo inc¶ognita b¶asica, ~u es la aproximaci¶on obtenida
por el MEF y ­ es el dominio de de¯nici¶on del problema. El error de discretizaci¶on es pues
una funci¶on de punto y no es calculable, ya que su conocimiento implicar¶³a el conocimiento
de la soluci¶on exacta. Las medidas de la calidad se basan entonces en estimaciones de la
soluci¶on exacta u o en las manifestaciones del campo de errores er.
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La magnitud del error se de¯ne habitualmente como una norma del campo er. Ejem-
plos de normas son la norma L2:

kerk2L2 ´
Z
­
etrer d­

y la norma energ¶etica asociada a la forma d¶ebil punto de partida de las ecuaciones del
MEF. En un problema de elasticidad la norma energ¶etica es:

kerk2 ´
Z
­
¾er : "er d­

donde ¾er y "er son los campos de tensiones y deformaciones derivados del campo de
desplazamientos er.

Normalmente, ante una soluci¶on aproximada ~u, se tiene inter¶es en dos aspectos del
error de discretizaci¶on cometido. Por un lado, interesa tener una medida global de la
calidad de la soluci¶on aproximada. Esto permite decidir sobre si la soluci¶on es aceptable
o no. Por otro lado, tambi¶en es importante conocer la distribuci¶on del error a lo largo del
dominio, ya que esto se~nala las zonas en que debe incidirse para mejorar la calidad global
de la soluci¶on.

As¶³, se suele llamar estimador de error a cualquier medida que aproxime la magnitud
del campo de errores en el dominio del problema y que, por tanto, proporcione un ¶³ndice
global de la calidad de la misma. Por contraste, se llama indicador de error a cualquier
medida sobre la distribuci¶on del error a lo largo del dominio de c¶alculo y que, por tanto,
proporcione informaci¶on para re¯nar la soluci¶on de modo e¯ciente.

Los estimadores de error son expresi¶on directa de la calidad de una soluci¶on apro-
ximada, mientras que los indicadores proporcionan un mapa de la distribuci¶on relativa
del error. Ambas categor¶³as no son excluyentes. Por ejemplo, medidas locales absolutas
del error pueden emplearse como indicadores de cara al re¯namiento de una malla de
elementos ¯nitos.

11.3 Indicadores y estimadores de error

En esta secci¶on se pasa revista a algunos de los indicadores y estimadores de error dispo-
nibles actualmente.

11.3.1 Densidad de energ¶³a de deformaci¶on (SED)

Los gradientes de la densidad de energ¶³a de deformaci¶on (\Strain Energy Density" - SED),
entendiendo este concepto en sentido generalizado, se han utilizado mucho para identi¯-
car las zonas del mallado en donde es m¶as conveniente el re¯namiento, esto es, como
indicadores de error.

La idea es la siguiente. El MEF es un procedimiento ¶optimo en sentido energ¶etico.
Tiende a minimizar la diferencia entre la norma energ¶etica exacta y la aproximada:
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kuk2 ¡ k~uk2 =
Z
­
¾ : "d­¡

Z
­
¾u : "u d­| {z }

en elasticidad

Por lo tanto, se obtendr¶an mejores soluciones cuanto mejor se represente la norma energ¶etica
de la soluci¶on exacta. As¶³, la soluci¶on aproximada ser¶a tanto mejor cuanto mejor se apro-
xime la funci¶on subintegral en el c¶alculo su norma energ¶etica. En problemas de elasticidad
esta cantidad subintegral es una densidad de energ¶³a de deformaci¶on ¾u : "u. En general,
har¶a falta mayor discretizaci¶on en una zona cuanto mayor sea el gradiente de densidad
de energ¶³a de deformaci¶on en ella. Por ejemplo, con elementos de deformaci¶on constante,
esto signi¯ca incrementar el n¶umero de los mismos en las zonas con mayores saltos en la
densidad de energ¶³a al pasar de un elemento a otro.

Mediante esta t¶ecnica, relativamente sencilla de implementar, se obtiene informaci¶on
sobre d¶onde resulta m¶as conveniente re¯nar la discretizaci¶on, pero no un ¶³ndice de calidad
global de la soluci¶on. Es decir, se obtiene un indicador de error, pero no un estimador, en
el sentido explicado en la secci¶on anterior.

11.3.2 Normas de residuos

La soluci¶on aproximada ~u se obtiene por el MEF a partir de la forma d¶ebil de las ecuaciones
que rigen el problema. Como ~u no es la soluci¶on exacta, si se introduce en las ecuaciones de
la forma fuerte, no las cumplir¶a y dar¶a lugar a una funci¶on de punto o campo de residuos
ru de¯nido en el dominio ­.

Por ejemplo, en el caso del problema el¶astico, el campo de residuos se obtiene al
sustituir ~u en la forma fuerte de las ecuaciones de equilibrio:

div¾u + b = ru 6= 0
ru : ­ ¡! <3

El campo de residuos es una manifestaci¶on o consecuencia de que exista error en
la soluci¶on aproximada. Se han propuesto entonces diversos estimadores de error que
intentan acotar superiormente la norma energ¶etica del campo de errores kerk utilizando
normas del campo de residuos. Dichos estimadores se encuentran entre los mejores de
que se dispone actualmente. Su principal inconveniente es el enorme costo en tiempo de
c¶alculo que requiere el c¶alculo de los residuos, que puede ser del orden del necesario para
la construcci¶on de la matriz de rigidez global del problema.

Por otro lado, estos estimadores se construyen en base a la suma de contribuciones
locales, que pueden ser empleadas a su vez como indicadores de la distribuci¶on del error,
para gu¶³ar un proceso de re¯namiento de la soluci¶on aproximada.

11.3.3 Estimadores del tipo Z2

Los estimadores del tipo Z2 aparecieron como un intento de reducir los tiempos de c¶alculo
asociados a la estimaci¶on del error basada en normas de residuos y, sobre todo, con la idea
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de una f¶acil implementaci¶on dentro de la estructura habitual de los programas de c¶alculo.
Su fundamento es la evaluaci¶on de la diferencia entre las tensiones que resultan del

c¶alculo con elementos ¯nitos y una proyecci¶on continua o \alisada" de dichas tensiones, la
cual se postula que tiene un orden de precisi¶on superior. Enti¶endase aqu¶³ el concepto de
\tensi¶on" en el sentido generalizado de un \gradiente del campo inc¶ognita b¶asica".

Se han propuesto diversos procedimientos para la obtenci¶on de la proyecci¶on continua
de las tensiones calculadas por el MEF en una soluci¶on alisada. El m¶as sencillo consiste
en extrapolar el valor de la tensi¶on a los nodos, promediar en cada nodo el valor de la
tensi¶on suministrado por los elementos que se conectan al mismo y utilizar estas medias
nodales y las funciones de forma N para de¯nir el campo alisado de tensiones. De este
modo, dentro de cada elemento el campo alisado es:

¾¤ =N¾e

donde ¾e representa el vector de promedios nodales de tensi¶on.
El campo ¾¤ de¯nido de esta manera puede postularse que es una mejor aproximaci¶on

de la soluci¶on exacta en tensiones que el campo ¾u que se deriva directamente de la
soluci¶on calculada en desplazamientos ~u. Resulta razonable entonces aproximar el error
en tensiones como la diferencia:

¾ ¡¾u ¼ ¾¤ ¡¾u

y entonces estimar la norma energ¶etica del error como la energ¶³a de deformaci¶on asociada
a esta diferencia. Esto es:

kerk2 ¼
Z
­
(¾¤ ¡¾u)tD¡1(¾¤ ¡¾u)d­

donde D es una matriz de coe¯cientes el¶asticos. La integral anterior se calcula como suma
de integrales extendidas a los dominios elementales y entonces cada sumando puede ser
utilizado como indicador local del error en el elemento correspondiente.

11.3.4 Estimadores basados en diferencias entre funcionales

Cuando un problema admite una formulaci¶on variacional, normalmente pueden utilizarse
diferentes principios variacionales para resolverlo. Los funcionales asociados a estos prin-
cipios se derivan unos de otros utilizando la t¶ecnica de los multiplicadores de Lagrange.
De un funcional a otro cambia el n¶umero de campos independientes y cambian tambi¶en
las restricciones que delimitan los espacios de funciones de los que se toman estos campos.

Sin embargo, los funcionales gozan de la propiedad de que, si se sustituyen en ellos
los campos soluci¶on exacta, entonces todos adoptan el mismo valor. Esto es, la soluci¶on
exacta del problema hace que todos los funcionales valgan lo mismo.

As¶³, las diferencias entre los valores de los funcionales para una soluci¶on aproximada
constituyen una manifestaci¶on del error de discretizaci¶on y puede ser aprovechada para
estimarlo.

Frente a estimadores de otras clases, los estimadores basados en diferencias entre fun-
cionales tienen la ventaja de que se eval¶uan elemento a elemento de forma independiente,
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sin ser necesario el c¶alculo de promedios nodales ni de saltos interelementales. Desde el
punto de vista te¶orico, no requieren para su aplicaci¶on ninguna condici¶on de suavidad o
lisura en la soluci¶on exacta, la cual puede exhibir discontinuidades.

Por contra, la evaluaci¶on de esta clase de estimadores requiere disponer de varios
campos independientes, para poder evaluar al menos un funcional multicampo. Esto hace
que no puedan utilizarse con facilidad en elementos basados en la formulaci¶on convencional,
donde s¶olo existe un campo independiente.

El punto clave de un estimador de esta clase es la elecci¶on de los funcionales por cuya
diferencia se estima el error. Si estos funcionales se escogen de manera que converjan hacia
su valor exacto uno por la derecha y otro por la izquierda, entonces su diferencia ser¶a una
cota superior del error en la energ¶³a y, por tanto, un estimador excelente.

Como los estimadores se calculan elemento a elemento, las contribuciones elementales
pueden utilizarse como indicadores de error para gu¶³ar el re¯namiento de la soluci¶on.

11.4 Procesos adaptables

Aun cuando la estimaci¶on del error cometido en un an¶alisis determinado y el conocimiento
de su distribuci¶on a lo largo de la malla empleada son aspectos esenciales, ¶estos no pueden
considerarse m¶as que un primer paso. Conocida la calidad de la soluci¶on aproximada, el
ingeniero debe poseer las herramientas necesarias para poder re¯nar esta soluci¶on de modo
e¯ciente en el caso de que no se considere aceptable la calidad obtenida. Este es precisa-
mente el papel de los procesos adaptables, los cuales tienen como objetivo proporcionar
de modo m¶as o menos autom¶atico soluciones acordes con la calidad exigida.

El diagrama de °ujo de un proceso adaptable es el siguiente:¾
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El nivel de calidad de la soluci¶on se eval¶ua mediante un estimador del error global.
Si el nivel de calidad no se considera su¯ciente, la discretizaci¶on se enriquece tratando de
uniformizar la distribuci¶on del error a lo largo de la malla que dan los indicadores de error.

Existen dos formas b¶asicas de enriquecer una malla de elementos ¯nitos, esto es, de
introducir m¶as grados de libertad en aquellas zonas que se identi¯can como generadoras
de m¶as error. En un c¶alculo convencional, en el que se utiliza un tipo de elemento deter-
minado, el ¶unico medio de enriquecer la malla es subdividiendo los elementos en elementos
m¶as peque~nos. Esta clase de re¯namiento se conoce con el nombre de re¯namiento h.

Hay otra alternativa, que es hacer m¶as rica la discretizaci¶on incrementando el orden de
los polinomios que constituyen las funciones de aproximaci¶on o funciones de forma dentro
de cada elemento. Es lo que se conoce como re¯namiento p. De esta manera, la malla
permanece siempre con el mismo n¶umero de elementos.

Se puede pensar tambi¶en en formas mixtas de re¯namiento h-p, las cuales combinan
las dos clases de re¯namiento anteriores.
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Cap¶³tulo 12

Conceptos b¶asicos de la Mec¶anica
de S¶olidos

12.1 Introducci¶on

Se inician con este cap¶³tulo los temas dedicados a la aplicaci¶on del MEF a problemas no
lineales.

Se dice que un problema es lineal cuando existe proporcionalidad entre las acciones y
las respuestas, es decir, si la respuesta es una funci¶on lineal de las acciones. Un problema
es no lineal en cualquier otro caso.

La aplicaci¶on del MEF a problemas no lineales es una generalizaci¶on de las ideas de-
sarrolladas para problemas lineales. El principio b¶asico de discretizaci¶on del dominio de
c¶alculo es el mismo, aunque la naturaleza de los problemas da lugar ahora a sistemas
discretos no lineales, m¶as dif¶³ciles de tratar num¶ericamente y para los cuales se han ido
desarrollando algoritmos y procedimientos de c¶alculo mucho m¶as complejos que los utili-
zados en problemas lineales.

Sin embargo, a la hora de abordar la aplicaci¶on del MEF a esta clase de problemas
el primer escollo con que se encuentra el estudioso no es la complejidad de los algoritmos
de c¶alculo, sino que la teor¶³a b¶asica de su problema, aquella que es previa a la aplicaci¶on
del MEF, es tambi¶en mucho m¶as compleja que la que hay detr¶as de los problemas lineales
convencionales y, adem¶as, no le resulta familiar.

El aumento de la potencia de los ordenadores y el desarrollo paralelo del MEF ha
permitido utilizar intensivamente conceptos y teor¶³as que, hasta hace pocos a~nos, hab¶³an
tenido poca aplicaci¶on pr¶actica y que, por tanto, hab¶³an recibido en general una atenci¶on
relativamente escasa. De este modo, se da la paradoja de que el MEF pone al alcance del
ingeniero la aplicaci¶on pr¶actica de herramientas te¶oricas muy poderosas para describir la
realidad f¶³sica, pero el ingeniero se encuentra con que no ha recibido su¯ciente formaci¶on
b¶asica acerca de esas teor¶³as y se siente inc¶omodo utiliz¶andolas.

Intentando sortear esta di¯cultad, se introducen en este cap¶³tulo algunos conceptos
b¶asicos de la Mec¶anica de S¶olidos, los cuales resultan necesarios para el estudio de pro-
blemas no lineales dentro de esta disciplina. Estos conceptos son previos a la aplicaci¶on
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del MEF pero, por razones obvias, deben conocerse antes de emplear ¶esta o cualquier otra
t¶ecnica num¶erica, ya que forman parte de la propia de¯nici¶on del problema.

Una vez m¶as se ha elegido la Mec¶anica de S¶olidos como veh¶³culo para explicar la
aplicaci¶on del MEF, por ser ¶este el campo de utilizaci¶on m¶as corriente. Los interesados
en otras disciplinas deber¶an hacer un esfuerzo de abstracci¶on a¶un mayor que el exigido en
los cap¶³tulos anteriores.

12.2 Fuentes de no linealidad en Mec¶anica de S¶olidos

En Mec¶anica de S¶olidos y Estructuras existen cuatro fuentes de no linealidad:

1. Comportamiento del material

El comportamiento del material deja de ser lineal cuando las tensiones ya no son
proporcionales a las deformaciones. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se utilizan
modelos de plasticidad, hiperelasticidad o da~no para representar la respuesta del
material.

2. Magnitud de la deformaci¶on

La cinem¶atica del movimiento del s¶olido o de la estructura puede hacer que las
deformaciones dejen de ser una funci¶on lineal de los desplazamientos. Esto ocurre
cuando las acciones dan lugar a movimientos que ya no son \peque~nos" con respecto
a las dimensiones del dominio de c¶alculo. Entonces, adem¶as, el propio dominio de
c¶alculo cambia a lo largo del problema.

3. Condiciones de contorno

Las restricciones al movimiento pueden alterarse con la aplicaci¶on de las acciones,
dando lugar tambi¶en a una falta de proporcionalidad en la respuesta. Es el caso de
los problemas en los que el contacto entre diferentes componentes se establece o se
pierde a lo largo de la historia de cargas.

4. Fuerzas aplicadas

Las fuerzas aplicadas pueden ser tambi¶en una fuente de no linealidad cuando ¶estas
se vinculan a la deformaci¶on del dominio. Es por ejemplo el caso de una presi¶on
constante aplicada sobre un ¶area creciente con la deformaci¶on o el de una fuerza
puntual que sigue una direcci¶on que var¶³a con la deformaci¶on de la estructura.

Un problema deja de ser lineal cuando en ¶el se mani¯esta una o varias de las causas
anteriores.

12.3 Tensor gradiente de deformaci¶on

En un problema estructural general, el analista describe la con¯guraci¶on inicial de la
estructura y busca su movimiento o deformaci¶on a lo largo de la historia de cargas. Si
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X 2 <3 representa la con¯guraci¶on inicial y t 2 < es el tiempo o un par¶ametro de carga,
se busca la con¯guraci¶on x 2 <3 en el instante de¯nido por t:

x = x(X; t) (12.1)

Es decir, una part¶³cula A de material inicialmente en la posici¶on X ocupar¶a una nueva
posici¶on x cuando el par¶ametro de carga valga t. El problema general consiste en encontrar
la de¯nici¶on de x en funci¶on de t.
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Si se supone que el material no se crea ni se destruye durante el movimiento y que el
movimiento no da lugar tampoco discontinuidades (grietas) dentro del dominio de c¶alculo,
entonces resulta que la correspondencia de¯nida por 12.1 es biun¶³voca y que la relaci¶on
12.1 puede ser invertida. Esto es, que 12.1 de¯ne tambi¶en la posici¶on inicial X a partir de
la posici¶on actual x y del par¶ametro de carga t.

En el entorno de la part¶³cula A el movimiento del medio continuo tiene dos compo-
nentes, una componente de s¶olido r¶³gido, que no da lugar a una respuesta tensional del
material, y una componente de deformaci¶on, a la cual se oponen fuerzas internas derivadas
de la estructura del material. En el estudio del movimiento conviene pues separar estas
dos componentes, ya que movilizan respuestas muy diferentes. Esto se consigue analizando
la evoluci¶on de dos part¶³culas pr¶oximas A y A0.
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En la con¯guraci¶on inicial la diferencia de posici¶on entre ambas part¶³culas vendr¶a
dada por AA0 = dX. Mientras que en la con¯guraci¶on actual la diferencia de posici¶on
ser¶a: AA0 = dx. La relaci¶on entre dX y dx puede obtenerse a partir de 12.1:

dx =
@x

@X
dX ´ FdX (12.2)

donde F es un tensor de segundo orden que se conoce con el nombre de tensor gradiente
de deformaci¶on. El tensor F es una funci¶on de punto.

12.4 Teorema de descomposici¶on polar

El estudio del tensor gradiente de deformaci¶on F es el que permite separar el movimiento
del entorno de un punto en la parte que da lugar a deformaci¶on y en la que s¶olo es un
movimiento de s¶olido r¶³gido.

La longitud inicial dL del segmento AA0 viene dada por:

dL2 = dXtdX

y la longitud actual dl:

dl2 = dxtdx

Se de¯ne entonces el cociente de alargamiento ¸ como:

¸ ´ dl

dL
=

s
dxtdx

dXtdX

El sentido f¶³sico del cociente de alargamiento es claro. Si ¸ = 1, entonces no ha habido
deformaci¶on en torno a A en la direcci¶on marcada por dX en la con¯guraci¶on inicial, s¶olo
movimiento de s¶olido r¶³gido.

Como a partir de 12.2 resulta que:

dl2 = dxtdx = dXtFtFdX

el cociente de alargamiento se puede poner como:

¸2 =
dXtFtFdX

dXtdX
=

dXt

p
dXtdX

FtF
dXt

p
dXtdX

=NtFtFN (12.3)

donde N es un vector unitario en la direcci¶on de dX.
La relaci¶on anterior permite, dada una part¶³cula A situada inicialmente en la posici¶on

X, medir el cociente de alargamiento seg¶un cualquier direcci¶on N que salga de ella. En
cada punto A el cociente de alargamiento ¸ es pues una funci¶on de la direcci¶on N. Se
puede entonces variar N buscando puntos estacionarios (m¶aximos o m¶³nimos) de ¸. Esto
es:

Hacer estacionario: ¸2(N) =NtFtFN con la condici¶on NtN¡ 1 = 0

120



Utilizando la t¶ecnica de los multiplicadores de Lagrange, los puntos estacionarios para
¸ se obtienen de:

©(N; p) = NtFtFN¡ p(NtN¡ 1) (12.4)

@©

@N
= FtFN¡ pN = 0 (12.5)

@©

@p
= NtN¡ 1 = 0 (12.6)

donde p es un multiplicador de Lagrange que, premultiplicando 12.5 por Nt y teniendo en
cuenta 12.3, resulta ser igual a ¸2.

De este modo, seg¶un 12.5 los puntos estacionarios de ¸ cumplen:

(FtF¡ ¸2I)N = 0 (12.7)

La relaci¶on 12.7 de¯ne un problema de autovalores que, por ser FtF una matriz
sim¶etrica de orden 3, proporciona tres direcciones NI , NII y NIII , ortogonales entre
s¶³, llamadas direcciones principales de deformaci¶on. Y proporciona tambi¶en tres cocientes
de alargamiento, ¸I , ¸II y ¸III , seg¶un esas direcciones, llamados alargamientos principales.

En la con¯guraci¶on actual, de¯nida por x, a los tres vectores unitarios NI , NII y NIII

les corresponden otros tres versores nI , nII y nIII , de modo que:

¸InI = FNI

¸IInII = FNII

¸IIInIII = FNIII

y los tres versores nI , nII y nIII forman tambi¶en un triedro ortogonal, ya que:

ntInII =
1

¸I

1

¸II
Nt
IF

tFNII =
¸II
¸I
Nt
INII = 0

e igualmente para los productos ntInIII y n
t
IInIII .

De este modo, al formar (nI , nII , nIII) un triedro ortogonal, resulta que ¶este podr¶a
obtenerse mediante una rotaci¶on de s¶olido r¶³gido a partir del triedro (NI , NII , NIII). Sea
R la transformaci¶on que representa esta rotaci¶on, entonces:

nI = RNI

nII = RNII

nIII = RNIII

y se cumplir¶a que Rt = R¡1.
Un vector dXI seg¶un NI en la con¯guraci¶on inicial se transforma en el vector dxI en

la con¯guraci¶on actual, tal que:
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dxI = ¸IR dXI

y an¶alogamente:

dxII = ¸IIR dXII

dxIII = ¸IIIR dXIII

Cualquier vector dX en la con¯guraci¶on inicial se puede poner como:

dX = dXI + dXII + dXIII = (N
t
I dX)NI + (N

t
II dX)NII + (N

t
III dX)NIII

por ser NI , NII , NIII un triedro ortonormal, con lo que se tiene:

dx = dxI + dxII + dxIII = ¸I R dXI + ¸IIR dXII + ¸IIIR dXIII

= ¸I R(N
t
I dX)NI + ¸IIR(N

t
II dX)NII + ¸III R(N

t
III dX)NIII

= ¸I RNI(N
t
I dX) + ¸IIRNII(N

t
II dX) + ¸III RNIII(N

t
III dX)

= R(¸I NIN
t
I + ¸II NIIN

t
II + ¸III NIIIN

t
III)dX

La relaci¶on anterior da lo que se conoce como descomposici¶on polar del tensor gradiente
de desplazamiento F. El tensor de segundo orden:

U ´ ¸I NIN
t
I + ¸II NIIN

t
II + ¸III NIIIN

t
III

es el tensor de alargamiento por la derecha y, con ¶el, la descomposici¶on polar de F se
escribe:

dx = F dX = RU dX (12.8)

Mediante un desarrollo similar al anterior puede llegarse tambi¶en a una descomposici¶on
polar de la forma:

dx = FdX = VRdX (12.9)

donde el tensor V es el tensor de alargamiento por la izquierda:

V ´ ¸I nIntI + ¸II nIIntII + ¸III nIIIntIII
El sentido f¶³sico que tiene la descomposici¶on polar 12.8 es que el movimiento en el

entorno de un puntoA dado porF puede descomponerse en dos transformaciones sucesivas,
un alargamiento puro en tres direcciones ortogonales, seguido de una rotaci¶on pura de
s¶olido r¶³gido. En la descomposici¶on 12.9 sucede al rev¶es, se produce primero la rotaci¶on
pura y luego el alargamiento seg¶un las tres direcciones ya giradas.
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12.5 Medidas de la deformaci¶on

Las medidas de deformaci¶on utilizadas en problemas generales se entienden mejor si se
considera primero el concepto de deformaci¶on en una dimensi¶on y luego se generaliza ¶este
a tres dimensiones utilizando el teorema de descomposici¶on polar.

En una dimensi¶on se ha introducido ya una medida de la deformaci¶on, el cociente de
alargamiento ¸. En un problema de estiramiento unidimensional con deformaci¶on uniforme
resulta que:

¸ =
L

L0

donde L es la longitud actual y L0 la longitud inicial.
Sin embargo, esta medida no es muy ¶util, por ejemplo, para estudiar la deformaci¶on

el¶astica de un componente de acero. En un acero estructural t¶³pico el m¶odulo de elasticidad
vale aproximadamente 210 GPa y la tensi¶on de °uencia, 260 MPa. Entonces, el valor del
cociente de alargamiento al alcanzarse el l¶³mite de °uencia ser¶a:

¸ =
L0 +¢L

L0
=
L0(1 +

0:260
210 )

L0
= 1:0012

Es decir, el primer d¶³gito de inter¶es se encuentra en la cuarta cifra signi¯cativa y eso no
es deseable.

Para evitar este inconveniente, se de¯nen en general medidas de deformaci¶on como
funciones f del cociente de alargamiento que cumplen las tres condiciones siguientes:

" = f(¸)

1. La deformaci¶on es nula cuando el cociente de alargamiento es igual a la unidad:

f (1) = 0

2. La derivada de la deformaci¶on es igual a uno cuando el cociente de alargamiento es
igual a la unidad:

df

d¸
(1) = 1

3. La deformaci¶on es creciente con el alargamiento y a cada valor de ¸ le corresponde
estrictamente un valor de la deformaci¶on:

df

d¸
> 0 8¸ > 0
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Las dos primeras condiciones tienen por objeto garantizar que todas las medidas de
deformaci¶on sean iguales para \peque~nas" deformaciones (¸ pr¶oximo a 1). En efecto,
desarrollando " en serie de Taylor alrededor de ¸ = 1, se tiene:

" = f(1) + (¸¡ 1) df
d¸
(1) +

1

2
(¸¡ 1)2 d

2f

d¸2
(1) + : : :

que para ¸ pr¶oximo a 1 da, teniendo en cuenta las condiciones impuestas a f :

" ¼ (¸¡ 1)

lo cual constituye la de¯nici¶on de deformaci¶on a la que estar¶a m¶as habituado el lector.
En cuanto a la tercera condici¶on, ¶esta es un poco arbitraria, ya que podr¶³a elegirse

tambi¶en la condici¶on contraria:

df

d¸
< 0 8¸ > 0

lo que dar¶³a lugar a deformaciones positivas al acortarse el material. Esto es lo m¶as c¶omodo
en problemas de Mec¶anica de Suelos.

Cumpliendo las tres condiciones anteriores existen muchas posibilidades para elegir la
funci¶on f medida de deformaciones. Las tres m¶as corrientes son las que siguen:

1. Deformaci¶on nominal o deformaci¶on de Biot.

fN(¸) = (¸¡ 1)

Llamada tambi¶en deformaci¶on ingenieril. Es la m¶as intuitiva. En un problema de
estiramiento unidimensional con deformaci¶on uniforme vale:

fN =
L¡ L0
L0

2. Deformaci¶on logar¶³tmica.

fL(¸) = ln(¸)

Esta medida es de uso corriente en problemas de plasticidad de metales ya que, cuan-
do se representan las curvas de tensi¶on-deformaci¶on equivalente correspondientes a
los ensayos de tracci¶on simple, de compresi¶on simple y de torsi¶on pura, se obtie-
nen curvas casi coincidentes si se emplean medidas de deformaci¶on logar¶³tmica para
calcular la deformaci¶on equivalente. En un problema de estiramiento unidimensional
con deformaci¶on uniforme la deformaci¶on logar¶³tmica vale:

fL = ln(
L

L0
)
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3. Deformaci¶on de Green.

fG(¸) =
1

2
(¸2 ¡ 1)

La generalizaci¶on de esta medida a problemas tridimensionales es muy f¶acil de ob-
tener a partir del tensor gradiente de deformaci¶on. Aprovechando la condici¶on de
que todas las medidas de deformaci¶on adoptan los mismos valores para \peque~nas"
deformaciones, esta medida se ha utilizado mucho en problemas de \grandes" des-
plazamientos pero \peque~nas" deformaciones. En un problema de estiramiento uni-
dimensional con deformaci¶on uniforme la deformaci¶on de Green vale:

fG =
1

2
(
L2

L20
¡ 1)

La elecci¶on de una medida de deformaci¶on u otra es un asunto estrictamente de como-
didad de empleo, a partir de dos consideraciones:

1. La facilidad con que la deformaci¶on puede ser calculada a partir de los desplaza-
mientos, ya que ¶estos ¶ultimos suelen ser las variables b¶asicas dentro de los modelos
de c¶alculo.

2. Lo apropiado de la medida de deformaci¶on para servir de base a un modelo de com-
portamiento del material, ya que la deformaci¶on es el v¶³nculo entre la cinem¶atica
o movimiento del continuo y la respuesta del material. En este sentido, por ejem-
plo, parece que la deformaci¶on logar¶³tmica es la m¶as adecuada para modelos de
plasticidad de metales.

Habiendo de¯nido la idea b¶asica de medida de deformaci¶on en una dimensi¶on, ¶esta se
puede generalizar a tres dimensiones haciendo uso del teorema de descomposici¶on polar.

Alrededor del punto material A la parte del movimiento del continuo que da lugar a
deformaci¶on se caracteriza completamente mediante seis variables: los tres cocientes de
alargamiento principal, ¸I , ¸II , ¸III , y la orientaci¶on de las tres direcciones principales de
alargamiento en la con¯guraci¶on de referencia, NI , NII , NIII .

Se pueden de¯nir entonces las deformaciones principales como:

"I = f(¸I)

"II = f(¸II)

"III = f(¸III)

y el tensor de deformaciones como:

" ´ "ININ
t
I + "IINIIN

t
II + "III NIIIN

t
III

Este tensor caracteriza completamente el estado de deformaci¶on en el entorno del punto
material.
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12.6 Tasa o velocidad de deformaci¶on

Muchos materiales con inter¶es pr¶actico presentan una respuesta tensional que, en cada ins-
tante, depende del camino de deformaci¶on que se haya recorrido. En estos casos el modelo
matem¶atico de la ley de comportamiento del material suele formularse de forma incremen-
tal, es decir, se relaciona un incremento de tensi¶on con el incremento de deformaci¶on. Es
el caso, en general, de los modelos de plasticidad.

La de¯nici¶on incremental de la deformaci¶on se hace a partir del tensor velocidad de
deformaci¶on, tambi¶en llamado tasa de deformaci¶on1.

La velocidad o tasa de cambio de posici¶on v de un punto material A es:

v =
@x

@t

Entonces, la diferencia de velocidad entre dos puntos vecinos A y A0 en la con¯guraci¶on
actual es:

dv =
@v

@x
dx = Ldx

en donde L recibe el nombre de tensor gradiente de velocidades.
De este modo se tiene, por un lado:

dv = Ldx = LF dX

y, por otro lado:

dv =
@(dx)

@t
=
@(F dX)

@t
= _F dX

luego el tensor gradiente de velocidades L cumple que:

LF = _F (12.10)

El tensor gradiente de velocidades L se descompone en la suma del tensor velocidad
de deformaci¶on D y el tensor velocidad de giro ­:

D =
1

2
(L+ Lt) =

1

2
(
@v

@x
+ (
@v

@x
)t)

­ =
1

2
(L¡ Lt)

Es el tensor D el que se emplea para de¯nir el comportamiento de los materiales seg¶un
modelos matem¶aticos de naturaleza incremental.

1En la terminolog¶³a anglosajona este tensor se conoce con el nombre de \strain rate tensor".
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12.7 Equilibrio y trabajo virtual

El problema del c¶alculo de tensiones en s¶olidos y estructuras se plantea como encontrar la
soluci¶on de movimientos, deformaciones y tensiones en un dominio de con¯guraci¶on inicial
­0 2 <3 que es sometido a una cierta historia de carga. En este contexto se entiende como
\carga" una serie de sucesos para los cuales se busca la respuesta del s¶olido o estructura.

Tanto en problemas lineales como no lineales, el punto de partida cl¶asico para la apli-
caci¶on de las t¶ecnicas de elementos ¯nitos es la forma d¶ebil de las ecuaciones de equilibrio:
el principio de los trabajos virtuales.

El principio de los trabajos virtuales tiene una naturaleza muy general y resulta v¶alido
como expresi¶on de las condiciones de equilibrio independientemente de la linealidad o
no del problema. Simplemente, en problemas geom¶etricamente no lineales, se debe ser
cuidadoso con los dominios de integraci¶on. Con la notaci¶on empleada en los cap¶³tulos
anteriores, el principio de los trabajos virtuales puede enunciarse como:

Dados los espacios S (desplazamientos admisibles) y V (variaciones o desplazamien-
tos virtuales):

S = f~u 2 H1(­) j ~u = ¹d en Sdg

V = f±~u 2 H1(­) j ±~u = 0 en Sdg

Encontrar u 2 S, de manera que:

(¾u; e±u)­ = (b; ±~u)­ + [¹t; ±~u]St 8±~u 2 V (12.11)

En el caso de problemas geom¶etricamente no lineales hay que ser consciente de que los
dominios ­, Sd y St corresponden a la con¯guraci¶on \actual" del s¶olido o estructura y que
¾ corresponde a la tensi¶on verdadera o de Cauchy. Tambi¶en est¶a impl¶³cito en la ecuaci¶on
del trabajo virtual 12.11 que el desplazamiento ±u tiene una magnitud \peque~na", para
no alterar los dominios de integraci¶on.

Precisamente, para no dejar lugar a dudas respecto a esto ¶ultimo, se suele trabajar
con velocidades virtuales ±v en vez de con desplazamientos virtuales ±u. Si el problema es
est¶atico, el tiempo en el que se basa la de¯nici¶on de velocidad virtual es un tiempo ¯cticio,
asociado al avance por el proceso de carga.

Matem¶aticamente, se trata simplemente de un cambio de notaci¶on, desde ±u a ±v. La
ecuaci¶on 12.11 se escribe ahora:

(¾u;D±v)­ = (b; ±~v)­ + [¹t; ±~v]St 8±~v 2 V (12.12)

Desde el punto de vista f¶³sico, la ecuaci¶on 12.12 se lee como que la potencia desarrollada
por las fuerzas interiores con la velocidad de deformaci¶on virtual es igual a la potencia
desarrollada por las fuerzas exteriores en el campo de velocidad virtual.
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12.8 Medidas de tensi¶on

La ecuaci¶on de los trabajos virtuales constituye la expresi¶on \d¶ebil" de las condiciones de
equilibrio y es el punto de partida de la aplicaci¶on del MEF.

En la ecuaci¶on de los trabajos virtuales 12.12, el t¶ermino correspondiente a la potencia
de las fuerzas interiores se expresa en funci¶on del tensor de tensiones verdaderas o tensiones
de Cauchy, ¾, y del tensor de velocidad de deformaci¶on virtual, D, es decir:

(¾u;D±v)­ ´
Z
­
¾u : D±v d­

donde ¾u representa las tensiones actuales en el s¶olido y D±v la velocidad de deformaci¶on
virtual. Ambos campos de¯nidos en el volumen actual ­.

Resulta a veces conveniente, o m¶as c¶omodo, realizar la integral anterior sobre el dominio
­0 que corresponde al volumen original o de referencia del s¶olido. Para ello se realiza el
cambio de variables de¯nido por la transformaci¶on 12.1. Es decir:Z

­
¾u(x) : D±v(x)d­ =

Z
­0
¾u(X) : D±v(X) det(

@x

@X
)d­0 =

Z
­0
J¾u(X) : D±v(X)d­0

donde J es el determinante del jacobiano de la transformaci¶on 12.1:

J ´ det( @x
@X

) = det(F) =
d­

d­0

El tensor J¾u es una medida de tensi¶on \¯cticia" que se conoce con el nombre de
tensor de tensiones de Kirchho®.

Por otro lado, una medida de deformaci¶on que se utiliza mucho, por lo f¶acil que resulta
su c¶alculo, es la deformaci¶on de Green. El tensor de deformaciones de Green es:

"g ´ 1

2
(FtF¡ I)

Puede entonces resultar c¶omodo calcular la integral correspondiente a la potencia de
las fuerzas interiores utilizando la tasa o velocidad de deformaci¶on de Green:

_"g =
1

2
( _FtF+Ft _F)

A partir de 12.10, se tiene que:

_"g =
1

2
Ft(Lt + L)F = FtDF

o

D = F¡t _"g F¡1

Entonces, en la ecuaci¶on de los trabajos virtuales, se tendr¶a:
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Z
­
¾ : Dd­ =

Z
­0
J¾ : D d­0 =

Z
­0
J¾ : (F¡t _"g F¡1)d­0 =

Z
­0
J(F¡1¾F¡t) : _"g d­0

(12.13)
En donde se ha hecho uso de que si A, B y C son tres matrices cuadradas, se cumple:

(AB) : Ct = (CA) : Bt = (BC) : At

El tensor de tensiones que aparece en el ¶ultimo t¶ermino de 12.13 es otra medida ¯cticia
de tensi¶on que se conoce con el nombre de segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchho®:

S ´ J(F¡1¾F¡t)

N¶otese que en la ecuaci¶on de los trabajos virtuales deben emplearse medidas conjuga-
das de tensi¶on y deformaci¶on para el c¶alculo de la potencia desarrollada por las fuerzas
interiores en el campo de velocidades virtual. En este sentido, dependiendo de la medida
de velocidad de deformaci¶on que se utilice, debe tomarse una u otra medida de tensi¶on.
Los casos analizados en esta secci¶on son los m¶as corrientes en la pr¶actica y se resumen en
la tabla siguiente.

Deformaci¶on Tensi¶on conjugada Dominio de integraci¶on

Velocidad de deformaci¶on D Verdadera ¾ Actual ­
Velocidad de deformaci¶on D Kirchho® J¾ De referencia ­0

Tasa de deformaci¶on de Green _"g 2o Piola-Kirchho® S De referencia ­0

12.9 Tasa o velocidad de cambio de la tensi¶on

Como ya se ha se~nalado, muchos modelos constitutivos o de comportamiento del material
se formulan de manera incremental. En esta clase de modelos se obtiene un incremento
de tensi¶on en funci¶on de un incremento de deformaci¶on.

Algunas medidas de tensi¶on, como el tensor de tensiones verdaderas o el tensor de
Kirchho®, est¶an asociadas a direcciones espaciales dentro de la con¯guraci¶on actual ­.
Entonces resulta necesario separar el incremento de tensi¶on en dos partes, una debida
a la variaci¶on de las direcciones espaciales (por el movimiento del s¶olido o cambio en la
con¯guraci¶on actual) y otra ocasionada por la respuesta del material al incremento de
deformaci¶on. La primera se deriva de la cinem¶atica del movimiento y la segunda es la que
proporciona el modelo de comportamiento del material.

La diferencia entre ambas componentes del incremento de tensi¶on se visualiza mediante
el siguiente ejemplo. Sea una barra de secci¶on A sometida a una fuerza axil P constante
de tracci¶on en cada uno de sus extremos. La barra gira alrededor de su punto medio, de
manera que en el instante t = t1 se encuentra paralela al eje X y en el instante t = t2
es paralela al eje Y . En el instante t = t1 la tensi¶on verdadera vale ¾xx =

P
A y ¾yy = 0.

Mientras que en el instante t = t2 vale ¾xx = 0 y ¾yy =
P
A . Resulta entonces que en el
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intervalo [t1; t2] ha habido un cambio de las componentes del tensor de tensiones: d¾xx 6= 0
y d¾yy 6= 0. Sin embargo, esta variaci¶on de las tensiones tiene que ver con el movimiento
de s¶olido r¶³gido de la barra y no con la respuesta del material a la deformaci¶on.

- X

6
Y

¾P - P t = t1

?
P

6

P

t = t2

Sea e®, ® = 1; 2; 3 una base de tres vectores r¶³gidamente unidos a un punto material A
del s¶olido. Los tres vectores forman un triedro r¶³gido que gira igual que lo hace el material
en A.

En A se tiene un tensor gradiente de velocidades L:

L = D+­

y se cumplir¶a que:

_e® = ­e®

Entonces, si se considera un tensor de segundo orden T de¯nido en A con arreglo a
la con¯guraci¶on actual del s¶olido (p.ej. el tensor de tensiones verdaderas), ¶este se podr¶a
poner como:

T = T®¯ e®e
t
¯

y su derivada con respecto al tiempo:
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_T = _T®¯ e®e
t
¯ + T

®¯ _e®e
t
¯ + T

®¯ e® _e
t
¯

= _T®¯ e®e
t
¯ + T

®¯­e®e
t
¯ + T

®¯ e® e
t
¯­

t

=
r
T +­T+T­

t

En la relaci¶on anterior, el primer sumando del segundo miembro se conoce con el

nombre de tasa de variaci¶on corrotacional del tensor T, o tasa de Jaumann
r
T.

En el caso de que T sea el tensor de tensiones verdaderas, la tasa de Jaumann es la
parte de la variaci¶on de las tensiones que corresponde a la respuesta del material. Los
otros dos sumandos proporcionan la variaci¶on de T debida al giro de s¶olido r¶³gido del
entorno del punto material A.

12.10 Partici¶on aditiva de la velocidad de deformaci¶on

En muchos problemas de inter¶es industrial las deformaciones el¶asticas o recuperables de
los materiales son muy peque~nas si se comparan con las deformaciones pl¶asticas o no
recuperables. Este hecho permite simpli¯car la descripci¶on de la deformaci¶on del medio
continuo.

Se puede suponer que en cualquier instante del proceso de deformaci¶on el material
tiene un estado natural de referencia. Dicho estado de referencia ser¶³a aquel al que tiende
el material al descargarlo de todas las acciones exteriores que act¶uan sobre ¶el. As¶³, en un
instante del proceso de deformaci¶on se puede aislar un elemento de volumen y descargarlo
de todas las tensiones que se ejercen sobre el mismo. La transformaci¶on asociada a este
proceso de descarga ser¶a F¡1el , la inversa de la deformaci¶on recuperable.

La deformaci¶on no recuperable ser¶a la deformaci¶on restante:

Fpl = F
¡1
el F

De la relaci¶on anterior se sigue una descomposici¶on de la transformaci¶on representada por
el tensor gradiente de deformaci¶on en una parte recuperable y otra no recuperable:

F = Fel Fpl

Por otro lado, el tensor gradiente de velocidades con respecto a la con¯guraci¶on actual
es:

L = _FF¡1

= ( _FelFpl +Fel _Fpl)(F
¡1
pl F

¡1
el )

= _Fel F
¡1
el +Fel

_FplF
¡1
pl F

¡1
el

= Lel +FelLplF
¡1
el
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por analog¶³a con la de¯nici¶on de L.
El teorema de descomposici¶on polar puede tambi¶en escribirse, separando la deforma-

ci¶on recuperable de la no recuperable, como:

F = VelVplR = FelFpl

Y si la deformaci¶on recuperable es peque~na, Vel se podr¶a poner como:

Vel = I+ "el

con deformaciones principales j"I j; j"II j; j"III j << 1. Entonces se tendr¶a:

Fel ´ Vel = (1+ "elI )nIn
t
I + (1 + "elII )nIIn

t
II + (1 + "elIII)nIIIn

t
III

y

L = Lel + (I+ "el)Lpl(I+ "el)
¡1 ¼ Lel +Lpl

Tomando entonces la parte sim¶etrica de L, se llega a:

_" ¼ _"el + _"pl

que es la descomposici¶on aditiva cl¶asica del incremento de deformaci¶on en una parte
el¶astica o recuperable y en otra parte no recuperable. Como se ha visto, esta descom-
posici¶on s¶olo es estrictamente v¶alida en un problema general cuando la deformaci¶on recu-
perable es peque~na.

132



Cap¶³tulo 13

Procedimientos de c¶alculo (III)

13.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo se presenta la sistem¶atica general del MEF en problemas no lineales.
Al igual que en problemas lineales, la sistem¶atica del MEF permite pasar del problema
planteado sobre un medio continuo a un problema discreto energ¶eticamente equivalente.

Las ecuaciones que de¯nen el problema discreto no son lineales. Para resolverlas exis-
ten en la pr¶actica dos grandes familias de procedimientos, los procedimientos impl¶³citos,
basados en el m¶etodo de Newton-Raphson y sus variantes, y los procedimientos expl¶³citos,
que son una generalizaci¶on de los algoritmos de integraci¶on expl¶³cita introducidos en el
cap¶³tulo 10 para problemas no estacionarios. En este cap¶³tulo se presentan tambi¶en las
l¶³neas generales de ambas categor¶³as de procedimientos.

Estas dos familias de procedimientos de¯nen las dos clases de programas de c¶alculo
disponibles hoy en d¶³a en el mercado para abordar problemas no lineales.

13.2 La \receta" del MEF en problemas no lineales

La sistem¶atica del MEF en problemas no lineales sigue las mismas etapas que la presentada
en el cap¶³tulo 4 para problemas lineales. Al igual que entonces, el punto de partida es una
forma d¶ebil del problema de campo que se trata de resolver.

En el caso de problemas de Mec¶anica de S¶olidos, el punto de partida puede ser el
principio de los trabajos virtuales, enunciado como:

Dados los espacios S (desplazamientos admisibles) y V (variaciones o velocidades
virtuales):

S = f~u 2 H1(­) j ~u = ¹d en Sdg

V = f±~v 2 H1(­) j ±~v = 0 en Sdg
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Encontrar u 2 S, de manera que:

(¾u;D±v)­ = (b; ±~v)­ + [¹t; ±~v]St 8±~v 2 V (13.1)

con la notaci¶on utilizada en los cap¶³tulos anteriores.
A partir de esta forma d¶ebil de las condiciones de equilibrio, la receta del MEF es la

siguiente:

1. Dividir el dominio de c¶alculo ­ en subdominios o elementos:

­ =
[
i

­i
\
i

­i = ;

2. Dentro de cada elemento ­i, aproximar los campos inc¶ognita que intervienen en la
ecuaci¶on integral 13.1:

~u = Nae

±~v = N ±ae

D±v = ¯ ±ae

¾u = funci¶on no lineal de ~u = f(ae)

donde N es la matriz de funciones de forma; ±ae y ae son vectores de coe¯cientes
inc¶ognita, cuyo valor se hace coincidir normalmente con el valor de los desplazamien-
tos o velocidades de los nodos; D es un vector que almacena las componentes del
tensor velocidad de deformaci¶on y ¯ es una matriz de funciones.

3. Las integrales que aparecen en 13.1 se hacen sumando las contribuciones de los
distintos elementos, es decir, 8±~v 2 V:

0 = (¾u;D±v)­ ¡ (b; ±~v)­ ¡ [¹t; ±~v]St =
X
i

f(¾u;D±v)­i ¡ (b; ±~u)­i ¡ [¹t; ±~v]Stig

4. La contribuci¶on de cada elemento a la suma anterior es, sustituyendo las aproxima-
ciones del paso 2:

(¾u
t
¯)­i±aei ¡ (btN)­i±aei ¡ [¹ttN]Sti ±aei

N¶otese que las tensiones ¾ no pueden ser linealizadas en funci¶on de los desplaza-
mientos nodales aei , como ocurr¶³a en los problemas de elasticidad lineal. El primer
sumando corresponde a las fuerzas interiores del elemento y los dos ¶ultimos suman-
dos, a las fuerzas exteriores aplicadas sobre el elemento.

5. La suma de las contribuciones de los distintos elementos se hace a trav¶es del proceso
de ensamblaje.
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El proceso de ensamblaje consiste en este caso en ir acumulando las contribuciones
de cada elemento al vector global de fuerzas interiores Fint(a) y al vector global
de fuerzas exteriores Fext(a). Como resultado del ensamblaje, se llega a la forma
discreta de 13.1:

±at fFint(a)¡Fext(a)g ´ ±at G(a) = 0 8 ±a

6. Como la relaci¶on anterior ha de cumplirse 8 ±a, se llega ¯nalmente al sistema global
de ecuaciones no lineales:

G(a) ´ Fint(a)¡Fext(a) = 0 (13.2)

el cual debe permitir determinar los coe¯cientes inc¶ognita a.

7. De acuerdo con el paso 2, los coe¯cientes a de¯nen la soluci¶on dentro de todos
los dominios elementales y, por agregaci¶on, de¯nen la soluci¶on buscada en todo el
dominio de c¶alculo ­.

13.3 El m¶etodo de Newton y sus variantes

Una de las formas m¶as populares de resolver el sistema de ecuaciones no lineales 13.2
es el m¶etodo de Newton-Raphson o alguna de sus variantes, como el m¶etodo de Newton
modi¯cado o los procedimientos cuasi-Newton.

El procedimiento de Newton es un m¶etodo iterativo relativamente sencillo de visualizar
en una dimensi¶on, esto es, cuando el vector de movimientos nodales, a, tiene una sola
componente.

Sea Fext una acci¶on exterior constante. En este caso el problema representado por
13.2 se reduce a encontrar el movimiento nodal a tal que:

Fint(a) = Fext

Es decir, el movimiento nodal a que hace que la fuerza de respuesta del sistema, o fuerza
interna, sea igual a la acci¶on exterior aplicada o fuerza externa.

Normalmente se opera de forma incremental, dividiendo la acci¶on total Fext en suma
de incrementos:

Fext =
X
n

(Fn+1 ¡ Fn) =
X
n

¢F n

y buscando sucesivos puntos de equilibrio (an; Fn) entre acciones externas y fuerzas inter-
nas.
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Kn
1

Para pasar de un punto de equilibrio (an; Fn) al siguiente, se procede iterativamente.
Si Kn representa la pendiente de la tangente a la curva F = Fint(a) en el punto (a

n; F n),
se obtiene una primera aproximaci¶on al punto (an+1; Fn+1) mediante:

an+11 = an +
Fn+1 ¡ F n

Kn

La diferencia F n+1 ¡ Fint(an+11 ) se conoce con el nombre de residuo:

rn1 = F
n+1 ¡ Fint(an+11 )

La aproximaci¶on al punto (an+1; Fn+1) se re¯na entonces mediante:

an+12 = an+11 +
rn1
Kn
1

donde Kn
1 es la pendiente de la tangente a la curva F = Fint(a) en el punto dado por

(an+11 ; Fint(a
n+1
1 )).

Se calcula ahora un nuevo residuo rn2 = F n+1 ¡ Fint(an+12 ) y se sigue re¯nando la
aproximaci¶on hasta que el residuo se haga inferior a un umbral de tolerancia prestablecido.

Este esquema iterativo corresponde al procedimiento cl¶asico de Newton o procedimien-
to de Newton completo. En el procedimiento de Newton modi¯cado se utiliza en todas
las iteraciones la pendiente o rigidez inicial Kn correspondiente al incremento. En un
procedimiento cuasi Newton se emplea en cada iteraci¶on una rigidez intermedia entre las
dos anteriores. Por ejemplo, la pendiente correspondiente a la secante que resulta de la
iteraci¶on anterior, es decir, el cociente:
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Fint(a
n+1
i )¡ Fn

an+1i ¡ an

El procedimiento de Newton completo es, dentro de esta familia, el que tiene un orden
de precisi¶on m¶as elevado y una convergencia m¶as r¶apida, esto es, el que requiere de menos
iteraciones para llegar a la soluci¶on. Por contra, es tambi¶en el que requiere m¶as trabajo
por iteraci¶on ya que el c¶alculo de las pendientes Kn

i precisa de un esfuerzo de c¶alculo
signi¯cativo.

El formalismo b¶asico del procedimiento de Newton, esta vez ya en un problema mul-
tidimensional, es el siguiente.

1. En el incremento n, tras la iteraci¶on i se tiene una aproximaci¶on ani al vector soluci¶on
de movimientos nodales. Sea cni la diferencia entre esta aproximaci¶on y la soluci¶on
exacta.

G(ani ) = rni
G(ani + c

n
i ) = 0

2. Desarrollando en serie de Taylor el t¶ermino izquierdo de la ¶ultima igualdad alrededor
de la soluci¶on aproximada:

G(ani ) +
@G(ani )

@a
cni + : : : = 0

3. Si se desprecian todos los t¶erminos del desarrollo menos los dos primeros se llega a:

@G(ani )

@a
cni ' ¡G(ani ) ´ ¡rni (13.3)

donde
@G(ani )
@a es la matriz de rigidez tangente o matriz jacobiana de G.

4. La ecuaci¶on 13.3 representa un sistema de ecuaciones lineales que proporciona la
correcci¶on cni buscada.

ani+1 = a
n
i + c

n
i

5. El proceso dado por los puntos anteriores se repite hasta que en una iteraci¶on j una
norma del residuo rnj es inferior a una tolerancia prestablecida.

13.4 Problemas no estacionarios

La sistem¶atica del MEF descrita en la secci¶on 13.2 es directamente aplicable a problemas no
estacionarios o cuyos campos soluci¶on son funci¶on del tiempo. En el caso de la Mec¶anica de
S¶olidos el principio de los trabajos virtuales puede utilizarse como forma d¶ebil de partida
si se incluye el trabajo de las fuerzas de inercia. Empleando la notaci¶on de cap¶³tulos
anteriores, dicha forma d¶ebil se puede enunciar como:
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Dados los espacios S (desplazamientos admisibles) y V (variaciones o velocidades
virtuales):

St = f~u(t) 2 H1(­); t 2]0; T [ j ~u(t) = ¹d(t) en Sdg

V = f±~v 2 H1(­) j ±~v = 0 en Sdg

Encontrar u(t) 2 St, de manera que:

(¾u;D±v)­ = (b; ±~v)­ ¡ (½Äu; ±~v)­ + [¹t; ±~v]St 8±~v 2 V (13.4)

y

(u(0)¡ u0; ±~v)­ = 0 (13.5)

( _u(0)¡ _u0; ±~v)­ = 0 (13.6)

8±~v 2 V t 2 ]0; T [

dondeD es el tensor velocidad de deformaci¶on y u0 y _u0 representan desplazamientos
y velocidades iniciales, respectivamente.

N¶otese que las variaciones ±~v 2 V no dependen del tiempo.

La aplicaci¶on de la \receta" del MEF descrita en la secci¶on 13.2 a la forma d¶ebil 13.4 da
lugar a la semidiscretizaci¶on espacial del problema y conduce, al igual que en los problemas
lineales1 a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya variable independiente
es el tiempo. Este sistema de ecuaciones es ahora no lineal y puede escribirse como:

Fext(a; _a)¡ Fint(a; _a) =M Äa (13.7)

donde las funciones a(t) representan los movimientos nodales y M es la matriz de masas
del sistema.

El sistema 13.7 se integra, partiendo de las condiciones iniciales que derivan de 13.5
y 13.6, utilizando un procedimiento de diferencias ¯nitas. Esta es la semidiscretizaci¶on
temporal, por la que se obtienen las funciones a(t) en puntos discretos t1, t2 : : : del eje de
tiempos separados por un paso de integraci¶on ¢t: a(t1) ´ a1, a(t2) ´ a2, : : :

Como ya se coment¶o en el cap¶³tulo 10 para problemas lineales, la integraci¶on de 13.7
partiendo de las condiciones iniciales se hace normalmente mediante procedimientos de
la familia de Newmark. Estos procedimientos relacionan las aceleraciones, velocidades y
movimientos nodales en el instante n con los correspondientes al instante n+ 1 mediante
las ecuaciones:

1Ver cap¶³tulo 10.
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an+1 = an +¢t _an +
¢t2

2
[(1¡ 2¯) Äan + 2¯ Äan+1] (13.8)

_an+1 = _an +¢t [(1¡ °) Äan + ° Äan+1] (13.9)

donde ¯ y ° son dos par¶ametros que dependen del procedimiento concreto y los sub¶³ndices
indican el instante de tiempo en que se particularizan las diferentes funciones vectoriales
(p.ej. Äan+1 ´ Äa(tn+1)).

A partir de las relaciones 13.8, 13.9 y de la particularizaci¶on de 13.7 para el instante
tn+1, se plantea un procedimiento en el que se progresa paso a paso en el tiempo a partir
de las condiciones iniciales. Esquem¶aticamente, este procedimiento de integraci¶on paso a
paso podr¶³a ser:

1. Calcular las aceleraciones iniciales Äa0 a partir de la relaci¶on 13.7 y de los desplaza-
mientos y velocidades iniciales:

Äa0 =M
¡1(Fext(a0; _a0)¡Fint(a0; _a0)

2. Inicializar nÃ¡ 0
3. Poner an+1 y _an+1 en funci¶on de Äan+1, utilizando 13.8 y 13.9

4. Sustituir las expresiones an+1 y _an+1 de la etapa anterior en la particularizaci¶on de
13.7 para el instante tn+1:

Fext(an+1; _an+1)¡Fint(an+1; _an+1) =M Äan+1 (13.10)

Se obtiene as¶³ un sistema algebraico de ecuaciones no lineales:

Fext(Äan+1;an; _an; Äan)¡ Fint(Äan+1;an; _an; Äan)¡M Äan+1 = 0 (13.11)

que permite obtener los coe¯cientes Äan+1, ya que los valores de desplazamientos,
velocidades y aceleraciones en el instante tn son conocidos

5. A partir de Äan+1 y de los valores ya conocidos del instante de tiempo anterior, an,
_an, Äan, calcular an+1 y _an+1 utilizando 13.8 y 13.9

6. Hacer nÃ¡ n+ 1
7. Volver a 3

En la pr¶actica se utilizan fundamentalmente dos procedimientos de la familia de New-
mark, el procedimiento de la aceleraci¶on promedio (° = 0:5 y 2¯ = 0:5) y el procedimiento
de diferencias centrales (° = 0:5 y ¯ = 0)). El procedimiento de la aceleraci¶on promedio
es un procedimiento impl¶³cito, en el que cada ciclo de c¶alculo, para pasar del instante de
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tiempo tn al instante tn+1 se resuelve un sistema no lineal de ecuaciones 13.10 del mismo
tipo que el 13.2 utilizando alguna variante del m¶etodo de Newton:

G¤(Äan+1) ´ Fext(Äan+1;an; _an; Äan)¡ Fint(Äan+1;an; _an; Äan)¡M Äan+1 = 0 (13.12)

Por el contrario, el procedimiento de diferencias centrales, cuando se utiliza una matriz
de masasM diagonal, da lugar a un procedimiento expl¶³cito ya que el sistema de ecuaciones
13.10, tras sustituir 13.8 y 13.9, queda en la forma:

Äan+1 =M
¡1 fFext(an; _an; Äan)¡ Fint(an; _an; Äan)g (13.13)

Es decir, puede obtenerse la aceleraci¶on Äan+1 en en instante tn+1 de manera \expl¶³cita"
a partir de los valores conocidos de desplazamientos, velocidades y aceleraciones en el
instante tn.

Los procedimientos de integraci¶on expl¶³cita en problemas no lineales se discuten con
m¶as detalle en la secci¶on siguiente. Como ya se apunt¶o en el cap¶³tulo 10, su principal
inconveniente es que son s¶olo condicionalmente estables, esto es, requieren que el paso
de integraci¶on ¢t sea inferior a un paso cr¶³tico ¢tcrit. Sin embargo, en problemas no
lineales, los esquemas de integraci¶on expl¶³cita son mucho m¶as robustos que los esquemas
impl¶³citos, ya que no sufren de los potenciales problemas de convergencia asociados a los
procedimientos de la familia de Newton.

13.5 Procedimientos de integraci¶on expl¶³cita

13.5.1 Ideas generales

En problemas mec¶anicos, la idea f¶³sica que hay detr¶as de los procedimientos de integraci¶on
expl¶³cita es la de obtener la aceleraci¶on de cada nodo dividiendo la resultante de fuerzas
sobre el nodo por la masa del mismo. Es decir, la idea f¶³sica corresponde a la aplicaci¶on
de la segunda ley de Newton a cada uno de los nodos del mallado. La matriz de masas
diagonal se interpreta como que la masa del continuo est¶a concentrada en los nodos.

El procedimiento consigue as¶³ el desacoplamiento de las ecuaciones globales del mo-
vimiento en ecuaciones locales. Este desacoplamiento s¶olo resulta v¶alido si el paso de
integraci¶on ¢t es lo su¯cientemente peque~no como para que dos nodos contiguos no ten-
gan tiempo material de \comunicarse" durante el tiempo ¢t. De aqu¶³ deriva la existencia
de un l¶³mite ¢tcrit para el paso de integraci¶on si se quiere que la integraci¶on se mantenga
estable. Este es el signi¯cado f¶³sico de la llamada condici¶on de Courant: ¢t ∙ ¢tcrit.
El tiempo que necesitan dos nodos para comunicarse est¶a relacionado con el tiempo que
tarda la onda de tensi¶on m¶as r¶apida en recorrer el espacio que los separa. En sistemas
no amortiguados, el paso cr¶³tico de integraci¶on resulta ser el m¶³nimo periodo propio de
vibraci¶on del sistema discreto2 dividido por ¼.

2El conjunto de masas puntuales conectadas por muelles a que conduce la semidiscretizaci¶on espacial
mediante el MEF.
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La resultante de fuerzas sobre cada nodo es funci¶on, sobre todo, de la respuesta ten-
sional del material a la deformaci¶on. En un procedimiento expl¶³cito las ecuaciones consti-
tutivas, o de respuesta del material, deben estar formuladas de forma que al ¯nal de cada
paso de integraci¶on ¢t el tensor de tensiones se pueda actualizar de manera expl¶³cita,
esto es, no iterativa, en funci¶on de los incrementos de deformaci¶on, de las velocidades de
deformaci¶on y de otras variables de estado.

Por otro lado, una de las principales ventajas de los procedimientos expl¶³citos en el
tratamiento de problemas no lineales es que, al desacoplar las ecuaciones globales del
movimiento en ecuaciones locales correspondientes al movimiento de cada nodo, se pueden
tratar los contactos tambi¶en a nivel local. Es decir, no hay que buscar iterativamente en
cada paso de integraci¶on una con¯guraci¶on global estable de los contactos, como sucede en
los procedimientos impl¶³citos, sino que la interacci¶on a trav¶es de las potenciales super¯cies
de contacto se obtiene nodo a nodo, con independencia del estado del contacto en otras
zonas de la malla. Las fuerzas de interacci¶on se eval¶uan as¶³ tambi¶en a nivel local y se
hacen intervenir en la ecuaci¶on del movimiento de cada nodo de la misma manera que las
fuerzas internas. Este tratamiento local o desacoplado de los contactos proporciona una
gran robustez a los procedimientos expl¶³citos.

13.5.2 Flujo general

El °ujo general en el ciclo de c¶alculo que permite avanzar la soluci¶on un paso de integraci¶on
¢t puede esquematizarse de la manera siguiente:

1. C¶alculos nodales (bucle en nodos)

(a) Ecuaci¶on del movimiento de los nodos:

Äan =M
¡1 fFext ¡Fintg

(b) Integraci¶on por diferencias centrales:

_an+ 1
2
= _an¡ 1

2
+ ±t Äan

an+1 = an + ±t _an+ 1
2

2. C¶alculos en los elementos (bucle en elementos)

(a) Calcular incremento de deformaci¶on ¢" en el elemento durante ¢t

(b) Calcular las tensiones y variables de estado en el elemento en t+¢t a partir del
incremento de deformaci¶on ¢" y del modelo de comportamiento del material

(c) Calcular y ensamblar la contribuci¶on del elemento al vector de fuerzas internas
Fint en t+¢t, por integraci¶on alrededor de los nodos a partir de las tensiones

3. tÃ¡ t+¢t y volver a 1
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13.5.3 Ventajas e inconvenientes

Las principales ventajas del ciclo de c¶alculo de integraci¶on expl¶³cita son su sencillez, que
lo hace f¶acilmente paralelizable, y su gran robustez en problemas no lineales, ya que
desaparecen los problemas asociados a la falta de convergencia que tanto penalizan a
veces los procedimientos impl¶³citos de la familia de Newton.

El inconveniente m¶as importante, y casi ¶unico, es que, como se ha se~nalado, el ciclo
de c¶alculo es s¶olo condicionalmente estable, requiri¶endose un paso de integraci¶on ¢t re-
lativamente peque~no para progresar en el tiempo. Para que la integraci¶on sea estable se
requiere que:

¢t ∙ ¢tcrit

y resulta que:

¢tcrit =
2

!max
(
q
1 + »2 ¡ »)

donde, !max es la m¶axima frecuencia natural de vibraci¶on del modelo de elementos ¯nitos
en el instante t en el que se calcula el paso cr¶³tico de integraci¶on3 y » es la fracci¶on del
amortiguamiento cr¶³tico a esa frecuencia.

Esta es una restricci¶on muy fuerte, ya que implica que el paso de integraci¶on ¢t debe ser
inferior en cada instante al tiempo que tarda la onda de tensi¶on m¶as r¶apida en atravesar el
elemento ¯nito m¶as peque~no. N¶otese que un aumento de la rigidez o del amortiguamiento
disminuyen el paso cr¶³tico, mientras que un aumento de la densidad o del tama~no de los
elementos, lo incrementan.

13.5.4 Medidas de calidad de la soluci¶on

La restricci¶on que supone el que el paso de integraci¶on deba ser inferior al cr¶³tico hace
que la calidad num¶erica de la soluci¶on est¶e asegurada siempre que se calcule bien ese
paso cr¶³tico ¢tcrit. Un paso de integraci¶on inferior al cr¶³tico supone que el esquema de
integraci¶on es capaz de capturar todas las frecuencias posibles en la respuesta din¶amica
del sistema discreto.

Si el paso cr¶³tico se calcula mal y en alg¶un momento se emplea un paso de integraci¶on
¢t superior a ¢tcrit, el procedimiento se hace autom¶aticamente inestable. La inestabili-
dad tiene el efecto de generar energ¶³a no f¶³sica dentro del mallado. Cuando esto ocurre,
normalmente la soluci¶on \explota": se obtienen grandes distorsiones en la malla y resulta-
dos claramente inaceptables. Sin embargo, otras veces el exceso de energ¶³a que se genera
se convierte localmente en energ¶³a de deformaci¶on pl¶astica, la deformaci¶on pl¶astica reblan-
dece la respuesta del material y el paso cr¶³tico vuelve a ser superior al paso de integraci¶on
que se est¶a utilizando. En estos casos a simple vista el analista no distingue nada y podr¶³a
dar por buena su soluci¶on.

3En un problema no lineal las frecuencias propias del modelo pueden cambiar a lo largo del tiempo del
problema.
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El procedimiento de integraci¶on expl¶³cita no conserva la energ¶³a. La calidad de la
soluci¶on obtenida puede medirse por lo bien o mal que se haya conservado la energ¶³a a
lo largo del problema. El analista debe vigilar siempre la contabilidad de la energ¶³a y
veri¯car que se cumple:

Edeformaci¶on +Ecin¶etica +Edisipaci¶on : : :¡ Tfuerzas exteriores = constante

donde E representa energ¶³a y T , trabajo.
Un aumento en el primer miembro de la ecuaci¶on anterior indica siempre que se ha

producido inestabilidad, por lo que no ser¶³a admisible a menos que el analista determine
que la inestabilidad tiene car¶acter local y que no in°uye en los par¶ametros que le interesan
de la soluci¶on del problema. Sin embargo, es normal, sobre todo en problemas con muchos
ciclos de integraci¶on, que se produzca una ligera disminuci¶on del primer miembro de la
ecuaci¶on, a causa de la disipaci¶on num¶erica asociada al procedimiento de integraci¶on.

13.5.5 Campo de aplicaciones industriales

El campo natural de aplicaci¶on de los procedimientos de integraci¶on expl¶³cita se encuentra
en aquellos problemas en los que necesariamente el paso de integraci¶on debe ser peque~no
para capturar correctamente la respuesta. Es el caso de los problemas dominados por las
altas frecuencias, como los problemas de impacto. En esta clase de problemas la restricci¶on
de que el paso de integraci¶on deba ser inferior al paso cr¶³tico no es un inconveniente
demasiado grande porque, en cualquier caso, la naturaleza del problema exigir¶³a ir a pasos
de integraci¶on peque~nos para no ¯ltrar las frecuencias en donde se concentra la respuesta.

Los procedimientos de integraci¶on expl¶³cita tambi¶en tienen aplicaci¶on, por su robus-
tez, en problemas con una no linealidad muy acusada. Es el caso de los problemas con
condiciones de contacto muy complicadas, problemas con inestabilidades locales acusadas,
reblandecimiento del material o fuerte dependencia de sus propiedades con respecto a la
temperatura. Estas caracter¶³sticas con°uyen muchas veces en los problemas de conforma-
do de metales.

13.5.6 T¶ecnicas de aceleraci¶on del c¶alculo

Las t¶ecnicas de aceleraci¶on del c¶alculo se hacen necesarias cuando se trata de resolver un
problema cuasiest¶atico o din¶amico \lento" con procedimientos de integraci¶on expl¶³cita. Si
no se emplean esta clase de t¶ecnicas de aceleraci¶on, se obtienen normalmente tiempos de
ejecuci¶on demasiado largos para ser viables.

N¶otese que un problema puede considerarse cuasiest¶atico cuando los tiempos de apli-
caci¶on de la carga son superiores a unas dos veces el periodo fundamental Tf del sistema
discreto. Esto sigini¯ca que, aproximadamente, se obtiene la misma soluci¶on aplicando la
carga en un tiempo in¯nito (problema est¶atico) que en un tiempo 2Tf .

De este modo, una primera t¶ecnica para reducir el tiempo de c¶alculo en el ordenador
correspondiente a un problema cuasiest¶atico consiste en aplicar la carga m¶as r¶apidamente,
hasta aplicarla en un tiempo de entre Tf y 2Tf . El analista debe comprobar luego que
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la energ¶³a cin¶etica del problema se mantiene baja (inferior al 5% de la total) cuando las
deformaciones empiezan a ser signi¯cativas.

Sin embargo, la t¶ecnica anterior no es aplicable cuando las propiedades del material
dependen de la velocidad de deformaci¶on (viscoelasticidad, viscoplasticidad). En este caso,
acelerando la aplicaci¶on de la carga se falsear¶³a la respuesta del material. Cuando existe
dependencia de la respuesta del material de la velocidad de deformaci¶on debe recurrirse,
para reducir los tiempos de c¶alculo en el ordenador, a t¶ecnicas de escalado de masa.
N¶otese que el paso cr¶³tico de integraci¶on es proporcional a la ra¶³z cuadrada de la densidad
y que en problemas cuasiest¶aticos la soluci¶on es independiente de la densidad. Entonces,
para reducir el n¶umero de ciclos de c¶alculo necesarios para llegar al tiempo ¯nal del
problema, puede aumentarse arti¯cialmente la densidad o la masa del sistema de manera
que el periodo fundamental Tf del sistema discreto llegue a ser 0.5 ¶o 1 veces el tiempo de
aplicaci¶on de la carga o el tiempo caracter¶³stico del problema.
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