Coordenadas Sectoriales — Capitulo 2

CAPITULO 2

MOMENTOS SECTORIALES DE PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN

1.- MOMENTO ESTATICO SECTORIAL (Sw(POS)).

Imaginemos la seccion transversal de una barra, de espesor delgado uniforme o variable,
sobre la cual indicamos la linea media de su seccion. Supondremos que todos los puntos de esta

linea estéan referidos, mediante una ecuacion, a un sistema de ejes coordenados X-Yy ( Figura .1.2).

Para esa linea media fijamos un polo arbitrario
P, un origen de CS Os vy en el entorno de un punto

Elzmzido de Pumio

genérico S, el elemento de area dF (dF = e ds) , Superficie dF
perteneciente a la seccion. y
Se define: “El Momento Estatico Sectorial de poy A rl;':'"'
un elemento de superficie dF (del entorno del punto S) W oA
. . i o
respecto al polo P y al origen Os, es igual al producto a— ":f-_:;-“
de la coordenada sectorial de dicho punto, o) P Linea media o
, .. . .-'."__;-:.‘?:' " Comloms
por el area del elemento de superficie dF’: I:;..__e;z-
4 .
o

ds (") = g*2:)dF

Figura 1.2
Integrando la expresion diferencial:
(Pos)

(22) S{os) =J'w dF
F

Para resolver esta integral de superficie, se debe elegir un origen de integracion, el cual,
puede ser diferente al origen sectorial O del sistema sectorial establecido. A veces es conveniente
elegir el origen de integracion, coincidente con alguno de los extremos de la linea o seccion en
estudio.

Para que la Ec. (22) tenga un caracter mas general, la escribiremos precisando el origen
sectorial elegido, en este caso, O :

(Pos.)

(23 )= J' w dF

Recordando la Ec. (20), que da la CS de un punto cuando se produce un cambio de polo y
origen simultaneos, podemos sustituirla en la Ec. (23) y tendremos:

SE,POSZ) =IFw(Mosl)dF = (%> =Xy )IF(y —yosz)dF +(Ye =Yu )J'F(X —xosz)dF +
+C, [ dF =
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=S¢E,Mosl)_(XP_XM ) S, +(X; _Xm)yOSZF-I-(yP_yM )Sy_
K =(Yp =Yu) Xo,, F+C, F

ey sU) =sU) e e R - (6, =%, ) (S0 = Yo, F) + (9 = Yu) (S, = %o, F)
Recordemos que C, ==X, (yOsl ~ Yo, )+ Yy, (XOsl — Xo,, )+C,

La Ec. (24) nos permite calcular el momento estatico sectorial de una superficie, respecto
de un nuevo origen (Osz) y polo P, a partir de los valores correspondientes que la misma tiene

respecto a otro sistema de referencia inicial (M ,Os, )
Haremos algunas consideraciones con relaciéon a las modificaciones que puede sufrir el

momento estatico sectorial de una superficie, cuando el mismo se refiere a distintos polos de
diversos sistemas:

il

¥

B Por ejemplo, si en la Ec. (24) hacemos coincidir M
con el origen de coordenadas cartesianas, es decir M =0
resultara: |

Xm = Yym= O i
yasuvez Cp=0Co | +P

de manera que la (24) se transforma en: | —

Fugura 2 2

oosl)

@ 5™ =55 +CoF =, (. = vo, )+ v (8, ~ %, F)

B Si ahora hacemos coincidir M con el baricentro G de la seccion, es decir M =G
(Figura 2.2), quedara:

(26) SS,POSZ) - S(&Gosl) +CPF _(XP - XG)(SX - yo52 F) +(yP - yG)(Sy - XOSZ F)
con: Cr =—Xg (yosl - yo52 )+ Yo (XoSl - XoSz )"'Co

B Si, finalmente, hacemos coincidir M =0 =G, (Figura 2.2), los momentos estaticos
Sxy Sy referidos a los ejes baricéntricos ()T : V) se anulan y quedara entonces:

0

s1 Os,
(26a) C, =C, =J'>?dy —J'yd>—<
Os, Os,
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(27) S(POSZ) = S£?051) + COF + ()_(P 7052 - VP )_(Osz ) F

w

Hemos indicado las coordenadas referidas a ejes baricéntricos (es G =0 ) con un guién
superior.

La CS dada por el cociente:
(Pos,)
(A_)Oi(POSZ) - Sw—z
F

corresponde a un punto O; perteneciente a la linea media de la seccion, para el que se cumple que
el momento estatico sectorial S, - calculado para el polo P y dicho punto O; tomado como origen
- es nulo. A este punto podemos denominarlo, origen sectorial de segundo orden de la linea
media de la seccion, respecto del polo P. A cada polo elegido arbitrariamente (P, M, etc.) le

correspondera un origen sectorial de segundo orden, en general, distinto y para el cual se cumple
que el momento estatico sectorial es nulo.

2.- PROPIEDADES DEL ORIGEN SECTORIAL.

2.1.- Origen Sectorial Secundario (OE)

Siendo O un origen de coordenadas cartesianas arbitrario, podemos escribir en forma
general, segun la Ec. (20):

POSZ) Mosl)

@) = @) —(x, =3, ) (Y= Yo, )+ (Yo =¥u ) (x=Xo, )+C,
Cp: tiene el contenido dado por la Ec. (21).

Si imaginamos que hacemos sélo cambio de origen sectorial y no de polo ( Xp = Xpm, Yp =
Ym), la anterior nos queda, como ya hemos visto:

w(MOSZ) _ w(Mosl) +C

O
y de acuerdo a la Ec.(23): S(S)MOSZ) =J' [w(Mosl) +C, ] dF
F
que resultara igual a: (28) S(EMOSZ) = SE,MOSl) +C.F

Siempre es posible encontrar un origen sectorial O, tal que:

s s =s(™=) 4 F =0
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S (mos, )
de la cual obtenemos: C, = “’T (29)

Las coordenadas del punto OSD: ng ,y”gs - origen sectorial de segundo orden - pueden

obtenerse mediante un sistema de dos ecuaciones; una de ellas es la (29). Teniendo en cuenta la
(21), la (29) puede rescribirse:

S(M051)

o =wT ="Xm (YOSl _yosﬂ)+yM (XoSl _Xousn)"'coum (29a)

La segunda ecuacion, es la ecuacion algebraica de la linea media o perfil: y = f(X) (29b)

Del sistema que constituyen ambas ecuaciones, podemos determinar:

_XM[f(Xosl ) f(xog)] + f(xy )(XoSl _XO[]S]])+CO[|]]=CP

de la cual despejamos: X
S
y de la (29b) Yop = f (ng)

Estas coordenadas son las que corresponden al punto cuya coordenada sectorial es, como hemos

. . . —(mo . .
visto en el articulo anterior, w( 2) pero referida en este caso, al polo analizado M.

2.2.-Origen Sectorial Principal (OS)

Si ahora hacemos coincidir M con G, al origen sectorial Og que satisface la condicion:

S(E,GGS) - S((fOSl) +C§F =0.

lo llamaremos, por analogia, “origen sectorial principal o de primer orden” Oy.
Si ademés es G origen del sistema de coordenadas cartesianas, es C, =C y nos queda:

(c0x)

30) C; =2
(30) Cs =

que junto con: y = f(X) de la linea media, nos permitiran calcular X5, € Y5, que son las
coordenadas del “ origen sectorial principal ” respecto de los ejes X,y baricéntricos.

Con estas Ultimas coordenadas podemos escribir la Ec. (27) de la siguiente forma:

@) S =(x. 9 =%, ) F
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ya que para esas condiciones es, segun la (30):
st +c F=0

(P0s)

De la expresion (31) es facil deducir que S, serd igual a cero para todos los polos P*
contenidos en una recta que pasa por G =0 vy que

contiene a O, ( Figura 3.2), es decir: Z El gpe sectoninl principal
S ¥ alireada com o cenlro g Sole
el bameeiire v el oangen de
conrderadns secionabes primcinal
(p E65) . s
Sw _(X-Puy6s _meX—(jS)F —O
por lo tanto: Xp0Yo, = YpuXg, =0 )
- |G=0 -
Xs. = —K
. —_ s . n
de donde: X,o= 7 Yoo ~ E"?
65 A ey, P
-H-\"'"-\._
Esta es la ecuacion de una recta que pasa por el ‘]_;jc ﬁ;m‘"is;]
origen de coordenadas G baricéntrico y que contiene a Principal

O,. A esta recta la llamaremos, también por las

analogias que veremos mas adelante, “Eje sectorial
principal”, a diferencia de otra recta cualquiera definida por un polo y un origen sectorial
arbitrarios.

Figura 3.2

El eje sectorial principal, asi como el origen principal CTS constituyen una caracteristica

geométrica de la seccién. No obstante puede ocurrir que el origen O, no sea Unico y que la Ec.

(30) pueda ser satisfecha, por ejemplo, por puntos alineados pertenecientes a una rama del
contorno alineada con el eje principal. En este caso particular, cualquiera de esos puntos es origen
principal.

3.- MOMENTO CENTRIFUGO SECTORIAL (If,iOS), IS;OS)),

Se define: “El Momento Centrifugo Sectorial de un elemento de superficie dF
perteneciente al entorno de un punto S, respecto al polo P, al origen O y al eje X (6 Y), es igual

al producto de la CS de dicho punto w(POS), por la distancia y al eje X (o por la distancia X al
eje y) y por el area del elemento de superficie dF. Es decir:

(POs) — ,(POs) (POs) POs)
di, > =™y dF Ol = .[Fw( y dF
y respecto del eje y |£,F;05) :J'w(Pos)X dF
F
i Iy . (Pos)
Desarrollaremos en primer lugar una expresion mas general para 1, = .
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Teniendo en cuenta la Ec. (20) escribiremos:

IS:’(OS) =J-Fw(M051)y dF _(Xp -X,, )J-F(y ~You, ) ydF +
+(yP ~Yum )IF (X _XOSZ ) y dF +CPIF ydF =

= wa(Mosl) =(Xp =Xy ) L +(Ye =Yu) Ixy +(Xp =Xy )yoSZSx -

_(yP - yM )XOSZSX +CPSX

(32) wa(P081)= wa(MOSl) +CpS, = (X =Xy )1 _yoszsx) +
+(yP ~ Ywm ) Ixy +(yp ~Ywu )(Ixy _XOSZSx)

Recordemos queC, = =X, ( Yo,, ~ Yo, )+ Yy (XoSl ~ Xo, )+C,

Haremos algunas consideraciones con relacion a las modificaciones que puede sufrir el
momento centrifugo sectorial de una superficie, cuando el mismo se refiere a distintos polos de
diversos sistemas:

B Si en la Ec. (32) hacemos coincidir M = O, origen del sistema de coordenadas
cartesianas:

@y 1, ) =1, %) hes, —x (1, - yo, S)+ Yo (1, — X, S,)
B Haciendo ahora coincidir M =G :

[ (Posl) = wa(Gosl) +Cpr _(XP —Xs )( IX _yOSZ SX) *

34 >
+(yP _yG)(Ixy _XOSZSX)

W Finalmente haciendo M =G =0 : x,, =y,, =0 S, =0:

PO GO — —
@) 1, ) =1, o) s 4y
El guidn superior en X'y en 'y indican que son ejes baricéntricos ortogonales.
B Escribamos ahora:

00s, )

IwX(OOSz)z-['Fw( ydF =

=&y dr +c, f yoF
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| (OOSZ) - | (OOsl) +COSx

Wy @y

Si el eje X es baricéntricoy es G =0 resulta S, =0 vy la anterior queda:

(GOSZ) — |(G051)

wX Wy

ecuacion que nos permite afirmar que el valor del momento centrifugo sectorial, respecto de un
polo coincidente con el baricentro, no se modifica al cambiar el origen sectorial O . Por lo tanto,

. PO N
tomando en cuenta esta conclusién en la Ec. (35) vemos que IS,; ) tampoco se modificara al

cambiar el origen de CS y puede entonces la Ec. (35) escribirse en funcion de un origen sectorial
cualquiera, siempre que, como se ha dicho, esté referida a un sistema de ejes baricéntrico:

(36) |£Zosz) =18%) %1, + 7.1,
La Ec. (36) puede expresarse también en funcion de los ejes principales de inercia:
(Pos) _ ;(c0s)
(37) wa = Iw{ ® —EPIE

os)

. . . .y, P
Repetiremos el procedimiento para la determinacion de | (

(Po82

Iw YOs: )y dE — (X, =Xy, )I(y Yoo, X dF +
+(Ye = Yo )I,:(X_Xos2 )y dF +CPIFXdF =

— IS;/|051) +CpSy —(Xp =Xy ) Ixy +(Yp =Yn) Iy HXp Xy ) yOSZS

=(¥Yp = Ym )XOSZSy

PO MO
@) 157 =100 w e s (%, =%, )( 1y =You S,) #(¥e =Y )( 1, X0, S,)
W Si en la Ec. (38) hacemos coincidir M =G =0 quedara:

(39) ( Osz) (GOSl) -1+ yP | ;

w wy P Xy

5o =

y Wy

. resultara también I(S,Pyosl) =1 (F;OSZ) =

como I(S,Gyosl) =

La Ec. (39) podemos escribirla con independencia del origen de CS ya que su ubicacion no
influira en los resultados:

(40) I(POS) I(GOS) %ol + ¥l
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Esta ecuacion expresada en funcion de los ejes principales de inercia queda:
(POs) _ (c0s)
(41) Iwn = Iwn +r]pl,,
3.1.- POLO SECTORIAL PRINCIPAL.

Podemos calcular ahora las coordenadas de un polo P caracteristico y unico de la seccion
que llamaremos “ polo sectorial principal ”, para el cual se cumple:

I(FToS) - I(FToS) =0

W @y
Es decir, los momentos centrifugos sectoriales respecto a P seran nulos. De aqui,

utilizando la Ec. (37) y la (41) se obtiene que las coordenadas cartesianas del punto P | referidas
al sistema de ejes principales de la seccion, son iguales respectivamente a:

(GOS) I(c;os)
42 &, == 43) n,=-—2

I, 1,

Si expresamos la misma condicién pero utilizando las Ec. (36) y (39) debe cumplirse
también:

y por lo tanto:

las cuales constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

|(GOS)| o I(GOS)
@ x,=->2 1 =
i [
100y =10
45) Yy = -
I

X5, Yp :son las coordenadas del polo principal P referidas a un sistema de ejes baricéntricos.
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3.2.- GIRO DEL SISTEMA DE EJES CARTESIANOS BARICENTRICOS.

. ..y 00 00 . .
Trataremos de determinar la variacion de I(S,Y ) g I(S,7 :) cuando giramos los ejes
baricéntricos. Para un giro @ ( Figura 4.2) tendremos:

é=Xcosa + Yy sena n=ycosa - X sena

|$05) =_[F w(GOS)de =_[F w(GOS)(Y cosa+y Sena) =
= cosaJ'Fw(GoS)7 dF +senaf, w®>)y dF

(cos) _ 4 (c0s) (cos)
(46) 1, ' =1g "Tcosa+lg " sena

&= [ ndF = [0 (5 cosa ~ sena)oF
E F

(cos) _ 4 (c0s) _ 1 (cos)
@n 1, ' =1g " cosa — 1 “sena

Remplazando las Ec. (46) y (47) en las (42) y (43), podemos calcular de otra manera las
coordenadas del polo principal de la seccion, referidas a los ejes principales de inercia:

1) cosa = 15%)sena
(48) &, =— | Y ]
£ il
IE,C;OS) cosa - I‘(ﬁos)sena \
4 _ = - a |
(“9) N, : |
n |
HE
En las que, por tratarse de los ejes principales I| ‘,_‘h —
_ 21, gl
de inercia, es: tg2a = ——— |
e |I
- Jn-'- =
La ventaja de utilizar las expresiones (48) y G=0

(49) es que el célculo de ISOS) e I(S:oS), que
deberiamos utilizar en las ecuaciones (42) y (43),

. . . ‘ GO
puede resultar algo complicado, no es asi en cambio, el calculo de Ié,Y ®

) e I(GOS).

3.3.- TRASLACION DEL SISTEMA DE EJES CARTESIANOS.
Se determinara la variacion de ISZOS) Ig;os) cuando se modifica la posicion del
origen de coordenadas cartesianas en el plano. (por ejemplo de O a G) ( Figura 5.2).
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Y=Y+Ye
X=X+ Xg

El momento centrifugo sectorial respecto del eje X, escrito en forma general es:

de aqui:

(Pos) _ (Po)_ (Pos)
wa s) = I@ S yGSw S
De la misma manera:

I(Fios) — I(POS) — X, S(E,POS)

19

I,E,ZOS) =J,Fw(pos)yd|: =IF w(PoS)(V.l.yG)dF =sz£z0s) +|£:05)

P'{xp:_ﬁ:]
+
J 1|.. N
s| /| i
i y
Ds/ ‘ ":5
-
— .
v |, F |
:'; "
Figura 5.2



