Coordenadas Sectoriales — Capitulo 3

CAPITULO 3

MOMENTO DE INERCIA SECTORIAL O MODULO DE ALABEO DE UNA
SECCION

1.- MOMENTO DE INERCIA SECTORIAL 1)

Se define: “El Momento de Inercia Sectorial de un elemento de superficie dF
perteneciente al entorno de un punto S, respecto del polo Py al origen Os , es igual al producto

del cuadrado de la CS de dicho punto w(POS)
decir:

por el area del elemento de superficie dF”. Es

C“‘E,POS) =w(POS)2dF
e integrando:  (50) I‘E,POS) =Iw(POS)2dF
F

Haremos algunas consideraciones en relacion a las modificaciones que puede sufrir el
momento de inercia sectorial de una superficie, cuando el mismo se refiere a distintos polos de
diversos sistemas de referencia:

B Daremos a la Ec. (50) un caréacter mas general:
G1) | S,POSZ) = J' w™) gF
Transcribiremos la Ec. (20): F
™52 = d"%51) ~ (x, =3, ) (Y = Yo, ) +(¥e =Y N X o ) 4,
Elevando al cuadrado tendremos:
W) = " [0, =) (7 = Yo, D+ =¥ ) (X =5, I 4CF -
20", =%, ) (y = Yo, ) +2 ™)y, =y, ) (x %0, ) +

+20"%)C, =2 (%, =% ) (¥ =Yo, ) (Yo =Y ) (X =Xo, ) =
—2(Xp =Xy )(y_y052 )Cr +2(Yp =Yy (X _XoSZ )Co
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Desarrollando los términos contenidos en la expresion anterior:
DI(Xe =Xy XY = Yo, ) =(Xp = X Y2 + Y2, =2y, )
2)[(Yp = Yar XX = Xo, )P =(Yp = Yoo X2 + X2 =2XXs_ )
3) =20 (X, =Xy Xy = Yo, )= 20%e =%, My =y, )]
4)+ 20"y, =y, x= %0, )= 420y, = v, X" - x, @)
5) =2(Xp = Xy XY = Yo, X ¥ =Y XX =X, )=
==2(Xp = Xu N Yo =Y NLYX = Yo, X=X ¥+ X0 ]

Reemplazando los términos desarrollados, en la Ec. (51) e integrando:

180 =1 005) 4+ (x, =x,, Y11, +Y2, F =2y5, S, 1 +
+(Yp =Y VL, #X5 F =2%0 8,1 =2(Xe =Xy ) -
08 -y st a2y, -y, ) 110 —x,, sliou)y -
=2(% =%y ) (Ve =Y ) [l =Xou, Sy ~Yor, S, +Xoq, Yoo, F1 +
+C2F +2C, S0 =2 (x, =%, )C,[S, - Yo F1+
+2(Yo =Yy )ColS, ~Xo F1

Agrupando los términos obtenemos la Ec. (52):
169 =100 1 ez B a2, 80%) w(x, —x, P, +Y2F ~2y,, 8,1+
+(yP _yM )Z[Iy +X(§SZF _2 XOSZSy] -

_2(XP _XM )[IE)MOSl) +CP SX _y082 S((UMOSl) _Cp yOSZF] +

w w

_Z(Xp = Xy )(yp ~Ym )[Ixy _XOSZSX _yOSZSy +XOszyost]

+2(y, ) IV wc, s, -x sl ¢ x, F1 -

Haremos algunas consideraciones en relacion a las modificaciones que puede sufrir el
momento de inercia sectorial de una superficie, cuando el mismo se refiere a distintos polos de
diversos sistemas:

W Si en la Ec. (52) hacemos coincidir M =G =0 es

Xm=Ym~= 0
Cp=Co
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Sx=Sy=0

|(Mosl)=|((fOSl)+Co F +2C I(GOSl) +X|§ (IXVéSZF)-FVs(IV YCZ)SZF) -

w

2%, (1) -z B o,y F1+

(53)
+27, [|(G°Sl) X5, sls) _¢, Xo, F1=2%, Vp ..
[y + %oy Yo, F ]

W Adoptemos ahora como origen de coordenadas sectoriales, al punto Og = O, oseael
origen sectorial principal y recordando las Ec. (28a) y (30), tendremos:

s{%%) = ) 4 c F =0

w

en nuestro caso por ser G = O queda:

S(E)GGS) — SE,GOSI) +C6F =0
es decir: S(S,Gosl) =-C,F vy Co S(Gosl) =-C’F

(9}

De esta manera, la Ec. (53) se simplifica:

109 =18%0) —C2 sz (1, 452 F) 472 (1, #X8 F) -

@

-2 Xp IS& sl) +27p I‘(‘V Sl) _27P VP(IW +Y65765F)

. , . . GOs,) . , (GO GOs, ) |,
Como ya hemos visto en la pagina 16 es indistinto calcular I(gY 1) 6 I(E,X :) ( I‘&y s1) 6

,E, %) ) dado que son iguales.
La expresion anterior la agruparemos en la siguiente forma:
100 =1 6%) e ez 1, w2, —2%, 1059 wa g, g (00
2%, Y Iy +x yO F+ny F-2X,Y; OSyOS
(54) I‘E’PGS) = IE?OSl) —CIF+xp I +V2 1, =2, IEEOSl) +2, |((;°sl) _

- oy v v 2
X Yp (XPy*S_yP XGS)F
El altimo término de la expresion anterior representa segun la Ec. (31):
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— — PO. - — - =
( Xp yﬁs =Y Xés )2F =S¢£ S)( Xp yés —Ye XGS )
o sea la Ec. (54) queda expresada:

55 |£,P58) - |((550sl) —C2F +X2 1, +V2 1, -2 %, IEC;Osl) 27, I(;;osl) _

-2 Xp Yp ITy +( Xp 765 =V 765 )S(E,POS)

(POs)

Con el objeto de obtener valores minimos de |

adoptaremos en primer lugar, un polo

P ubicado sobre el eje sectorial principal, esta condicion implica, teniendo en cuenta la Ec. (31),
una primera simplificacion:

PO,
SL S)( Xp ycTS = Ye XGS ) =0
Entonces la Ec. (55) queda reducida a:

—2%, 10%0) 4

PO. GO — —
1) =1 5%) _e2 p sz, 4y2 X

@ y
(56)
+2y, 15 —2%, 7,1

Xy

Esta ecuacion puede ser expresada, por simplicidad, en funcion de los ejes principales de
inercia:

(57) |,E,P65) = If051)_C§F+fi |{+I']§, I,; —2¢, I(Gosl)+2I7 |(Gosl)

wWg P w,,

. PO, .
Para obtener los valores limites de | (POs) derivaremos la Ec. (57) respectoa &, y Ny :

o. (cos,)
510%) (cos,) P

@ =28, 1,-21,.'=0 O& =—— (58)
3¢, P T S
510%) (605,) fo0s.)
=@ =2p, 1, +21, =0 Onz- = (59)
30, P “h g 1,

Como las derivadas segundas de I‘E,PUS) respecto de EP y N, son positivas, las

: - PO
coordenadas & y I obtenidas corresponden a un polo que hace minimo el valor de I(g S). Por

otra parte, es facil comprender que los puntos P* impropios del plano determinan valores

P O
maximos de | (g S). Comparando la (58) y (59) con las Ec. (42) y (43), podemos observar que
los valores hallados son coincidentes con las coordenadas del polo principal P .
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De esta manera, el momento de inercia sectorial minimo, respecto del polo principal P y
origen principal Og , puede expresarse:

e min1 =157 -c2F agt 1 nt 1, 28, 157 420,15
En esta expresion es:

(Gosl) 2 D . - - - -
CaF : el momento de inercia sectorial tomando como polo el baricentro

B

G(G=0) y el origen principal 65. Como se veé este valor esta
calculado a partir de otro origen sectorial OSl cualquiera, al que se le
aplica la transformacion de cambio de origen (del OSl al 65 ). El valor de

este paréntesis, coincide con el médulo de alabeo Cg de una seccion con
simetria central y en general esta tabulado.

(60s) yleoa) if al de los €j del pol
P P : momentos centrifugos sectoriales respecto de los ejes & y n, del polo
G =0 vy de un origen OS1 arbitrario. Hemos visto que los cambios de
origen no afectan no afectan estos valores.
Eﬁ’nﬁ . coordenadas cartesianas respecto de los ejes principales de inercia del
polo principal P .
IE , I,7 : momentos de inercia principales baricéntricos de la seccion.
3 GO GO . GO GO
Los momentos centrifugos IS, ) e I(E, ) pueden calcularse a partir de I(f ) e I(f )
¢ n Wy Wy

mediante las expresiones (46) y (47) de giro de los ejes baricentricos X e Y.

Teniendo en cuenta las Ec. (58) y (59) la Ec. (60) puede transformarse en:

B | (GOSl) | (GOSl)D
|£,POS) - I(GOSl) C F +€P +N, D_ D ') -
. 0 1, O
O O
_ (6051) (cos,)
265 | +2n; Ia;,

de donde:
(61) ISGS) = I(Gosl) C.F —&s 1y, 1 (60s1) s |(;5031) o bien:

1699) = (c0s,) —C2F +& 1 i1, —2&2 1, =2n% 1,
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62 10%)= |ff°sl) —CoF =& 1, a1,

Por la condicidn establecida al pasar de la Ec. (55) a la (56) y teniendo en cuenta las Ec.
(58) y (59) podemos afirmar que el baricentro G de la seccién, su origen principal P y su polo

principal Oy estan contenidos sobre una misma recta que es, como ya dijimos, el eje sectorial
principal.

Las (61) y (62) estan escritas también en el manual “El acero en la construccion”, Pagina
1087, Edit. Reverté-1972, con otros simbolos pero de idéntico significado:

(61.a) Cy=C
(62.3) Cu =Chin =Cs =Xp I, = ¥m J,

=Cs +R, Xy =R, yy  obien

min

El momento de inercia sectorial es Ilamado también, en la literatura técnica, médulo de
alabeo de la seccion. Segun la nomenclatura alemana se lo indica con la sigla Cy; y en los textos
americanos se lo identifica con las letras Cyy.
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