Curso de Especializagao em Matemdtica do Campus de Catal Go-UFG

CAPITULO 1-INTRODUGAO

Um sistema dinamico ¢ aquele cujo estado evolui ou muda com o tempo t. A
evolugdo ¢ governada por um conjunto de regras (Nao necessariamente equagdes) que
especifica 0 estado do sistema para valores discretos ou para valores continuos de t. Uma
evolucao de tempo discreto ¢ usualmente descrita por um sistema de equagdes algébricas,
enquanto a evolug¢ao de tempo continuo ¢ usualmente descrita por um sistema de equagoes
diferenciais.

O comportamento assintético de um sistema dindamico com t® ¥ ¢ chamado regime
permanente do sistema. Frequentemente, este regime permanente corresponde a um
conjunto limitado, o qual pode ter uma solugdo estatica ou uma solugdo dinamica. O
comportamento do sistema dinamico anterior ao regime permanente ¢ chamado de regime
transiente, e a solugdo correspondente do sistema dinamico ¢ chamada de soluciao
transiente.

A solucao de um sistema pode ser constante ou variar com o tempo. Ponto fixo,
soluciao de equilibrio e solugao estacionaria sio outros nomes para solugdes constantes,
enquanto solu¢ao dinamica ¢ outro nome para solugdes variando com o tempo. Nas Segoes 1
e 2, explicaremos a nogao de um sistema dinamico. Na Segdo 3, discutiremos conjuntos
atratores e nas Segoes 4 e 5, examinaremos
0 conceito de estabilidade de atratores.

1.1 SISTEMASDE TEMPO-DISCRETO
Uma evolugao de tempo discreto é governada por

X1 =F (Xy) (1.1

onde x ¢ um vetor de dimensio finita. Os X e X1 representam os estados do sistema nos
instantes de tempo discreto t e ti.1, X € X1 respectivamente. Sgja n a dimensao finita do
vetor que representa 0 estado. Entdao, necessitamos de N nameros reais para especificar o

estado do sistema. Formamente, o vetor de estado x€R" e o tempo telR, onde o
simbolo R" refere-se aum espago Euclidiano n-dimensional, o qual é o espaco nos reais
equipado com a norma Euclidiana

(= (X 35+-+x2) (12)

onde 0s X S0 componentes escalares de x. Se o0s valores discretos do tempo correspondem a
inteiros ao invés de numeros reais, dizemos que t€Z, onde Z ¢ o conjunto de nimeros
inteiros. Percebemos que a evolugao de um sistema dinamico pode, também ser estudada em
outros espacos, tais como: cilindrico, toréidal e espagos esféricos. Nestes casos uma ou mais
variavels sio coordenadas angulares. Todavia, de acordo com 0s conceitos de topologia,
localmente esses espagos tem a estrutura de um espaco Euclidiano.

A equagio (1.1) ¢ uma transformag¢ao ou uma aplica¢ao que transforma o estado
atual do sistema para outro estado subsequente. Na literatura, as palavras mapa aplicagao
fun¢dao e fun¢do de iteragdo sio frequentemente usadas com o mesmo sentido. Neste
texto,até certo ponto, as palavras conjunto e espaco serdo usadas com o mesmo sentido.
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Formalmente uma aplicacdo F de pontos de uma regiao M para pontos de outra regiao N é
representada por F:M —N. Destacamos que M e N estio contidos em RR", isto é,

McR" e NcRR", onde o simbolo 1 é denominado operador subconjunto e significa
inclusao.

A aplicagdo F ¢ ditauma aplicacao sobrejetivade M em N se paratodo y € N existe
no minimo um ponto X € M que ¢é levado ay por F. Além disso, F ¢ dita ser injetiva (ou
biunivoca) se nao existem dois pontos em M com a mesma aplicagio em N. Uma aplicacao
que ¢ injetiva e sobregjetiva € inversivel,isto ¢, onde dado X.;, podemos resolver (1.1) para
determinar unicamente x, Denotando ainversade F em (1.1) por F*, temos

Xy = F (Xpsa)

A aplicagdo F* ¢ também sobrejetiva e injetiva. Uma aplicagdo F que nio ¢ inversivel
¢ chamada uma aplicagao nao-inversivel.

Quando cada componente escalar de F é r vezes continuamente diferenciavel com
relacdo as componentes escalares de X, diz-se que F é uma fungdo C'. Quando cada
componente escalar de F ¢ continua com relagdo as componentes escalares de x, diz-se que F
¢ uma fungio C°. Para r > 1, aaplicagdo F ¢ chamada ¢ uma aplicacdo diferenciavel. A
aplicacdo F ¢ chamada de homeomorfismo se ela ¢ inversivel e ambos F e F* sio continuas,
ousga, F ¢ C°. SeambosF eF! sio fungdesC onde r > 1, entio chamaremos a aplicagdo
C' de difeomorfismo.

Uma orbita de uma aplicagao inversivel iniciada em X = X, é constituida de pontos
discretos

{"" Fim(xo)""! Fiz(xo)! Fil(xo)! Xos F(Xo)’ FZ(Xo)’ T Fm(xo)’ }

onde me Z* e Z* ¢ o conjunto de todos os inteiros positivos. Quando k>0, F
significa a k-ésima aplicagdo sucessiva da aplicagio F. Similarmente quando k <0, F*
significa a k-ésima aplicagdo sucessiva da aplicagdo F* Uma érbita de uma aplica¢ao nao-
inversivel iniciada em x = X, é constituida de pontos discretos

{Xo’ F(Xo)’ FZ(Xo)a T Fm(XO),---}

Aplicagoes sucessivas de F sio também chamadas de iteragoes positivas da aplicagao
correspondente.

Com referéncia a (1.1), percebemos que F também ¢é chamado um operador de
evolugio. As vezes, quando desgjamos estudar a evolugdo, mudamos ou controlamos um
certo conjunto de parametros M. Para indicar isto explicitamente, escrevemos a aplicagio
como

X 1=F (X, ;M) (1.3)
onde M ¢ o vetor de parametros de controle.

Exemplo 1.1. Vamos considerar a aplicagao uni-dimensional.
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XK1= 4% (1-X) (1.4)

onde 0<sX <1 e O<a<1. Para =050, a o¢rbita da aplicagio iniciada em
X, =025 ¢

[0.25, 0.375, 0,46875, ---|
A equacao (1.4) ¢ a famosa aplicacao logistica, a qual tem sido tema de muitos
estudos. Esta aplicagdo ¢ uma aplicagao nao-inversivel porque elanio ¢ injetiva. Na verdade,
esta aplicagdo ¢ uma aplicagdo bijetiva porque ela aplica os dois pontos x € (1—X) no
mesmo ponto 4ax(1-x). Além disso, (1.4) ¢ um exemplo de aplicacao diferenciavel.

Exemplo 1.2. Consideremos a aplica¢ao de Hénon (Hénon,1976).

X1 =1+y, —ax (1.5

Y1 = BX (1.6)

onde a e b sio parametros escalares. Quando B =0, (1.5) e (1.6) reduz-se a uma aplicagdo
unidimensional

_ 2
X1 = 1—ax

aqua ¢é nio inversivel. Ela é chamada de aplicagdo quadratica. Todavia, quando B # 0, a
aplicacdo (1.5) e (16) ¢é inversivel. A inversaé

1
Xk:E Ytl

x 5
yk:Xk+1_1+B_2 Yi+1

T ) . T . , .
Observamos que {X, VY] determinaunicamente {X..; Yy.1] e vice-versa Além disso,

porque ambos F e F* sio diferenciaveis, a aplicagdo de Hénon ¢ um difeomorfismo quando
B#0. Para «x=0.2 e B=0.3 aorbitadaaplicagioiniciadaem

(5} -(59)
o o) (598 (ook (89 (a3 (o)

Na figura 1.1 mostramos alguns dos pontos discretos que constituem a orbita de
(Xo,Yo)-
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Figura 1.1: Alguns pontos discretos que compdem a orbita iniciada em (1,0) da Aplicagao de
Hénoncoma =0.2 eb =0.3. O indice k associado a cada ponto também ¢ mostrado.

A dinamica de muitas aplicagoes apresentam propriedades semelhantes a dinamica da
aplicacao logistica e de Hénon.

2 SISTEMA DE TEMPO CONTIiNUO

Para sistemas de tempo continuo, a evolugao é governada por um sistema de equacdes
diferenciais. Esse sistema pode ser autbnomo, ou nao autdbnomo

2.1 Sistemas Nao-Autéonomos.
No caso de sistemas nao-autdonomos,as equagoes sio daforma
x = F(x,t) (2.1)

onde x ¢ de dimensio finita, Xx€R", teR, e F ¢ explicitamente dependente de t. O
vetor F ¢ frequentemente chamado de campo vetorial,0 vetor x é chamado de vetor
configuracio porqué descreve a posi¢ao do sistema, e 0 espago IR" no qual x evolui é
chamado de espago configuragao. Um espaco configuragao é chamado de espago fase quando
uma metade dos estados sio deslocamentos e a outra metade sao velocidades. O espago (n +
1)-dimensional IR"xIR', onde a dimensio adicional correspondente a t, ¢ frequentemente
referido como um espago configurac¢iao extendido. Em (2.1), se F ¢ umafun¢do nio linear de
x,entao F ¢ chamado de campo vetorial nao linear.

Segja a configuragdo inicial do sistema X, no instante to, € sgja | representando um
intervalo de tempo que inclui t,. Entdao pode-se pensar de uma solugdo de (2.1) como uma
aplicacao dos diferentes pontos de | em diferentes pontos no espaco configuragdo n-
dimensional IR". Um grafico da solugdo de (2.1) no espago configuragio extendido é
conhecido como uma curva integral. Sobre uma curvaintegral, o vetor fun¢ao F especificao
vetor tangente (vetor velocidade) em todo ponto (X, t). Uma interpretagio geométrica de
um campo vetorial ¢ um conjunto de vetores tangentes nas diferentes curvas integrais.

Em geral, uma projecio da solugdo x(t,t,,x,) de(2.1) sobre o espago configuragao

n-dimensional ¢ chamada de trajetéria ou orbita do sistema através dos pontos X = X,.

Em outras palavras, a solu¢do podera ser pensada como um ponto gue se move ao longo da
trajetoria, ocupando diferentes posi¢des nos diferentes instantes, como a trgjetéria de um
4
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planeta que se move através do espagco. Usaremos 0 simbolo g(X) ou G para denotar uma
orbita. A orbita obtida para tempos t>0 passando através do ponto X, em t=0 ¢
chamada uma érbita positiva e é denotada por g'(x.);a orbita obtida para tempos t<0 ¢
chamada uma ér bita negativa e é denotada por g(Xo).

Também, G= g(Xo) = y*(Xo) E y(x0), onde o simbolo E simboliza operador.

Exemplo 1.3 Para ilustragao, consideremos o seguinte oscilador linear periodicamente
forgado:

X+ 2uXx—+ w’x=F cos(2t)

Sendo X=X, e X=X,, expressemos esta equagiao de segunda ordem como um

sistema de duas equacdes de primeira ordem em termos das variaveis de configuragio x; € ..
O resultado é

X, = X, (2.2)
X, = —w’X, — 21, + Fcos(Q1) (2.3)
Para w’=8, upu=2 F=10 e Q=2 asolugiode(1.2.2) e(1.2.3) ¢
X, =€ “[a cos(2t) + b sen(2t)] + 0.5 cos(2t) +sen (2t)
X, = —2¢e % [(a—b) cos(2t) + (a+b) sen(2t)] — sen(2t) + 2cos(2t)

onde as constantes a e b sio determinadas pela condi¢ao inicial (Xi0,%). Percebemos que
quando t — oo, 0 termo exponencial declina-se para zero. Portanto,0 regime permanente
nao depende da condigao inicial.
Na figura 2.1a, mostramos a curva integral iniciada em (Xy Xy ,to) = (1,0,0) no espaco
(X;,%,,t) para 0<t<10. As setasnacurvaindicam adiregio da evolugio para tempos
positivos. O vetor tangente também é mostrado em duas diferentes posi¢oes na curva integral .
Deve-se notar que as intersecgoes aparentes na Figura 2.1a sio consequéncias do angulo de
projecao que foi escolhido. Na Figura 2.1b mostramos uma projegao da curva integral sobre o

espago bi-dimensional (X, ,%,). Estaprojegdo ¢ uma érbita positivade (Xo.X) = (1,0).
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Figura2.1: Solugio de (1.2) e (2.3) iniciadade (1.0) emtpara w?=8, u=2, F=10
e (=2 :(a) curvaintegral e (b) 6rbita positiva.

Lembrando que além do espagos configuragao Euclidianos existem outros espagos, tais
como: espagos cilindricos, toroidais e esféricos. Na figura 2.2a, mostramos um espago
cilindrico. Um movimento desenvolvido neste espago é descrito por duas coordenadas
cartesianas e uma coordenada angular . Uma das coordenadas cartesianas é definida ao
longo dos eixos do cilindro, enquanto a outra ¢ definida ao longo do raio de sua secgao
transversal. Este espago cilindrico é representado por R*<S". A variavel g que pertence ao

espago Sé tal que O £ g £ 2p; formalmente, g T [(0,p)].Um espaco toréidal ¢ mostrado na
Figura 1.2b. Especificamente,chamamos este objeto de dois-torus, e um sistema dinamico
envolvido neste espaco ¢ descrito por duas coordenadas angulares g, e ¢.. Representamos este
espaco por S'xS'. Necessitar-se ia de n coordenadas angulares para descrever o
movimento desenvolvido em n-torus. Um espago esférico ¢ mostrado na Figura 2.2c.
Necessitamos de duas coordenadas angulares para descrever o movimento envolvido na
superficie esférica.

Localmente uma superficie cilindrica, toroidal ou esférica (Figura 2.2) tem a aparéncia
de uma superficie plana e pode ser tratada como um espago Euclidiano bi-dimensional.
Superficies lisas e continuas, tais como aquelas mostradas na Figura 2.2, sio chamadas
variedades. Variedades podem ser pensadas como superficies generalizadas.

Figura 2.2: Solugio de (2.2) e (2.3) iniciado em (1,0) quando t=0 paraw? =8, m=2, F =10, e
W= 2: (a) curvaintegral e (b) érbita positiva.

Em um espago bi-dimensional, um objeto suave, tal como um circulo, ¢ exemplo de
uma variedade. Locamente, o circulo pode ser aproximado por uma linha tangente.
Similarmente,regioes locais de superficies toroidal e esférica podem ser aproximadas por
planos tangentes. Uma superficie plana também ¢ uma variedade.

A equagao (2.1), também ¢ referida como uma equagao de evoluciao. Segja a evolugao
de um sistema descrito por esta equagio e controlado por um conjunto de parametros M. Para
explicitar esta dependéncia de parametros, descrevemos a evolugao por

X=F(x,t;M) (2.4)
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onde M ¢é o vetor dos parametros de controle. Formamente, M € R™, e o vetor fungio F
pode ser representado como F : R" X R* X R™ —» R".

A seguir, revivaremos alguns fatos da teoria de equagdes diferenciais ordinarias. Se os
componentes escalares de F sio C° (i e ,continuos)em um dominio D do espago (x,t), entdo
asolugio X (t,X,,t,) satisfazendo a condigio X =X, em t=1, existe em um pequeno
intervalo de tempo em torno de t, em D. Além disso,se os componentes escalares de F sio
C!em D, entio asolugdo X(t,X,,t) & tinicaem um pequeno intervalo de tempo em torno
de t,. A unicidade de solugdes também ¢ assegurada em certos casos onde F ¢ C°. Se a
existéncia e unicidade de solugdoes de um sistema da forma (2.4) sio garantidas,entdo o
sistema ¢ deter ministico. Isto significa que duas curvas integrais iniciadas de duas diferentes
condigdes iniciais nao se interceptam no espaco de configuragdo extendido. Todavia as
correspondentes orbitas podem se interceptar no correspondente espaco de configuragao.

Se 0s componentes escalares de F siao fungdoes C' de t e os componentes de x e M,
entdo a solugio de (2.4) satisfazendo a condi¢do inicial X =X, e t=1, também ¢ uma
funcdo C" de t,1,X, e M em um pequeno intervalo em torno de t,- Além disso, se a
solugdo de (2.4) originando uma certa condi¢do inicial existe para todo tempo, entao
solugdo pode ser extendida indefinidamente. Se a solucao existe e é definida somente sobre

um intervalo de tempo finito,entao esta solucao iniciando de uma posi¢ao neste intervalo pode
ser expandida para a fronteira deste intervalo.

Exemplo 1.4. Este sistema ¢ um exemplo de um sistema dinamico deterministico. Os valores
dos parametros usados para gerar a Figura (2.3) sio 0s mesmos usados para gerar a Figura
(2.1). Nafigura 2.3 mostramos graficamente as solugoes de (2.2) e (2.3) iniciadasem t=0
de (1.0,0.0) e (1.5,0.0). Da figura 1.2.3a, percebemos que as curvas integrais correspondentes
nio se interceptam em parte nenhuma do espaco (X;.X,.t). Como na figura 2.1, as
intersecgdes aparentes na Figura 2.3a 10 uma consequéncia da escolha do angulo de projegao.
Da discussao anterior do exemplo 1.3, esta claro que como t—oo, ambas curvas integrais
convergem para o regime permanente.

X, = 0.5 cos(2t) + sen(2t)
X, = —sen(2t) + 2 cos(2t)

Embora as duas curvas integrais coincidem somente em t=co, nas escalas dafigura
2.3a, €las nao sio distinguiveis apos t= 2.5 unidades Na figura 2.3b, as orbitas positivas
iniciadas de (1.0,0.0) e (1.5,0.0) sio mostradas. Observamos a presenca de uma interseccao
transversal fechadaem (0.7,-2.0) na Figura 2.3b

Figura 2.3: Solugoes de (2.2) e (2.3) iniciados em (1.0, 0.0) e (1.5,0.0) ent = 0 paraw? = 8, m
=2, F =10, eW=2: (a) curvas integrais e (b) érbitas positivas. G, e G sao érbitas positivas
de (1.0,0.0) e (1.5,0.0), respectivamente.
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2.2-Sistemas Auténomos.
No caso de um sistema autdonomo, as equagdes sao daforma

X=F(x; M) (2.5)

onde x, F e M sao definidos como antes. Aqui F nao depende explicitamente da variavel
independente t e pode ser representado pelaaplicagio F : R"XIR™—R". Por iss0,0 sistema
(2.5) ¢ invariante no tempo, independente do tempo ou estacionario. Isto significa que se
X(t) ¢ uma solugdo de (2.5), entdao X (t 4+ T) também é uma solucio de (2.5) para qual quer

T arbitrario. Se os componentes escalares de F possuem a primeira derivada parcia
continua e limitada com respeito aos componentes escalares de x, entao o sistema (2.5) tem
solugdo tinica para uma dada condigao inicial x,. Como consequéncia, duas trajetorias ou
orbitas de um sistema autonomo nao podem se interceptar no espago configuracao de um
sistema n-dimensional. Além disso,se o0 vetor campo F ¢ uma fungdo C' de x e M, entido a
solugdo de (2.5) ¢ também umafungao C' det,x eM (Arnold, 1973).

—— .

-1.5
1.5 0 1.5

Figura 2.4: Orbitas positivas de (2.6) e (2.7) iniciadas em t = 0 de (1.0,1.0), (0.0,-1.2), (-1.0,-
1.0), € (0.0,1.2) paraw? = 8 e m= 2 todas as quatro orbitas aproximam-se da origem quando t
® ¥.

Exemplo. 5. Consideremos o seguinte sistema autonomo.

X=X, (2.6)
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X=—w”x, —2uX, (2.7)

Na Figura 2.4, mostramos orbitas positivas de (2.6) e (2.7) iniciadas de quatro
diferentes condigoes iniciais, quando w =8 e p=2. Estasdrbitas niao se interceptam em
lugar algum do plano quando se aproximam da origem, onde todas elas se encontram. A
diregio destas orbitas no espago (X, .X;) & dada por

dx,  —(w’X +2uX,)
dx, X,

aqual é definida em todo lugar exceto na origem. Além disso, chamamos (0,0) ponto singular
de (2.6) e (2.7).

Sistemas nao-auténomos com coeficientes periddicos no tempo podem se transformar
em sistemas autdonomos de dimensio mais alta. Como exemplo, vamos considerar

V, + w’v, = f,(v,V, V,,V,) + g, cos(Q1) (2.8)
V, + wiv, = f,(V,,V; V,,V,) (2.9)

Usando as quatro variaveis Vi,V ,V,,V,, podemos reescrever (2.8) e (2.9) como um
sistema de quatro equagoes de primeira ordem. Este sistema de quarta ordem é nao-autonomo
devido a presengado termo peridédico no tempo. Agora, consideremos uma variavel adicional
q qual ¢é definida como, g = WU mod.2p U (A mod. B é o resto da divisio de A por B
depois que A ¢ dividido por B;por exemplo, 7 mod. 3 ¢ igua a 1).Introduzindo esta variavel
em um sistema nao-autonomo de quarta ordem e complementando este sistema com a equagao
g = W, nos obtemos um sistema auténomo de quinta ordem.

Formalmente, q1 S, e 0 espaco parao qual as cinco variaveis ViV»,Vi,V, e q pertencem é
escrito como R*XS'. Este espago é um espaco cilindrico.

As equacoes (2.8) e (2.9) podem, também, serem transformadas em um sistema
autonomo penta-dimensional considerando as cinco variaveis de configuragdo

Vy,Vy, Vi, Vo, €V, onde Vs=t e V;=1. Neste caso, as cinco variaveis de
configuracio pertencem a um espaco Euclidiano penta-dimensional designado por R>.

2.3-Retratos de Fase e Fluxos.

Freguentemente,examinamos a evolugao de um conjunto de trgjetérias emanando de
varias condi¢des iniciais no espago configuragio. Como t—oo, as evolugdes podem
aproximar-se de diferentes solugdes (assintoticas) do dado sistema de equagdes nao linear.
Um retrato de fase ¢ uma solugao de trajetorias que representam as solucdes destas equagdes
no espaco fase. A Figura (2.4) ¢ um exemplo de retrato de fase de (2.6) e (2.7). Em geral, um
retrato de fase, contém informagdes sobre o comportamento transitério e assintético das
solugdes de um sistema. Um desenho analogo para linhas de fluxo na mecanica dos fluidos(i.
¢ .linhas que marcam o movimento de diferentes particulas em um fluxo de um fluido), as
orbitas iniciando de diferentes condi¢des iniciais sao indicadas para descrever o fluxo sobre

9
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um dado sistema de equagoes.

Exemplo 1.6 Para ilustrar o significado de fluxo de um dado sistema de equagoes,
consideremos (2.6) e (2.7) onde w’=8 e wu=2. Na figura 2.5mostramos orbitas
positivas de (2.6) e (2.7) iniciadas em t=0.0 de (-1.00,1.00),(-1.25,1.25) e (-1.00,1.25).
Estes quatro pontos estao marcados em A,B,C e D, respectivamente. Depois de 0.5 unidades
de t, estes quatro pontos sio transportados para os pontos A',B',C' e D' pelas respectivas
orbitas. Qualguer ponto na regiao ABCD ¢ transportado para um local particular na regiao
A'B'C'D' no fluxo de (2.6) e (2.7).

X,

14

0.6

1.4 -1 0.6 0
,\']

Figura 2.5: As quatro orbitas positivas de (2.6) e (2.7) sdo iniciadasem t = 0 quando m> 0. As
orbitas sio0 mostradas para0 £ t £ 0.5. A area A'B'C’'D " ocupadas pela configuracao final é
menor que area ABCD ocupada pela configuragao inicial. Além disso, a orientagao dos pontos
daareainicial é preservada.

3. DISSIPACAO E CONJUNTOSATRATIVOSE ATRATORES

Antes de iniciarmos a nogao de conjuntos atratores,explicaremos primeiro o que se
entende por dissipa¢ao de um fluxo. Revendo a Figura 2.5, percebemos que a area da regiao
A'B'C'D' no espago fase em um tempo posterior ¢ muito menor que a area da regiao inicial
ABCD. Em outras palavras, o fluxo ¢ tal que o conjunto de configuragdes finais ocupa uma
regiao bem menor em tamanho do que aquela ocupada pelas correspondentes configuragoes
iniciais. Logo, as areas no espago fase de (2.6) e (2.7) nao sio conser vadas mas se contraem
quando u =2. Estefendémeno é chamado dissipacio.

Na Figura 3.1 ilustramos o fluxo em (1.2.6) e (1.2.7) quando w”°=8 e u=0. As
quatro orbitas positivas iniciadas em t=0 de (-1.00,1.00), (-1.25,1.00) (-1.25,1.25) e (-
1.00,1.25) sio consideradas, e estes quatro pontos iniciais estio marcados como A,B,C e D,
respectivamente. Apos 0.5 unidades de t estes quatro pontos sio transportados para os pontos
A'B' C' e D' pelas suas respectivas orbitas. Novamente,um ponto qualquer naregiao ABCD ¢
transportado para uma posi¢ao particular naregiao A',B',C'D' sob o fluxo de (1.2.6) e (1.2.7).
Todavia, ao contrario da situagao da Figura 2.5,0 conjunto de configuragao final ocupa uma
regiao igua em tamanho aquela ocupada pela correspondente configuragao inicial. Nesse
caso, diz-se que o fluxo conserva areas no espago defasequando 1 =0 em (2.6) e(2.7).

Figura 3.1: As quatro orbitas positivas de (2.6) e (2.7) iniciadas em t = 0 quando m= 0. As
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orbitas sio mostradas paraO £t £ 0.5. A areaA'B ’C\’D " ocupada pelas configuragoes finais é
igual a area ABCD ocupada pelas configuragdes iniciais. Além a orientacdo do pontos da area
inicial é preservada.

Para conceituar dissipagao num contexto geral consideremos o fluxo sob (2.5). Segja Vo
o volume ocupado por um dado conjunto de configuragio inicia no instante t=t;. Num
instante posterior t;, as érbitas iniciadas nestas condigdes atingem certas localizagdes no
espaco de configuragio inicid. Em t=1;, sga V{ o volume ocupado pelo conjunto
destas configuragdes t=t;. Entdo os fluxos sio classificados em conservativo ou
dissipativo,dependendo de V; ser igua ou menor que Vo, ou sga dependendo se os
volumes no espaco de configuragao permanecem constantes ou contraem-se com o tempo.

Para os sistemas dinamicos determinados por (2.4) ou (2.5), recorremos aos conceitos
de mecianica dos fluidos para determinar quando um fluido é conservativo ou dissipativo. Em
um instante no tempo t, consideremos um conjunto de pontos ocupando uma peguena regiao
com volume V e superficie S no espago de configuragao n-dimensional associado.(Como o
conjunto de pontos ¢é transportado no espago de configuragao sob o fluxo considerado, V e S
variam com o tempo.).Considerando uma pequena area elementar DS, a mudanga associada no
volume V sobre um intervalo Dt ¢ dada por

VAt-nAS (3.2
onde v=X=F ¢ ovetor velocidade e n ¢ um vetor unitario normal a superficie apontado
para fora em S Para determinar a mudanga em V, tomamos A S—0 e integramos (1.3.1)
sobre a superficie S. O resultado é:

AV =At [[_F-nds 3.2
Do teorema da divergéncia, temos

JI.F-nds=[f[ (V-F)av (33)

Mas, por um V infinitamente pequeno, o lado direito de (3.3) pode ser aproximado por
(VF)V. Porisso(3.2) e(3.3) resultaem
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B>

1 AV (3.9
- = F
\% t v
Conseguentemente, um fluido é conservativo ou dissipativo, dependendo se o
divergente do campo vetorial é zero ou negativo. Em outras palavras, nos sistemas
conservativos

5 OF, (%) (3.5)
> =0
i1 0%
e Nos sistemas dissipativos (e.g. Sistemas com amorteci mento)
oF,(x) (3.6)

-

Il
-

0
OX. =

onde F; e x; si0 os componentes escalares de F e x em (1.2.5) respectivamente. Neste livro,
estaremos interessados sobretudo pel os sistemas dissipativos.

Na mecanica, existem sistemas denominados de sistemas Hamiltonianos os quais sio
determinados por

_ oH (3.7)
qi - 0 pi

__oH (3.8
pi - aql

paa i=12--,n e H=H(q .0, .0, PP " P 1). (A fungio H ¢ chamada de
Hamiltoniana.). A divergéncia do vetor campo do sistema governado por (1.3.7) e (1.3.8) é
Fig.(1.3.9)-(pag.17)

| 6 (oH o [ oH (3.9
VF :;[6Qi(6pi>+6pi(-aqi):| - ¢

se H ¢é duas vezes continuamente diferenciavel. Por isso, 0s volumes no espaco de
configuragao sio conservados nos sistemas Hamiltonianos e portanto eles formam um
subconjunto do conjunto dos sistemas conservativos. A a preservaciao de volumes no espago
de configuragao de sistemas Halmiltonianos ¢ chamado teorema de Liouville.

Em resumo, o fluxo em sistemas conser vativos pr eser vam(localmente) o volume no
espa¢o configuraciao. Além disso, quando t—oo, 0 movimento ocorre em todo o espaco n
-dimensional. Para sistemas dissipativos, V<V, e V;—0 quando t=t;—o. |sto
significa que as trajetérias iniciadas de diferentes condigdes sao atraidas para um subespaco
do espaco de configuragdo. Este fenomeno ¢ chamado atracao e o conjunto para o qual as
tragjetorias sAo atraidas quando t—oo ¢ chamado conjunto atr ativo.

12
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Antes de considerarmos a nogao de um conjunto atrativo em detalhes, primeiro
explicaremos 0 que se entende por um conjunto invariante. Um conjunto P < R" ¢
chamado um conjunto invariante se para alguma condi¢io inicia X(t=t,) € P nos
tivermos x(t) € P paratodo —wo <t<o. Se esta condigio ¢ satisfeita somente para

t>0 ou t<O0, P ¢é chamado um conjunto invariante positivo ou negativo
respectivamente. Um conjunto atrativo ¢ um conjunto invariante. Além disso, se ele tem
uma vizinhanga abertatal que as orbitas positivas iniciadas nesta vizinhanga sio atraidas para

este conjunto,como sera explicado na Secgao 5, esse conjunto atrativo ¢ chamado conjunto
atrator.

Exemplo 7 Para o sistema (2.6) e (2.7) o vetor campo divergente ¢ —2u. Dai,se ©>0
este sistema ¢ dissipativo,e se 1 =0 o0 sistema é conservativo A Figura 3.1 ¢ ilustrativa da
natureza conservativa deste sistema quando u =0, enquanto as Figuras 2.4 e 2.5 sio
ilustrativas de dissipagdo neste sistema quando p > 0. No caso da Figura 2.4 todas as
quatro orbitas positivas sao atraidas para a origem do espago de configuracio.

Exemplo 8 Transformamos o sistema (2.2) e (2.3) em um sistema auténomo tri-dimensional
definindo uma configuragao adicional g tal que q = W. Assim temos

X =X,
X, = —w’ — 2ux, + Fcos(O)
0=0
e o divergente do campo vetorial sera

ox, 0%, 06
+ + =
0X, 0Xx, 00

—2u

Entdo, os volumes no espaco (Xi,X2,g) Sio conservados quando =0 e contraem-se quando
p > 0. Para construir a Figura 3.2, usamos 0s seguintes valores de parametros. w’ = 8,
p=2, F=10 e Q2=2. Mostramos trés érbitas positivas iniciadas de (0,1), (0,4) e

(0,5). Todas estas orbitas sao atraidas para a orbita fechada G circundando a origem quando

t — oo por causa da dissipagao do sistema. Na figura 3.2.,a area das condigdes iniciais
marcada A contrai para a area marcada B depois de uma unidade de tempo.

Figura 3.2: Astrés orbitas positivas de (2.2) e (2.3) sio iniciadasemt = 0.
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Na Figura 2.4, 2.5 e 3.2, observamos a presenca de atragdo e conjuntos atrativos. A
origem do espago X, — X; ¢ 0 conjunto atrativo e a orbita fechada G ¢é o conjunto atrativo na

Figura 3.2. Tais conjuntos ocorrem somente em sistemas dissi pativos.

Observamos que os conceitos de dissipagao, conjuntos invariantes, conjuntos atrativos
e atratores também se aplica as transformagoes discutidas na Secgao 1. A aplicagao (1.3) é
dissipativaem X, =X, se

|det D, F|<1 em x, =X, (3.10)
Sendo detD, F o determinante da matriz nx n da primeira derivada parcia dos

componentes escal ares de F com respeito aos componentes escal ares de .

Exemplo 1.9. No caso da aplicagao de Hénon (1.5) e (1.6), temos

det D, F = det [_Z“Xk 1] = -8
K B 0O

Portanto quando | B |< 1, o mapa de Hénon ¢ dissipativa em todo X.
Consegquentemente, qualquer area se contrai pelo fator | b | apos cadaiteragao.

4-CONCEITOSDE ESTABILIDADE

Nesta secgdo, discutiremos varios tipos de estabilidade e o conceito de atratores.
Observamos que todas as nogoes de estabilidade discutidas anteriormente foram feitas no
contexto de sistemas de dimensio finita

4.1 Estabilidade de Lyapunov
Aplicacoes

A solugdo {u} de umaaplicacdo é dita ser de Lyapunov estavel se, dado um pequeno
namero € >0, existe um namero 6 = &(e) >0 tal que qualquer outra solugdo {vi} na
qua |lu =V, |l<dé para k=m satisfaz para todo k> m, onde k e me Z".
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Para a estabilidade de Lyapunov, duas orbitas de uma aplicagdo iniciada de dois pontos
vizinhos em um certo tempo permanecem proximas entre si para tempos futuros(i.é., k > m).

Exemplo 1.10 Consideremos a estabilidade de Lyapunov de uma solugao da aplicagao (1.4).
Quando «=0, X =05 ¢ umasolugio destaaplicacio paratodo k€ Z*. Uma orbita
de (1.4) iniciadaem Uy,=0.5 ¢

(05,05, 05,05, 0.5, -+, 0.5]
Umadrbitainiciadaem V,=04 ¢
{0.4, 0.48, 0.4992, 0.49999872, 0.5, ---, 0.5}

Assim dado um € >0, encontramos um &(e)> 0 satisfazendo as condi¢des de
estabilidade de Lyapunov. Portanto, X, = 0.5 ¢ umasolugio Lyapunov estavel de(1.4).

Sistemas de Tempo Continuo

Uma solugdo u(t) de um sistema de equacdes diferenciais autbnomo ou nao autonomo
¢ dita ser Lyapunov-Estavel se, dado um pequeno nimero € > 0, existe um namero g =
g(e) > 0 tal que qualquer outrasolugao v(t) naqual ||u-v || <gemt=t,satisfazalu-v|<q
paratodo t>t,.

Em sistemas niao-autonomos, q sera também fungao do tempo inicia to. Se u é
Lyapunov Estavel,entaio qualquer outra solugdo ,que ¢ inicialmente proximo a ela,
permanecera assim e estara confinada a um tubo formado pela unido de esferas de raios e
centrado nos pontos entre as trgetorias u(t), o chamado tubo e. Para um sistema nao-
autonomo, teremos um tubo e no espago de configuragao extendido. Nafigura 4.1, ilustramos
0 conceito da estabilidade de Lyapunov para duas solugdes u; e u, de sistemas nao-
autonomaos.

Figura 4.1: llustragdo da estabilidade de Lyapunov para uma solugdo u; de um sistema nao-
autonomo de tempo continuo.

Em sistemas autonomos a estabilidade de Lyapunov é também conhecida como
estabilidade uniforme, porque g ¢ independente do tempo inicia to.

Exemplo 1.1 Vamos considerar a estabilidade de algumas solugoes do oscilador de Duffing
dadas por

X =X, (4.1
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X, ==X + X — 21X, (4.2)

Vamos examinar as solugoes de (4.1) e (4.2) quando m o coeficiente de
amortecimento, ¢ zero. Os pontos (0,0),(-1,0) e (1,0) no plano X, — X; satisfaz (4.1) e (4.2)
para todos os tempos e sio as trés solugdes do sistema. Estas solugdes sio chamadas solugoes
de equilibrio. As correspondentes configuracdes para uma solugdo de equilibrio sio
constantes no tempo. No plano X, — X;, as érbitas de solugdes na vizinhanga de (0,0) sio
curvas fechadas na sua vizinhanga.

Figura 4.2: llustragao determinando a estabilidade de Lyapunov para as solucdes de (4.1) e
(4.2) quando m=0: (@) (0,0) e (b) (1,0).

Consideremos a estabilidade de Lyapunov da solugao (0,0) e usemos a Figura 4.2a
nesta consideracdo. A curva cheia foi obtida integrando numericamente as equacées com a

condigdo inicial (0.0,0.3). Sgja (X, X,) que representa a condigdo inicia no tempo
t =1, paraumadas solugdes periodicas navizinhanga (0,0). Se

VX, + Xy < O

entiao a solucao periodica correspondente ¢ limitada para o tubo € (cuja segao transversal
temumraio € como mostrado naFig.4.2a) paratodos os tempos. Em outras palavras, paraa
solugdo (0,0), dado um numero €>0, vocé podera sempre encontrar um namero g > 0
satisfazendo as condi¢des para a estabilidade de Lyapunov. (Se desgarmos 0 movimento em
umavizinhanga € de (0,0), podemos encontrar uma vizinhanga g para a condi¢ao inicial.).
Entao asolugao (0,0) é uniformemente estavel.

A seguir vamos considerar a estabilidade de Lyapunov da solugao (1,0). As trgjetorias
G, G, e G tratadas na Figura 4.2b, sio orbitas positivas associadas com as condigoes
iniciais (0.9,-0.1), (1.1,-0.1) e (0.95,-0.1), respectivamente. Todas as trés condi¢des iniciais
sio0 escolhidas na vizinhanga de (1.0). A érbita positiva G ¢ periodica e limitada. As orbitas
positivas G e G, nao sao limitadas e crescem indefinidamente. Todas as orbitas da Figura4.2b
foram obtidas através de integragdes numéricas. Nao ¢ possivel encontrar um tubo € ao
redor de (1,0) dentro do qual G; e G, permanecerao confinados para todos os tempos. Portanto,
simulagdes numéricas indicam que (1.0) nao ¢ uniformemente estavel ou estavel no sentido de
Lyapunov.

1.4.2 Estabilidade Assintética

Aplicacoes
16
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A solugao {u} de uma aplicacdo ¢ dita ser assintéticamente estavel se ela é
Lyapunov-Estavel e

lim flu, — v, [[ =0

k — o0

Exemplo 12 Quando « = 0.5, asolugio X, = 0.5 de (1.4) é assintoticamente estavel. 1sso
ocorre porque X =0.5 ¢ Lyapunov-Estivel e a distancia entre as érbitas iniciadas em

Uy=05 e V,=0.4 ou iniciada em outro ponto em uma vizinhanca de U, ¢ muito
pequenapara k> 4.

Sistemas de Tempo Continuo

Uma solugao u(t) de equacdes diferenciais de um sistema auténomo ou nao-autonomo
¢ dito ser assintoticamente estavel se ele é de Lyapunov-Estavel e

lim|ju-v]|—0

t— o0

Exemplo 13 Consideremos (4.1) e (4.2), quando u >0, entdo temos um sistema
dissipativo. Na Figura 4.3, mostramos duas orbitas positivas G, e G, deste sistema iniciadas de
(0.0,0.6) e (0.0,-0.6), respectivamente. Representamos por u a solugao (0,0). Como mostramos
na Figura 4.3,uma solugdo v iniciada de uma condi¢ao inicial em uma vizinhanga de (0,0)
dirige-se em diregdo a (0,0) ou ¢é atraida para €la quando t — «. A separagio entre as
solugdes u e v vai para zero quando t — co. Dai, pela defini¢do (0,0) é assintéticamente
estavel. A presenga de amortecimento em (4.1) e (4.3) torna uma solugdo assintoticamente
estavel.

X, [

I

)

2

-2 0 2
v

Figura 4.3: llustragao da estabilidade assintética da sol u¢ﬁo (0,0) de (4.2) e (4.2) quando m=
0.1. Asorhitas positivasde G G sio iniciadas em (0.0,0.6) e (0.0,-0.6), respectivamente

4.3 Estabilidade de Poincar é

Esta nogao de estabilidade ¢ comumente aplicada as solugdes de sistemas de equagdes
diferenciais autbonomos e nao-autbnomos. Estas no¢ées descritas nas Segoes 4.1 e 4.2 sio
tipicamente usadas para estudar as solugdes de estabilidade de equilibrio de (2.5). Estas
solugdes satisfazem a condicdo F(x;M )= 0. Nas Secoes 4.1 e 4.2, comparamos a distancia
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no mesmo instante t, de duas curvas integrais originarias de duas condi¢oes iniciais diferentes.
Esta abordagem ¢ restritiva, e de acordo com ela mesmo uma solugao periddica de um sistema
autonomo nao-linear ¢ instavel. Para entendermos o porqué disto, vamos considerar a
estabilidade das solugoes periodicas do sistema autonomo bi-dimensional nao linear(4.1) e
(4.2). Quando p =0, usando o método das multiplas escalas, encontramos a seguinte
solugao aproximada de (4.1) e (4.2) Para amplitudes pequenas mas finitas.

u~acos[<1—ga2)t+ B]

: 3 . .
Esta claro que a frequéncia w =1— 3 a’ depende da amplitude a da oscilagio, a

qual por sua vez ¢ determinada pela condigao inicial. Portanto, solugdes iniciais ligeiramente
diferentes evoluem com dois periodos diferentes e podem nao ser proximas umas das outras
para grandes valores det.

Para umailustragao grafica, vamos considerar duas solugées periodicas do sistema nao
amortecido obtido de (4.1) (4.2) fazendo p = 0. Estamos interessados na estabilidade de
solugdes periodicas cuja orbita u e G, da Figura 4.4. Esta orbita foi obtida integrando
numericamente (4.1) e(4.2) da condicéo inicia (0.0000,0.5000). Outra solugido v do sistema
corresponde a orbita G; na Figura 4.4. Esta érbita foi obtida integrando numericamente(4.1) e
(4.2) da condigéo inicial (0.0000,0.6000). Devido as diferentes condi¢des iniciais, os periodos
de oscilagido destas orbitas sio diferentes. No tempo inicial t= 0 a distancia entre as duas
solugoesé |[u — v ||=0.1.

Apos t=30 unidades, deslocaremos para o ponto y em G, e para 0 ponto z em G..
As coordenadas de y sao (0.5263,0.1068) e de z sio (-0.6369,0.1914). A distancia entre estas
duas solugdesé ||u — v ||=1.1663 e ¢é muito maior do que a condic¢o inicial

-2
-2 ] 2

Figura 4.4: Solugdes periodicas de (4.1) e (4.2) quando m= 0.

Podemos escolher duas condigoes iniciais mais proximas, mas distancias grandes entre
as respectivas curvas integrais no espaco (X;,%;,t) eventualmente ocorrerdo depois de um
certo nimero de ciclos devido as diferengas nos respectivos periodos. Vocé nao pode fazer
tais separagdes entre as curvas integrais arbitrariamente pequenas escolhendo condigoes
iniciais proximas umas as outras. Embora as duas orbitas estejam proximas umas as outras, de
acordo com a defini¢dao de estabilidade de Lyapunov,a solugido u ¢ instavel porque as curvas
integrais nao estao proximas umas as outras. Para remediar esta situagao, Poincaré introduziu
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a nogao de estabilidade orbital. Para solugdes dinamicas, tais como solugdes periodicas de
(2.5), pode-se usar anogao de estabidade or bital ou estabilidade de Poincar é.

Se G, representa a orbita de u e G, representa a orbita de v para todo t. As solugoes
periodicas de u e v tem diferentes periodos T, e T, e, portanto, 0s correspondentes
movimentos evoluem em diferentes escalas de tempo. A érbita G ¢ dita or bitalmente estavel
se, dado um pequeno nimero € >0, exitse um 5=6(e)>0 ta que se

lu(t=0)—v(t=7)|[<5 para adgum t, entdio existem t, e t, para 0s quais
lu(t,) —v(t)|<e. Além disso, se G tende para G, quando t — oo, entdo dizemos que

G ¢é assintoticamente estavel. Na verificagao da estabilidade de Poincaré examinase a
proximidade ds érbitas no espago das configuragoes.

4.4 Estabilidade de L agrange (Estabilidade Limitada)
Aplicagoes

A solugdo {u de uma aplicagio ¢ ditaser limitadamente estavel se ||u, [[< L, para
todo k€ Z, ondelL ¢ umaquantidade positivafinita.

Sistemas de Tempo Continuo

Uma solugao u(t) de um sistema de tempo continuo ¢ dita ser l[imitadamente estavel
se ||u||< L paratodot, ondeL é uma quantidade positivafinita.

4.5 Estabilidade Através da Fun¢iao de Lyapunov

O conceito de estabilidade de Lyapunov discutida na Segdo .4.1 e estabilidade
assintotica discutida na Secdo 4.2 sio tipicamente usadas para estudar a estabilidade de
solugdes de equilibrio de x=F (x; M). Vamos designar as solugdes de equilibrio para
alguns valores M, de M como x = X, Mais adiante, vamos assumir que V(X ; M) sgja uma
funcio escalar de C' definida em uma vizinhanga de X, tal que V(X,,Mo) =0 e

V(x;M)>0 se X#X,.- A fun¢do V é chamada fun¢do de Lyapunov. A derivada de V
a0 longo das curvas solugio de (25) ¢ V=VV-F=VV'F. Dos teoremas de
estabilidade (Lyapunov,1947), temos 0 seguinte:

(@) Se V <0 navizinhanga escolhida de X, entio x, é estavel.
(b) Se V <0 navizinhanga escolhida de xo, entio X, ¢ assintéticamente estavel.

Existem teoremas enderecados a existéncia das fungdes de Lyapunov
(Krasovskii,1963). Para sistemas mecanicos e estruturais, vocé pode frequentemente usar a
energia como fungao de Lyapunov. No contexto de sistemas de forga elétrica, alguns métodos
tem sido usados para determinar fungdes de Lyapunov. Para sistemas Hamiltonianos, o
Hamiltoniano pode ser tomado para ser fungdo de Lyapunov. Todavia, para outros sistemas
nao existe um método geral para determinar esta fungao.

Exemplo 14. Vamos considerar a estabilidade da solugio (0,0) de (4.1) e (4.2). Escolhemos a
expressiao da energia como fungao de Lyapunov e obtemos:
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Percebemosque V (0,0)=0 e V(X;,X) >0 emumaregiio em torno de (0,0). Neste caso
ogradientedeV, dadopor VV, ¢

Fig.(pag.28)
eassm
Fig.(pag.28)
V=VV'F =2—:(/1F1+2—;/2F2

onde os F; sao componentes escalares de F. Dai a derivada de V ao longo das solugdes de (4.1)
e (4.2) ¢ dada por
Fig.(pag.28)

V==—2ux

Porque m ¢ positivo em um sistema dissipativo, temos que V <0 em aguma
vizinhanca escolhida da solugdo de equilibrio (X ,X,) = 0,0. Dai, esta solugio é estavel de
acordo com o primeiro teorema da estabilidade de Lyapunov.

O exemplo 14 também serve para ilustrar a deficiéncia do segundo teorema da
estabilidade de Lyapunov. Usando algumas técnicas, tais como métodos numéricos e de
perturbacao, vocé pode mostrar que a origem ¢ uma solugao assintoticamente estavel de (4.1)
e (4.2). Todavia por causade

Fig.(pag.28) '
V=-2ux<0

em toda vizinhanga da origem( V = 0 ao longo de todo eixo x;que ¢ X, =0 )0 segundo
teorema da estabilidade de Lyapunov nio pode ser usado para concluir que a origem é
assintoticamente estavel. Na verdade, a condi¢ao dada pelo segundo teorema de Lyapunov é
suficiente mas nao necessaria. Esta deficiéncia pode ser superada utilizando o teorema de

Krasovskii. Seja V(x) umafungdo escalar Ct, com V (X) =0, e

Fig.(pag.28)
D, ={x/V(x)<I}
Fig.(pag.29)
V(x)>0 para x€ D, e X # X,
Fig.(pag.29)
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V(x)<0 para x € D,

Se ndo existe solugdo x*(t) para X=F(X;M;) completamente contida em D, que
nio sga X, e paraaqua V(x (t)) =0, entdo toda solugdo que se inicia em D, dirige-se
para Xo, € Xo ¢ assintoticamente estavel. Ao encontrar a maior regiao possivel para a qual as
condi¢des do teorema de Krasovskii sao satisfeitas, vocé podera determinar o dominio de
atracao ou bacia de atracao de Xo; que é a regiao no espago de configuragdo tal que uma
tragjetoria iniciada em qualquer ponto no seu interior tendera para Xo quando t—oo. Por
exemplo,usando a func¢ao de Lyapunov

Fig.(pag.29)

V(3 =5t 5=

e tomando D, para ser aregiao

Fig.(pag.29)

1 1 1 1
§X§+§Xi—2Xi<Z

vocé podera mostrar que todas as condi¢oes do teorema de Krasovskii estao satisfeitas e
portanto a origem de (4.1) (4.2) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel e que D, é 0
dominio de atragao da origem.

1.5 ATRATORES

No inicio, no contexto da Figura 2.4, percebemos que as érbitas positivas de (2.6) e
(2.7) sio atraidas para a origem do espaco das configuracoes quando t—oo. Usando a
funcao de Lyapunov, vocé podera mostrar que a origem ¢ uma solugao assintoticamente
estavel de (2.6) e (2.7) quando p>0. Estas solugdes assintéticamente estavels sio atrativas
e exemplos de atratores.

Num contexto geral, se T' é um operador de evolugio que atua sobre as condigdes

iniciais Xxo no R" tal que T'X,=X(Xq,t), onde x €R". Repetidas aplicacdes de T
podem levar para um subespagco do IR", chamado atrator,0 qual ¢ definido pelas seguintes
propriedades:

1. Invariancia: Um atrator X é um conjunto invariante do fluxo do sistema. Formalmente,
T'X € X.

2. Atratividade: Neste caso, existe uma vizinhanga U do atrator (i.e, X < U) ta que as
evolugoes iniciadas U em permanecem em U e se aproximam de X quando t — oo.
Formalmente, T'UcU paa t>0 e T'U —» X amedidaque t— 0.

3. Recorréncia: Trgetorias iniciadas de uma configuragdo em um subconjunto aberto de X
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repetidamente se tornam arbitrariamente proximas da configuragao inicial para valores
grandes do tempo.

4. Indecompossabilidade: Um atrator nao pode ser dividido em dois pedagos nao triviais.

A propriedade 3 impede gque solugdes instaveis e solugdes transientes sejam atratores.
A propriedade 4, também chamada de irredutibilidade, implica que um atrator nao pode ser
decomposto em atratores menores distintos. Todos 0s conjuntos atrativos possuem as
propriedades 1 e 2, mas apenas alguns deles, os atratores possem as propriedades 3 e 4.
Porque algumas solugdes instaveis podem fazer parte de um conjunto atrativos, a propriedade
3 pode ser violada Além disso, pelo fato de mais de um atrator poder fazer parte de um
conjunto atrativo, a Propriedade 4 pode nao ser satisfeita .Observamos que para verificar a
Propriedade 2 precisariamos usar uma medida de distancia

Voltando a origem na figura 2.4 percebemos que nela estao satisfeitas a Propriedade 1
porque ¢ uma solucdo de (2.6) e (2.7) paratodo t. Também, ela satisfaz as Propriedades 3 e 4
porque ¢ assintoticamente estavel. Além disso, (00) satisfaz a propriedade 4 porque nao pode
dividida em pequenos conjuntos que satisfazem (2.6) e (2.7). A solu¢ao de equilibrio
assintoticamente estavel (0,0) de (2.6) e (2.7) ¢ um exemplo de atrator pontual. A érbita G
da Figura 3.2 ¢ um atrator de (2.2) e (2.3). Para ser especifico, ele ¢ um atrator periédico.
Diferente de um atrator pontual, este atrator ¢ uma soluciao dinamica porque as variaveis de
configuragao sio fungoes do tempo. Outros dois atratores, que sio caracterizados pela
variagdo no tempo,sio os atratores quasiperiédico e caotico, respectivamente.

O dominio D cR" que inclui todas as condigdes iniciais Xo tal que T'X, = X

quando t — oo ¢ chamado bacia ou dominio de atragao ou regiao de estabilidade de X.
Na verdade, todas as evolugdes em uma bacia de atragao de X sio atraidas paraela.

Na literatura , o oposto da idéia de atrator ¢ também chamado repulsor. Um atrator
atrai orbitas positivas mas repele érbitas negativas e um repulsor repele orbitas positivas mas
atrai orbitas negativas. A solugao (0,0) de (2.6) (2.7) é um atrator quando u > 0. Esta
solugdo é um repulsor quando p < 0.

1.6 OBSERVACOES

Na literatura, o Método utilizando fungdes de Lyapunov para determinar a estabilidade
de um ponto fixo também ¢ chamado segundo método de Lyapunov. A existéncia de
funcoes de Lyapunov e aplicagoes do segundo método Lyapunov sio discutidos
minunciosamente por Krasovskii(1963). Uma exposi¢ao detalhada da teoria de estabilidade de
Lyapunov também ¢ apresentado em Hagedorn(1988). Observamos que todas as nogoes de
estabilidade discutidas acima nao fornecem esquemas explicitos para determinar a
estabilidade de uma solugao.
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