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RESUMO

Um dos grandes triunfos da Fisica no século XX é sem duvida, a
Mecéanica Quantica. Apesar da quantizagéo ter obtido sucesso na explicagao
de diversos fenbmenos fisicos, a idéia de uma teoria baseada em postulados
gue nao tinha embasamento matematico e que utilizava argumentos classicos
para justificar-se ao mesmo tempo que 0s contrariava, levou a diversas
tentativas de uma formulacado mais apropriada, chegando assim, a Mecéanica
Quantica. Nesse trabalho abordaremos a formulagéo de Schrodinger da
Mecéanica Quantica e mostraremos como esta formulagéo € capaz de explicar
(tanto do ponto de vista qualitativo, quanto do ponto de vista quantitativo) sem
o auxilio de postulados ou suposicdes vagas, os diversos fendmenos da Fisica
Quantica.

Palavras-chave:Schrddinger, Mecanica, Fisica Quanti  ca.

ABSTRACT

One of the great triumphs of the Physics in century XX is without a doubt,
the Quantum Mechanics. Despite the quantization having gotten success in the
explanation of diverse physical phenomena, the idea of a theory based on
postulates that mathematical basement did not have and that it used classic
arguments to justify itself at the same time that opposed them, took the diverse
attempts of a more appropriate formularization, thus arriving, to the Quantum
Mechanics. In this work we will approach the formularization of Schrodinger of
the Quantum Mechanics and will show as this formularization is capable to
explain (in such a way of the qualitative point of view, how much of the
guantitative point of view) without it assists of postulates or vacant assumptions,
the diverse phenomena of the Quantum Physics.

Keyword: Schrddinger, Mechanics, Quantum Physics.



1. INTRODUCAO

Viena, no come¢o do século XX, era uma cidade alegre e
despreocupada. Tomava-se muito cha com bolo em superlotadas confeitarias.
Ouvia-se muita valsa e muita opereta de Strauss. Como toda a Europa, Viena

vivia gozando as delicias da "belle époque".

Nesse cenario de poesia, algumas pessoas mais sensiveis preferiam
ficar a margem, pois eram capazes de sentir o leve odor de decadéncia que
emanava daquelas frivolidades mundanas e da melancolia dos parques
barrocos no outono. Especialmente um jovem loiro, de modos simples,
temperamento moderado e olhos muito vivos, que ali nascera a 12 de agosto
de 1887. Ele contemplava a comédia que se desenrolava a sua volta,
certamente com uma ponta de sutil ironia, posto que era extremamente
inteligente e comecava a tomar contato com alguns problemas graves na
ciéncia que escolhera para especializar-se. E passaria a ser um dos

protagonistas do que Einstein chamou "o grande drama das idéias".

O drama comegcara noutro tempo e noutro cenério. O prélogo foi escrito
2300 anos antes por Aristételes, quando formulou a doutrina segundo a qual
todo movimento esté ligado a uma for¢a: quando esta cessa de agir, 0 corpo
chega a imobilidade. Era uma concepgéo puramente intuitiva que seria posta
em xeque no século XIV, com o trabalho de Buridan e outros cientistas da
Escola de Paris. Transcorreriam ainda trés séculos para que fosse

definitivamente destronada, encerrando a pré-historia da fisica.

O primeiro ato, propriamente dito, seria escrito no século XVII com a
figura gigantesca de Galileu, que inicia a mecanica classica, e Isaac Newton,
que constroi um sdlido edificio cuja coluna de sustentacéo € a lei da inércia.
Sobre esse alicerce firme e uma rigorosa metodologia experimental e
matematica, os fisicos puderam elaborar uma mecénica que esta na base de
todo o conhecimento do Universo. A astronomia de Laplace levou-a ao seu

méaximo esplendor.



O cenario do drama estava, agora, pintado em cores mais amenas. Mas
nao iria continuar assim por muito tempo. Outros fenbmenos, como 0s
eletromagnéticos e os da propagacdo do calor e da luz, iriam entrar em cena,
abrindo uma crise. Entre a mecéanica newtoniana e a nova mecanica havia uma
diferenca essencial: enquanto esta Ultima se refere a "meios continuos", a
primeira, que abrangia astros e projéteis balisticas, falava em "pontos
materiais" descontinuos. Essa diferenca iria causar sérias dificuldades. Apesar
disso, tal era a perfeicdo da mecénica classica e tdo espetaculares os seus

resultados, que os fisicos puseram-se a aplica-la aos novos campos.

Entre eles, James Clerk Maxwell (1831-1879) conseguiu colocar alguma
ordem na fisica das ondas eletromagnéticas, encontrando as equacdes que
regulavam todos os fenémenos conhecidos, nesse campo, com a mesma

seguranca com que as de Newton descreviam os fatos da astronomia.

A crise, entretanto, irrompeu quando as equagfes de Maxwell se
revelaram incapazes de tratar tanto os fendbmenos eletromagnéticos e
mecénicos nos quais os movimentos tinham velocidade préxima a da luz,

quanto os fenbmenos da fisica microscopica.

James Clerk Maxwell, que nasceu no mesmo ano em que Faraday
descobriu a lei de indugdo, morreu com idade de 48 anos, 1879, ano do
nascimento de Einstein. Maxwell gastou a maior parte de sua curta mais
altamente produtiva vida, tentando dar uma base tedrica as experiéncias de
Faraday. E conveniente ressaltar que Einstein desenvolveu a teoria da
Relatividade através de um aprofundamento das consequéncias das Equacgdes
de Maxwell.

Einstein, grande admirador de Maxwell, uma vez escreveu sobre ele:
"Imagine o que ele sentiu quando verificou que as ondas eletromagnéticas

propagam-se com a velocidade da luz”.



As principais equac¢des da Teoria de Campo sao:

namero | Nome Equacéo Descreve

) Lei da eletricidade . E.dA=Ai Carga e campo

de Gauss I elétrico
1)) Lei do magnetismo | cB.dA=0 O campo magnético

de Gauss

1)} Lei da Faraday DEds=- dF O campo elétrico
dt produzido por um
campo magnético

variavel.
V) Lei de Ampere- oBds=m1 dF . + mi O campo magnético
Maxwell dt produzido por um
campo elétrico

variavel ou por uma
corrente  ou por

estas duas causas.

Abria-se assim a oportunidade para que outros protagonistas entrassem

em cena, a fim de mudar o curso da acdo. Um deles, chamado Albert Einstein,

encarregou-se da questdo dos movimentos dos corpos que se aproximam da

velocidade da luz. A partir das equagbes de Maxwell, foi levado a critica das

idéias de espaco e tempo e formulou a teoria da relatividade.

O outro era aquele jovem loiro, de modos simples, temperamento

moderado e cujos olhos vivos comegavam a esconder-se atras de lentes em

armagéo de ouro. Chamava-se Erwin Schrddinger.




Fig.1 - Erwin Schrédinger

O papel que Ihe ficara reservado na trama era resolver a impossibilidade
de tratar os fendmenos microscopicos por meio das equagdes da mecanica
classica. Esse problema podia ser formulado assim: por que os elétrons deviam
mover-se apenas em Orbitas com certos valores definidos e distintos da energia

e do momento angular?

Nenhuma particularidade da estrutura das equagdes classicas permitia a
explicacdo do fato. As hipoteses formuladas por Bohr e Sommerfeld pareciam
adequadas para solucionar o problema particular do &tomo de hidrogénio, mas
ndo para construir uma teoria que abrangesse todos os fendmenos

microscoépicos.

Schrddinger encontrou a pista para a solu¢cao no trabalho de Louis de
Broglie. Este fisico francés tinha, em 1924, descoberto o duplo comportamento
da matéria. Um elétron, por exemplo, pode comportar-se ora como particula
material, ora como feixe de ondas, e o comprimento destas dependem de sua
quantidade de movimento. A matéria apresenta-se, portanto, sob dupla forma,
como corpusculo ou como onda. A relacdo estabelecida por de Broglie, no

entanto, descrevia apenas o comprimento de onda das particulas, néo



estabelecendo sua equacdo fundamental. De qualquer modo, estava ali a
chave com a qual Schrddinger iria abrir as portas para a criagdo da mecéanica

guantica.
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Fig. 2 - Manuscritos de Schrédinger

Em sua inteligéncia astuta, surgiu uma interrogacdo: se as particulas
microscépicas comportam-se como ondas, quando se movem no espaco,
porque entdo ndo procurar descrever seu movimento de ondas, ao invés de
atomos, e abandonar completamente o caminho seguido pelas equacdes
newtonianas da mecanica dos pontos materiais, encontrando para esse

movimento equacgdes do tipo das de Maxwell?

Com esse fio condutor, Schrddinger langou-se ao trabalho, tentando
identificar, no comportamento das particulas, as propriedades que permitissem
estabelecer sua equacédo de onda. Chegou entdo a famosa equacgéao que tomou
seu nome, vindo a ser a férmula basica da mecéanica ondulatéria, e valendo-lhe
a obtengcdo do prémio Nobel, juntamente com o fisico inglés Paul Dirac, em
1933.



2. FORMULACAO

2.1 A Equacao de Schrédinger
O primeiro problema que temos ndo é como resolver uma certa equacao

diferencial, e sim como encontrar essa equacgdo. Isto €, estamos na situacao

em que Newton se encontrava ao procurar a equagao diferencial.

F=—"=m— (21)

Que é a equacdo béasica da mecanica classica, ou na situacdo de

Maxwell se encontrava quando procurava as equagoes diferenciais como

ﬂEx +ﬂEy +ﬂEz :L
X Ty Iz €

2.2)

E que formam a base do eletromagnetismo classico.

A equacdo de onda para a mola esticada pode ser obtida a partir da lei
de Newton, e a equacgéo da onda eletromagnética pode ser obtida a partir das
equacdes de Maxwell; mas ndo pode esperar que sejamos capazes de obter a
equacdo de onda da Mecénica Quéantica a partir de qualquer equacdo da
Mecanica Classica. No entanto, podemos esperar algum auxilio dos postulados

de De Broglie-Einstein

S~
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(2.3)

gue relacionam o comprimento de onda com o0 momento p da particula
associada, e também a frequéncia v da funcdo de onda com a energia total E

da particula, para caso de um particula com p e E essencialmente constantes.



Ou seja, a equacdo de onda da mecéanica quantica que procuramos
deve ser consistente com esses postulados, e vamos utilizar essa consisténcia
exigida para ao tentar obté-la. As Eq. (2.3), e mais outras que teremos razdes
para aceitar, fardo parte de um argumento que se propde a fazer com que a
equacdo de onda da mecénica quantica parega bastante razoavel, mas deve

ser enfatizado que esse argumento ndo constitui uma deducéo.

Na analise final, a equacé@o de onda da mecéanica quantica sera obtida
por meio de um postulado, cuja justificativa ndo foi inteiramente deduzida a
partir de informag6es j& conhecidas experimentalmente, mas sim que prevé

corretamente resultados que podem ser verificados experimentalmente.

Comegamos nosso argumento fazendo uma lista de quatro hipdteses
razoaveis relacionadas com as propriedades desejadas da equacdo de onda

da mecénica quantica:

1) Ela deve ser consistente com os postulados de De Broglie-Einstein, EQ.
(2.3):

=
> | m

2) Ela deve ser consistente coma equagao

2

E=_P (2.4)
2m+V

Que relaciona a energia total E de uma particula de massa com sua

energia cinética p®/2m e sua energia potencial V.

3) Ela deve ser linear em Y (xt). Isto €, se Y,(xt) e Y,(xt) sdo duas
solugbes diferentes da equacdo para uma dada energia potencial , entdo
qualquer combinacéo linear arbitraria dessas solucgdes,

Y (xt) =c Y, (xt)+c,Y,(xt), também é um solucéo.



Esta combinagdo é dita linear porque envolve a primeira poténcia de
Y.(xt) e Y,(xt); é dita arbitraria porque as constantes c, e c, podem ter

valores quaisquer.

Esta exigéncia de linearidade garante que podemos somar fungdes de
onda para produzir as interferéncias construtiva e destrutivas que sdo tao
caracteristicas de ondas. Fenémenos de interferéncia sdo lugar comum para
ondas eletromagnéticas; todas as figuras de difracdo da fisica 6tica séo
compreendidas em termos de adicdo de ondas eletromagnéticas. Mas a
experiéncia de Davisson e Germer, alem de outra, mostrou que figuras de
difracdo também s&o encontradas no movimento de elétrons e outras
particulas. Portanto, suas fun¢des de onda também exibem interferéncia, logo

devemos poder soma-las.

4) A energia potencial V € em geral uma fungdo de X, e possivelmente até

de t. No entanto, hd um caso especial importante no qual
V(xt) =V, (2.5)

Este é exatamente o caso da particula livre, ja que a forca atua sobre a

particula é dada por

F -2 VxY
Ix
O que implica em F = 0 se Vo € uma constante. Neste caso a lei do

(2.6)

movimento de Newton nos diz que o momento p da particula sera constante, e
também que sua energia total E sera constante. Temos aqui uma particula livre
com valores constantes de

> |m



Que tera solucdes de onda senoidal
Y (x,t) = serRp /1 vt (2.7)

Usando as relacdes de De Broglie-Einstein da hipdtese 1 para escrever

a equacdao da energia da hipotese 2 em termos de / e v, obtemos:

2

72 +V(x,t) =hv (2.8)
Introduzindo as grandezas:
K :2/—’0 e w=2w (2.9)

A grandeza k é chamada de numero de ondas angular ( vetor de onda,
para duas ou mais dimensdes) e a grandeza w € conhecida por frequéncia

angular. Introduzindo-as, obtemos

2k2
+V(xt)= w (2.10)
m

Onde ° hn € a constante de Planck dividida por 2p . Para satisfazer

as hipéteses 1 e 2, a equacgdo de onda que procuramos deve ser consistente

com a Eq. (2.7).

Para satisfazer a hipotese 3, de linearidade, é necessario que cada

termo na equacéao diferencial seja linear em Y (x,t), isto é, seja proporcional a

primeira poténcia de Y (x,t). Observe que qualquer derivada de Y (x,t)tem

2
)| Y(;ct) que

essa propriedade. Por exemplo, se considerarmos do valor de 0
X

resulta quando, multiplicarmos o valor da expressdo por um fator de ¢, vemos



gue a derivada cresce pelo mesmo fator e é portanto proporcional a primeira

potencia da funcao. Isto é verdadeiro ja que

ey ()] _  12Y (x)

o o (2.11)

Onde c¢ é uma constante qualquer, para que a propria equagéo
diferencial seja linear em Y (x,t), ela ndo pode conter nenhum termo
independente de Y (xt), isto &, que seja proporcional a [Y (x,1)]°,0u que seja
proporcional a [Y (xt)]?°ou qualquer poténcia superior. Apés obter essa

equacao, vamos demonstrar explicitamente que ele é linear em , e no processo

a validade dessa afirmacao se tornara evidente.

Usando a hipétese 4 , que se relaciona com a forma da solucdo para a
particula livre. Como é sugerido pela hipotese, devemos primeiro tentar
escrever uma equacgdo contendo a fungédo de onda senoidal, Eq. (2.7), e/ou
derivadas dessa fung¢éo de onda. Observando as derivadas da Eqg. (2.7), vemos
que o efeito de tomar a segunda derivada espacial € introduzir um fator de - k®
, € 0 efeito de tomar a primeira derivada temporal € de introduzir um fator de

- W.

Como a equacgéo diferencial que procuramos deve ser consistente com a
Eqg. (2.10) que contem um fator de k* em um termo e um fator de w em outro,
esses fatos sugerem que a equacao diferencial temporal de Y (x,t) . Mas deve
também haver um termo contendo um fator de V(x,t), pois ele esta presente
na Eg. (2.10). De forma a garantir a linearidade, esse termo deve conter um
fator de Y (x,t). Organizando todas essas idéias, temos a seguinte forma para

a equacao diferencial

FVDY (1) = b% (2.12)

2 7Y (x,t)
%

1C



As constante a e b tem valores que ainda devem ser determinados.

Alias sao utilizadas para fornecer a flexibilidade que serd necessaria para

ajustar a Eq. (2.12) as varias exigéncias que ela deve satisfazer.

Consideremos V(x,t)=V, e calculemos Y (xt) e suas derivadas

obtemos;

- aser(kx- wt)k® + ser(kx- wt)V, =- b coskx- wt)w (2.13)

Apesar das constantes a e b estarem a nossa disposicdo, néo

podemos fazer com que essa expressdo esteja de acordo com a Eg. (2.10), e
portanto satisfacam as hipoteses 1 e 2, exceto para combinacdes lineares

especiais das grandezas x e t para as quais ser(kx- wt) =coskx- wt). E
verdade que poderiamos obter uma concordancia se a e b nado fossem

constante, mas rejeitamos essa possibilidade em favor da muito mais simples

gue sera apresentada a seguir.

A dificuldade que temos surge porque a derivacdo troca co-senos por
senos e vice-versa. Este fato sugere que devemos tentar usar para a fungéo de
onda da particula livre ndo a Unica funcéo senoidal da Eq. (2.7), mas em vez

dela a combinacao
Y (x,t) = coskx- wt) + g.ser(kx- wt) (2.14)
Onde g é uma constante, de valor ainda indeterminado, que €
introduzida para nos dar uma flexibilidade adicional. Temos a esperanca de

encontrar a mistura apropriada de um co-seno € um seno que removera a
dificuldade.

Calculando as derivadas necesséarias, obtemos:

11



(Y (xt) _

Y - k.ser(kx- wt) + kg.coskx- wt)
2
< %&Xt) =-k?coskx- wt) - k’g.ser(kx- wt) (2.15)
% = - w.ser(kx- wt) - wg.coskx- wt)

Entdo teriamos novamente; substituindo (2.14) e (2.15) em (2.12), e

fazendo V(x,t) =V, , obtemos:
|- ak? +V, + bwglcoskx- wt) +|- ak?g+V,g- bwsertkx- wt)=0  (2.16)

Para que a desigualdade acima seja valida para todas as possiveis
combinacbes das variaveis independentes x e t, € necessario que 0S

coeficientes de seno e de co-seno sejam zero.
- ak® +V, = - bgw (2.17)
- ak?>+V, =- bwlg (2.18)

Agora temos um problema facilmente tratavel; ha trés equacbes
algébricas que devemos satisfazer as equacgdes (2.10), (2.17), (2.18), e trés

constantes livres a,b,g a nossa disposi¢cdo. Subtraindo (2.18) de (2.17),

encontramos
0=-bgn- bw/g
Ou ainda:

9=-1lg

12



De forma que
g = (2.19)

Onde i é a unidade imaginario. Substituindo este resultado em (2.17),

encontramos

- ak?+V, = ibw

Este resultado pode ser comparado diretamente com a Eq.(2.17):

Chegando em :
a=- 2/2m (2.20)
E ainda:
+ip=
Ou seja:
b =+i. (2.21)

Ha duas escolhas possiveis de sinal em (2.19). Observa-se que a

conseqguéncia de qual escolha feita ndo € significante, e portanto seguimos o

uso convencional e escolhemos o sinal positivo.

13



P PY (XY _.
Zm—ﬂx2 +V (XY (xt) =i. —ﬂ (2.22)

Y (x.t)
t
Esta equacédo diferencial satisfaz a todas as nossas hipoteses relativas a

equacao de onda da mecanica quantica.

Deve ser enfatizado que chegamos a (2.22) considerando um caso de

uma particula livre, onde V(x,t) =V,, € uma constante. Neste ponto parece

argumentar que devemos esperar que a equacdo de onda da mecéanica
guantica tenha a mesma forma que a Eq. (2.22) como fungcédo de x e t , mas
nao podemos provar que isto seja verdadeiro. Podemos, no entanto, postular
que é verdade. Fazemos isto, e assim tomamos a Eq. (2.22) como a equagéo

de onda da mecéanica quantica cujas solugbes Y (x,t) nos indica as funcdes de

onda que devem ser associadas ao movimento de uma particula de massa m

sob influencia de forgas que séo descritas pela fungéo energia potencial V(x,t).

A equacdao foi obtida pela primeira vez em 1926 por Erwin Schrédinger,

e é portanto chamada de Equacéo de Schrodinger

Devemos observar que ndo podemos esperar que a equacdo de
Schrédinger seja vdlida quando a particula com velocidade relativistica.lsto
ocorre por que a equagao foi feita de forma a ser consistente com a Eq. (2.4), a
equacao de energia classica, que é incorreta para velocidades comparaveis
com a velocidade da luz. Em 1928, Dirac desenvolveu uma teoria relativistica
para a mecanica quantica, usando basicamente os mesmos postulados que a
teoria de Schrddinger, exceto em que (2.4) foi substituida por seu analogo

relativistico.

E=/C7p” +(myc?)? +V

A teoria de Dirac se reduz a teoria de Schrodinger, € obvio, no limite de

baixas velocidades. Devido as sérias complicagBes introduzidas pela raiz

14



guadrada na equacgdo de energia relativistica, um tratamento quantitativo da

teoria de Dirac ndo seria apropriado a este trabalho.
2.2 Exemplo

A funcdo de onda Y (x,t) para o estado de menor energia de oscilador

simples, constituido de uma particula de massa m sob acdo de uma forca

restauradora linear cujas hipéteses é C, pode ser expressa como

Y (xt) = Ae (Cm/2 )xze-(i/Z)«/C/mt

Onde a constante real A pode ter o qualquer valor. Verifique que essa
expressdo é uma solucdo para a equagdo de Schrodinger com o potencial

apropriado.

A expressao se aplica ao caso em que o ponto de equilibrio do oscilador
(o ponto no qual a particula classica estaria em repouso caso nao tivesse
oscilando) est4 na origem do eixo x (x = 0). Neste caso, a energia potencial,

independe do tempo, ou seja:
V(x1) =V (X) =Cx* /2

Como pode ser verificado, observando-se que a forgca correspondente,

F =- — =-Cx, € uma forca restauradora cuja constante € C. A equagéo de

Schrédinger para esse potencial é

2 2
—M+9xzy =i w

" 2m > 2 It

Para verificamos a validade da solucdo citada, calcularemos sua

derivadas.



Encontremos

2
1Y _ \/CmY ) \/me ) \/meY _ \/CmY +C—2nx2Y

Substituindo na equacédo de Schrodinger resulta em

2 2 H
vemy, - Cmeey v Chey oy _ 1 |Gy
2m 2m 2 2 2 \m

ou ainda:

_\/EY_EXZY +Ex2Y =— EY
2\m 2 2 2\m

Com a ultima igualdade é evidentemente satisfeita, a solu¢éo a valida.

3. DETERMINACAO DA DENSIDADE DE PROBABILIDADE [J/|2

Para obter esta equacéo, substituimos m.v pelo momento p.

Em 1916, Einstein ampliou o conceito de quantum de luz (féton) ao
propor que um quantum de luz possui momento linear. Para um féton de

energia h.f , o modulo deste momento é dado por

hf (3.1)

p=—

=/D (momento de Féton)
C

Além disso, % € 0 numero quantico angular K
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Com esta substituicdo, a equagéo se torna:

d’

dx?

+k’ =0 (equacdo de Schrodinger particula livre) (3.2)

Esta equacao tem como solucao geral:
y (X) = Aé.k.x + Be—i.k.x , (33)

onde A e B sado constantes arbitrarias. Podemos verificar que esta equacgéo €

realmente uma solugéo da Eq. (3.2) substituindo y (x) e sua derivada segunda

na Eqg. (3.2) e observando que o resultado € uma identidade.

Combinando as equacgbes (2.1) e (2.3), obtemos, para uma funcéo de

onda Y dependente do tempo se propagando ao longo do eixo X,

Y (X,t) :y (X)e-i.w.t = (Aékx + Be—i.k.X)e—.w.t

Y (x,t) = Agkxw) 4 gaitkxrwy) (3.4)

Qualquer funcdo F da forma f(kxxwt) representa uma onda

progressiva. Isto se aplica a fungBes exponenciais como na Eq. (3.4), bem
como as fungdes senoidais que usamos para descrever ondas em cordas. Na

verdade, estas duas representacfes estdo relacionadas através das equacdes,
€9 =cosg+iseng e €' =cosg- iserny,
onde g é um angulo qualquer.

O primeiro termo do membro da direita da Eqg. (3.4) representa uma
onda que se propaga no sentido positivo do eixo x; o segundo, uma onda que
se propaga no sentido negativo do eixo x. Entretanto, vamos supor que a
particula livre que estamos consideramos se movimenta no sentido positivo do
eixo x. Para restringir a solugdo geral de (3.4) a este caso de interesse,

tomamos as constante A de y,, a Eq. (3.3) se torna

Y (X) =y & (3.5)
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Para determinar a densidade de probabilidade, devemos calcular o
quadrado do valor absoluto de y (x).O resultado é o que se segue:

2

Iy|2 :b/oeikx 2 _ (yg)‘eikx

Como

ikx

‘e Z_ (eiKX)(eiKX) — oM g = g0 =

Temos
2 _ 2 2 _.,2
V| =)@ =y, (uma constante)

A Fig. 3 é uma grafico da densidade de probabilidade |y|2 em funcéo de

X pra uma particula livre. Trata-se de uma linha reta paralela ao eixo x, que vai
de - ¥ a +¥ . Como a densidade de probabilidade tem o mesmo valor para
gualquer valor de x, a particula pode ser deslocada com a mesma
probabilidade em qualquer ponto de sua trajetoria.

Fig. 3 — Densidade de Probabilidade

Vemos que a densidade de probabilidade |y|2 € a mesma para qualquer

valor de x. Nao existe nada que nos permita identificar um determinado ponto
sobre 0 eixo dos x como a posi¢ado mais notavel para a particula, ou seja, todas

as posicdes sdo igualmente provaveis.
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3.1 Exemplo

Calcular a densidade de probabilidade para a funcdo de onda de menor

energia do oscilador harmonico simples mostrada no exemplo anterior.
A funcéo de onda é

% (X,t) = Ae (WCmi/2 )xze- (i/2)JCimt

A densidade de probabilidade é portanto

P = (Y * Y) = Ae (VCm/2 )x2e+(i/2)«/C/mtAe- (Cm/2 )xze- (i/2)JClImt

Ou seja:

2
pP= A2e- (vVC.m/ )x

Observa que a densidade de probabilidade é independente do tempo,
apesar da funcao de onda depender do tempo. Isto é verdade para qualquer
caso onde a particula associada a funcdo de onda esta em um Unico estado de

energia.

A densidade de probabilidade P prevista pela mecéanica quantica esta
mostrada em um gréafico como uma funcdo de x pela curva sélida na parte
superior da Fig. 4. A probabilidade de que uma medida de posicao da particula
oscilando seja encontrada em um elemento do eixo x entre x e X + dx é igual a
Pdx.

Como P tem um maximo em x = 0, o ponto de equilibrio do oscilador, a
mecanica quantica prevé que a particula tem maior probabilidade de ser
encontrada em um elemento dx localizado no ponto de equilibrio. Caminhando
em qualquer sentido a partir dessa posicéo, as chances de encontra-la em um

elemento do mesmo comprimento dx diminuem bastante rapidamente, mas néo
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existem limites bem definidos alem dos quais a probabilidade de encontrar a

particula em um elemento do eixo x seja exatamente zero.

Fig. 4 — Funcéo de Probabilidade

A figura acima ainda mostra a densidade de probabilidade da mecéanica
quéantica e classica para uma particula no estado de menor energia de um
oscilador harménico simples. A densidade de probabilidade da mecéanica
quéantica tem um pico na proximidades do ponto de equilibrio e se estende para
alem dos limites bem definidos para 0 movimento previstos pela fisica cléssica.
A densidade de probabilidade classica € inversamente proporcional &
velocidade classica, e € maior nos pontos do movimento, onde a velocidade se

anula.
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4. O PRINCIPIO DE INCERTEZA

No exemplo anterior vimos uma das previsdes da mecéanica quantica
referente ao comportamento de uma particula em um oscilador harménico
simples. A previsdo é tipica do tipo de informacdo que a teoria pode fornecer.
Ela ndo pode nos dizer que uma particula em um dado estado de energia ser
encontrada em uma posigdo precisa em um certo instante, mas apenas as
probabilidades relativas de que a particula seja encontrada em uma varia

posicBes nesse instante. As previsdes da mecanica quantica sao estatisticas.

O Principio da Incerteza d& a justificativa fundamental de por que a

mecanica quantica se expressa na forma de probabilidades, e néo de certezas.

A origem da complementariedade é o principio de Heisenberg. Esse
principio atesta ser impossivel fazer uma observagédo (um medida) em sistema
sem ao mesmo tempo provocar um alteragdo minima em seu estado fisico. O
principio também estabelece um relacdo fundamental entre o minimo de

alteracdo no estado do sistema e a precisdo da medida realizada.

Por exemplo, considere a investigacdo de um oscilador harménico em
alguns estados de energia tipico. Para que realmente o sistema estd em um
estado particular, devemos fazer uma medida de sua energia. A medida, de
modo que nao é surpreendente que nao possamos prever com certeza aonde a

particula sera encontrada quando fizemos uma medida de sua posi¢ao.

Na mecénica classica que a energia do sistema seja microscopica,
podemos fazer a medida da energia, e qualquer outra medida, se perturba o
sistema. Assim a mecanica classica diz que podemos prever exatamente onde
a particula sera encontrada em uma medida subseqiiente, caso o desejamos.
Mas, quando aplicada a sistemas microscopicos, a mecéanica classica esta

errada.

N&o s6 impossivel prever a partir da mecéanica classica exatamente

aonde uma particula em um sistema microscopico estara em uma medida
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subseguente, como também é impossivel prever precisamente, a partir dessa

teoria, as probabilidades relativas de encontrar a particula em, varias posicoes.

A mecanica quantica no permite fazer previsées precisa a respeito dessa
probabilidade relativas, por que ela leva em conta quantitativamente o fato

fundamental da vida do mundo microscépico — o principio da incerteza .

O primeiro ponto abordado por Born, a respeito da dependéncia espacial
de Y em alguns instante inicial ser suficiente para determinar completamente
sua dependéncia espacial em qualquer instante posterior, € consequéncia do
fato de que Y satisfaz & equacdo de schrédinger, que contem apenas uma

primeira derivada temporal.

Em 1913 Niels Bohr desenvolveu um modelo que apresentava
concordancia gquantitativa precisa com alguns dos dados espectroscopicos
( por exemplo, o espectro do hidrogénio). Tinha a atragéo adicional de que a
matematica envolvida era de facil compreensdo. Sendo assim fora criado os

postulados de Bohr:

1) Um elétron em um atomo se move em uma Orbita circular em torno do
nucleo sob influéncia da atracdo coulombiana entre elétron e ndcleo,

obedecendo as leis da Mecénica Classica.

2) Em vez da infinidade de orbitas que seriam possiveis segundo a
mecénica classica, um elétron s6 pode mover em uma Orbita na qual seu

momento angular orbital € um multiplo inteiro

3)Apesar de estar constantemente acelerado, um elétron, que se move
em uma das orbitas possiveis ndo admite radiacdo eletromagnética. Portanto

sua energia total permanece constante.

4) E emitida radiagdo eletromagnética se um elétron que se move
inicialmente sobre uma Orbita de energia total inicial, muda seu movimento

descontinuamente de forma a se mover em uma Orbita de energia total final.A
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frequéncia da radiacdo emitida € igual a quantidade de energia dividida pela

constante de Planck.

O segundo ponto, a respeito de ndo ser capaz de determinar
completamente a dependéncia espacial da funcdo de onda no instante inicial, &
se soubermos uma densidade de probabilidade a partir de um conjunto inicial
de medidas de um sistema, ainda ndo poderemos determinar de forma Unica
uma funcdo de onda inicial para associa-la ao sistema. Tudo que podemos
determinar é a soma dos quadrados das partes real e imaginaria da funcao de

onda.
4.1 Exemplo

Nesta aplicagdo, vamos normalizar a fungdo de onda do primeiro
exemplo, determinando qual o valor da constante arbitraria A nesta fungéo de
onda que faz com que a probabilidade de encontrar a particula em qualquer

ponto do eixo x seja um.

A probabilidade total de encontrar a particula em algum ponto de todo o
eixo X € necessariamente igual a um , se a particula existe. Essa probabilidade
total pode ser obtida matematicamente integrando-se & funcdo densidade
probabilidade P sobre todos os x. Fazendo isto, e igualando o resultado a um,

temos

¥ ¥ ¥ .
Pdx= Y *Ydx=A? el Fgyx=1

-¥ -¥ -¥

Fig. 5 — Curva Gaussiana
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. _ 2 e ~
Como o integrando e ““™2* depende de x?, ele & uma funcgéo par de

X. Isto é, seu valor para um certo x é igual a seu valor para —x , como pode ser

visto na fig (3.3)(acima). Portanto a contribuicdo para o valor total da integral

obtida na regido de - ¥ a 0 € igual a contribuicdo obtida na regido de 0 a +¥ ,

e temos

¥ ¥
A2 glhem gy =opz glvem gy = q

-¥ -¥

A integral definida pode ser calculada, obtendo

¥ 1/2
e'(m’ )deXZ (/7 )1/4
v 2(Ccm)

Entdo obtemos imediatamente que o valor de A é:

A: (Crn)ll/B
(p. )l 4

Com este valor de A, a funcdo de onda fica:

O processo acima é dito normalizacdo de um funcdo de onda, e a fungéo

de onda apresentada no final do exemplo é dita, evidentemente, normalizada.

Antes do processo ser efetuado, a amplitude de uma funcdo de onda é

arbitraria, porque a linearidade da equacé&o de Schrodinger permite que uma

funcdo de onda seja multiplicada por uma constante de valor arbitrario, e ainda

assim continue sendo uma solugéo da equacao.
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A normalizacdo tem como efeito fixar a amplitude, ao fixar o valor da

constante multiplicativa, como foi o caso de A, no exemplo acima.

Nem sempre é necessario realmente efetuar o calculo que da o valor da
constante de amplitude, por que resultados Uteis podem ser frequentemente
obtidos em termos das probabilidades relativas, que sdo independentes de

valores reais das amplitudes. Mas devemos nos lembrar sempre que

¥ ¥
Pdx= Y *Ydx=1

¥ -¥

Ja que estas integrais dao a probabilidade total de encontrar em algum
local a particula descrita pela funcdo de onda, essa probabilidade tem que ser

igual a um para que a particula exista.

4.2 Valores Esperados

Considere uma particula e sua funcdo de onda associada Y (x,t). Em

uma medida de sua posi¢cao no sistema descrito pela fungédo de onda, haveria
uma probabilidade finita de encontra-la em qualquer coordenada x no intervalo

de xa x+dx, desde que a fungéo de onda fosse ndo nula nesse intervalo.

Em geral, a fungdo de onda é ndo nula em uma regido extensa do eixo
X. portanto ndo somos normalmente capazes de afirmar que a coordenada x da
particula tem um certo valor definido. No entanto, é possivel especificar algum
tipo de posicdo media da particula, da forma que se segue. Vamos imaginar
que fazemos uma medida da posicdo da particula em um instante t. A

probabilidade de encontra-la entre xa x+ dxé segundo o postulado de Born

P(x,t)dx=Y * (x,t)Y (x,t)dx (4.2)

Imagine que fazemos essa medida uma serie de vezes para sistemas

idénticos descritos pela mesma funcdo de onda , sempre para 0 mesmo valor t,
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e que registramos os valores observados de X nos quais encontramos a
particula. Um exemplo seria um conjunto de medidas das posicdes de elétrons
em atomos de hidrogénio, com todos os atomos em seus estados de menor
energia. Podemos usar a media dos valores observados para caracterizar a

posicdo em um instante t da particula associada a funcao de onda . Chamamos

este valor esperado de x, que é notado x, sera dado por

x= xp(xt)dx 4.2)

A razdo € que o integrando nesta expressdo é exatamente o valor da
coordenada x ponderada pela probabilidade de observar esse valor. Portanto,

obtemos a media dos valores observados ao da fungéo de onda, obtemos

X = ' Y * (x,t)XY (x,t)dx (4.3)

-¥

Esta expressdo segue diretamente da interpretacdo de Y *Y como a
densidade de probabilidade. Note que a expressao envolve a integral emdx, o
que elimina qualquer dependéncia na posi¢cdo. Como Y é também uma funcéo

de t, o resultado € uma fung¢é@o unicamente do tempo.

Se, por exemplo, uma medida pode resultar em apenas dois valores, x,e

o , — +X
X,, com a mesma probabilidade, o valor esperado sera x:—(xl2 2),

nenhuma medida resultara neste valor. Embora valor médio seja mais
apropriado, continuaremos usando também a denominacgdo valor esperado

porque é o convencional.
5. O GATO DE SCHRODINGER

A teoria quantica é a maior criagdo da ciéncia, de significado muito maior
e pratico do que a teoria da relatividade. E, contudo, permite fazer

estranhissimas previsdes. O mundo da mecéanica quantica € tdo estranho que
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mesmo Albert Einstein ndo o conseguiu compreender e recusou-se a aceitar

todas as consequéncias da teoria desenvolvida por Schroédinger e outros.

Einstein, como muitos outros cientistas, julgou muito mais adequado
supor que as equacdes da mecanica sdo um processo matematico que permite
uma descri¢do geral do comportamento das particulas atdmicas e subatdomicas
mas impede 0 acesso a uma realidade mais profunda de acordo com a nossa

experiéncia quotidiana.

A Mecanica Quantica diz-nos que nada é real, e que ndo podemos
afirmar nada acerca dos fenbmenos exceto quando os vemos. O gato de
Schrddinger foi pensado como exemplo para mostrar claramente as diferencas

existentes entre 0 mundo quotidiano e o mundo quéantico.

No mundo quéntico ja ndo vigoram mais as leis que nos sdo familiares.

Os acontecimentos sédo regidos por probabilidades.

Tomemos como exemplo um atomo radioativo. Ele pode transformar-se,

digamos que por emissdo de um elétron. Mas também pode néo o fazer.

E possivel mostrar uma experiéncia de tal modo que num certo intervalo
de tempo haja uma probabilidade de exatamente 50% de um dos atomos de
uma amostra radioativa se transmutar e que, a dar-se essa desintegracao, ela

seja detectada por um dispositivo.

Schrddinger, tdo preocupado como Einstein com as implicagbes da
teoria quantica, tentou mostrar o absurdo de tais implicagdes imaginando uma
experiéncia como a referida, que ocorreria numa sala ou caixote fechado, em
cujo interior estariam ainda um gato (vivo) e um frasco de gas venenoso, tudo
disposto de maneira que se a desintegracdo radioativa se desse, o frasco seria
guebrado e o gato morreria. no mundo quotidiano a morte do gato tem 50% de
probabilidade de ocorrer, e, sem olhar para o interior do caixote, podemos dizer

com segurancga que 0 gato ou esta vivo ou esta morto.
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Fig. 6 — Gato de Schrodinger

Observe a Fig. 6, acima: No esquema ilustrativo do “gato de
Schrédinger”, o decaimento de um atomo, inicialmente em um estado excitado,
emite um foéton que aciona um martelo, que quebra o frasco com cianeto,
matando o gato. Se o &omo ndo decai, 0 gato sobrevive. Em instantes
intermediérios, o estado do sistema envolve uma superposicdo de estados,
correspondentes ao gato morto (d&tomo decaido) e ao gato vivo (atomo
excitado).

Mas aqui deparamos com a estranheza do mundo quantico. Segundo a
teoria, nenhuma das duas possibilidades de concretizag&o (o gato vivo e o gato
morto) tem realidade a n&o ser que seja observada. Assim a desintegracao
nem aconteceu nem nao aconteceu e 0 gato ndo morreu nem sobreviveu até

gue tenhamos olhado para o interior do caixote.
Os teodricos que aceitam a versao pura da Mecéanica Quantica dizem que

0 gato existe num estado indeterminado que ndo é vida nem é morte, até que

um observador olhe para dentro do caixote. Nada é real se ndo € observado.
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Essa idéia era um anatema para Einstein, entre outros. "Deus ndo joga
dados", dizia, referindo-se a teoria de que o mundo evolui em consequéncia de

escolhas aleatorias ao nivel quantico.

Quanto a irrealidade do estado do gato de Schrodinger, ele justificava-a
pela existéncia de uma engrenagem subjacente, unicamente a partir da qual se

tornava possivel discernir a realidade fundamental das coisas.

Einstein gastou muitos anos tentando imaginar experiéncias que
pudessem revelar esta realidade subjacente, mas morreu antes que uma tal
experiéncia fosse efetuada. E talvez tenha sido melhor para Einstein néo ter

vivido até se chegar ao termo da linha de raciocinio por ele iniciada.

No verdo de 1982, na Universidade de Paris-Sud, em Franca, uma
equipe chefiada por Alain Aspect concluiu um certo nimero de experiéncias
destinadas a revelar a existéncia de uma realidade subjacente a irrealidade

guantica.

Tal realidade - a engrenagem fundamental - manifestava-se pela
existéncia de ‘"varidveis ocultas", e a experiéncia dizia respeito ao
comportamento de dois fotons (ou particulas de luz) afastando-se em sentidos

opostos a partir de uma fonte comum.

Em suma, podemos descrever a experiéncia: Dois fétons, emergentes
da mesma fonte, sdo observados por dois detectores, que medem uma
propriedade chamada polarizagdo. Segundo a teoria quantica, esta propriedade
ndo existe sendo quando é medida. Segundo a hipo6tese das variaveis ocultas,
cada foton tem uma polarizacdo "real”, bem definida, desde o momento que &
criado. Como os fétons sdo emitidos conjuntamente, as suas polarizacdes

estao relacionadas.

Mas a relagdo existente entre elas ndo € a mesma nas duas

interpretacdes. O resultado da experiéncia foi inequivoco. A relacdo prevista
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pela teoria das varidveis ocultas ndo foi observada, a prevista pela teoria

guéantica foi-o.

Mais ainda: a medida realizada num dos fotons tem efeito instantédneo
sobre a polarizacao do outro féton, o que concorda com a teoria quantica.
Existe uma espécie de interagdo entre os dois, embora ambos se movam a
velocidade da luz e a teoria da relatividade nos ensine que nenhum sinal pode

viajar mais depressa do que a luz.

As experiéncias mostram uma inexisténcia de uma realidade subjacente.
Assim, ndo é adequado pensar em termos de realidade quotidiana quando nos
debrugcamos sobre as particulas elementares que constituem o universo. E
contudo, tais particulas parecem intimamente ligadas num todo indivisivel, cada

uma ciente do que sucede as restantes.

A procura do gato de Schrédinger foi a procura da realidade quantica. A
partir deste breve resumo, pode parecer que tal busca foi infrutifera, pois a
realidade tal como a conhecemos néo existe afinal. Mas isto ndo € ainda o fim
da histéria, e a procura do gato de Schrddinger pode levar-nos a uma nova
compreensao do mundo, compreensao essa que transcende, ainda que indcua,

a interpretagcdo convencional da teoria quantica.

O caminho é longo, e comega com um cientista que provavelmente
ficaria ainda mais horrorizado do que Einstein se soubesse quais as respostas
gue hoje temos para as questdes que o intrigam. Isaac Newton, ao estudar a
natureza da luz ha trezentos anos atras, ndo podia ter consciéncia de estar ja

no caminho que levaria ao gato de Schrodinger.

6. APLICACAO: O OSCILADOR HARMONICO

O estudo do oscilador harménico para sistemas microscopicos €
igualmente importante ao estudo de sistemas oscilatérios macroscoépicos. Em

particular o movimento vibracional de dois &tomos numa molécula diatbmica é

3C



bem representado por um oscilador harménico. A andlise do oscilador
harmdnico em mecénica quantica envolve a determinacdo das solugbes da
equacao de Schrodinger para uma particula de massa m e coordenadas x
movendo-se numa regido onde a energia potencial V(x) tem a forma do

oscilador harmonico da pela equacéo;

2

X
V() =k=(6.1)

Fig.7 — Energia potencial do oscilador em fung&o do deslocamento

No caso macroscoépico, a constante k define a dureza da mola do
oscilador. Num sistema macroscoépico a “mola” pode envolver forgas elétricas

ou nucleares, cuja “dureza” pode ser expressa pelo valor da constante k.

Mas, como a equacao de Schrodinger envolve a energia potencial do
sistema, e ndo a forga agindo sobre a particula, € melhor pensar em k como
uma constante que descreve quao bruscamente a energia potencial do sistema
aumenta do seu valor de referéncia V = 0 na posi¢do de equilibrio x = 0, a

medida que a particula se fasta ponto de equilibrio.

A equacédo de Schrodinger para o oscilador harménico pode ser reescrita
agora usando a Eq. (6.1) na Eq. (2.22):
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12Y (x,1) __2m E. k_x2 1Y (x,1)

x> 2 2 It

(6.2)

Esta € uma equacdo diferencial que, segundo a mecanica quantica, rege
0 comportamento do mesmo sistema, que a mecanica newtoniana afirma ser
regido por;

d?x Kk
—=-—Xx (6.3
dt? m (6-3)

Agora veremos que as duas equagbes levam a solucdes
correspondentes quando elas sao aplicadas a osciladores macroscopicos. Para
os osciladores microscopicos, as previsdbes das duas equacfes s&o
divergentes, e a experiéncia mostra que somente aquelas feitas através da

equacao de Schrédinger sdo corretas.

Uma forma mais simples de resolver esta equacdo € transforma-la

numa forma mais simples, pela seguinte substituigcao;

a="Mg e p=Y"K 54

Substituindo as equagbes (6.4) em (6.2), a equacdo de Schrddinger

assume a forma,

TYXD) - o Y (%)
x2 (@- b7x )—ﬂt (6.5

Fazendo a mudanca de variavel == \J'rE"' , tem-se que,

TY (1) _ Y (x,t) Ts :ﬁm (6.6)

fix fs 1t S

Usando este resultado a equagéo de Schroédinger pode ser re-escrita em

funcdo da nova variavel s, como a seguir,
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2 2
bﬂ Y(zxit) =- a- bZS_ ﬂY(X’t) (67)
X b qt
ou seja,
7Y (st) - Y (s,1)
T T
onde,
ezi: 2 E
b LS
m

A Eq. (6.7) é a equacgdo de Schrodinger para o oscilador harmonico, o
1 |k | A : L.
termo 2 \m € a frequéncia de um oscilador macroscépico e
p \m

conseglentemente € é uma quantidade adimensional. Lembre-se também que,

de acordo com o postulado de Born, Y ‘’representa a densidade de
probabilidade que neste caso € a densidade de probabilidade por unidade de

comprimento.

Um truque para achar a solucdo desta equacdo diferencial € obter
inicialmente a solucao assintética, ou seja, a solucao para valores muito grande
de s e depois adaptar esta solugdo para que seja valida para todo valor de s,
isto

s?>>e
0 que implica em

12Y (st) g Y (s1)
1s? 1s

Uma possivel solu¢do desta equacéo &,
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Y =s"e

T (68

onde n é um numero inteiro positivo. Derivando duas vezes a equacao acima

com respeito a variavel s, tem-se

2

2 s s
TYisy Y(zs,t) = [n(n— Ds"™?- (2n+Ds" +s”+2]e =g 7 =2 V(SY (6.9)

S S
guando s>>1

Com isto vimos que a equacado (6.9) é forma assintética da solucao
procurada, a qual sugere que uma solugcédo geral para a equacéo (6.8), valida

para todos os valores de s, deve ser igual a

_Sz

Y (s) =H(s)e 2 , (6.10)

onde H(s) € uma funcdo a ser determinada. Substituindo a equacgé&o (6.10) em
(6.9), obtém-se,

H'- 2sH +(a- )H =0, (6.11)

onde as aspas indicam a derivada com relagédo a s. Agora, escrevemos H na

forma de série de poténcia:

¥
H= a,s’,6.12)

p=0

Note que poténcias negativas ndo sao permitidas neste caso, pois esta

gera pontos fisicamente néo aceitaveis para s = 0. Entéo,

¥
H = a,ps" (6.13)

p=0
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¥ ¥
H' = a,p(p-Ds"?= a,p(p-Ns*? (6.14)

p=0 p=2

devido ao fato de que os dois primeiros termos do somatorio sdo identicamente
nulos. Substituindo as equacdes (6.12), (6.13) e (6.14) em (6.11), obtemos

" [(p+D(p+2a,, - (@p+1- a)a]s’ =0, (6.15)

p=0

Esta equacao é valida para qualquer valor de s somente se o coeficiente
de cada poténcia de s seja nulo. Assim, obtém-se as seguintes relacbes de

recorréncia,

Qu _ (2p+1l- a)

= (6.16)
a, [(p+D(p+2)]

Assim, por repedidas aplicagdes da equacao (6.16) pode-se expressar
os coeficientes de ¥ como funcéo de < multiplicado pelas constantes #0 ou
“ dependendo se p é par ou impar, respectivamente. Com isto temos as

seguintes condi¢fes de solucdes fisicamente aceitaveis,

(i) g=2n+1 n=012--

(i) =0  gené par e =0 gsené impar

Para achar solugdo da equagédo completa multiplica-se a solugdo da
parte assintdtica por um polindmio: H(s). Fazendo a substituicdo desta solucéo
na equacao diferencial do oscilador chegamos a uma equagéo diferencial bem

conhecida em matemética: A equacao diferencial de Hermite.

As solucdes desta equacgdo diferencial sdo os polindmios de Hermite

Hy(X), que ndo serdo discutidos neste trabalho.
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Para que as solucdes sejam aceitaveis “/FP-1=2%  Neste ponto

aparece 0 numero quantico caracteristico do oscilador harménico n. Portanto,

E,=in+=1—.— o1 En={n+%}hu

onde v=1/2mji{m» é afreqiiéncia do osciladoren=1,2, 3, ....

A diferenca de energia entre dois niveis adjacentes para n muito grande

€ dada por;
(n+1+1)hv— (n+1)hv
DE, E..-E, _ 2 2 _hv _hv _1
E, E, E, . hhv

cujo valor ndo € suficientemente grande para ser mensuravel para nameros
quanticos grandes, que s&o -caracteristicos dos osciladores harmdnicos

macroscopicos.

Fig.8 - Curvas de energia potencial e digramas de niveis de energia para

(a) oscilador harménico e (b) atomo de hidrogénio
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