1¢ Lista de Exercicios - IAD236 - setembro de 2007

1. Considere o seguinte conjunto: Cla,b] = {f : [a,b] — R; fuma fungao continua}, munido das
operagoes de adi¢ao e multiplicacdo por escalar, dadas por: Vf, g € Cla,b] e A € R,

(f +9)t) = f{t) + 9(t),Vt € [a,0] e (Af)(t) = Af(t),VE € [a, 0]

Demonstre que Cfa,b] é um espago vetorial.

2. Considere o conjunto S definido por

(a) S ={ve R*vT =a(1,2),a € R}.

(b) S = {ve R%vT =a(1,2) + (3,1),a € R}.

S é um espaco vetorial? Interprete geometricamente este conjunto.

3. Caracterize geometricamente os subconjuntos do R? que sdo subespacos vetoriais.

4. O conjunto de todos os polinomios p(x) = ag + a1z + asx? + +a,z", onde n é um nimero natural
qualquer, é um espaco vetorial?

5. Idem, considerando os polinomios de grau igual a um dado nimero natural n. (Por exemplo, o
conjunto dos polinomios de grau exatamente 7.)

6. Demonstre que o conjunto das matrizes m x n de elementos reais, denotado por M, «,(R), é um
espago vetorial sobre R.

7. Em cada caso abaixo, determine se o conjunto V = R?, com as operacoes de adicdo e multiplicacio
definidas conforme as regras indicadas abaixo, é ou ndao um espaco vetorial. Se V' nao for um espaco vetorial,
indique um dos axiomas da defini¢ao que é violado.

(a) (z1,22) +a (¥1,92) = (21 +¥1,0), @ a (v1,22) = (@1, aw3).

(b) (z1,72) +b (y1,y2) = (1 + Y1, T2 + y2), @ b (T1,22) = (@1, 0).

8. Seja V = R3. Verifique se W é ou nao subespaco vetorial de V, onde:
() W={(z,y,2);2,y,2 € Rez =0};  (b) W= {(2,y,2);2% +y* + 2> = 1}.

9. Seja o intervalo I = [0, 1]. Verifique se sdo subespagos vetoriais de C'(I) onde C(I) é o espago vetorial
das fungoes reais continuas definidas em 1.

(a) W={feCU); f(0)=0}; (b) W ={feCU)[, f(t)dt =0}

10. Seja V o espago vetorial das matrizes quadradas nxn, M, (R). Verifique se W é ou ndo um subespago
vetorial de V', onde:

(a) W é o conjunto das matrizes simétricas: W = {A € M,,(R); A" = A}.

(b) W=A¢€ M,(R); AT =TA onde T é uma matriz dada do espago M, (R).

(c) W é o conjunto das matrizes anti-simétricas: W = {A € M, (R); A = —A}.

11. Verifique se o seguinte subconjunto S das matrizes de ordem n é um subespago vetorial: S = {A €
M, (R); A2 = A} (S é o conjunto das matrizes idempotentes).

12. Seja A = (aij) € M, (R); definimos trago da matriz A, que denotamos por ¢r(A), da seguinte forma:
tr(A) = > | a;;. Mostre que o conjunto S = {4 € M,,(R);tr(A) = 0} é um subespago vetorial de M, (R).

13. Seja V em espaco vetorial. Se {U;};cs é uma familia de subespacos vetoriais de V', mostre que o
conjunto S = N;eyU; também é um subespaco vetorial de V.

14. Mostre que a uniao de dois subespagos vetoriais de um mesmo espago vetorial é também um subespago
vetorial se e somente se um dos subespagos estd contido no outro.



15. Considere o espaco vetorial real C([—a,a]) com a > 0. Mostre que os subconjuntos abaixo sdo
subespagos vetoriais de C'([—a, a]).

S ={f € C[~a,a]); f(-x) = f(x) Vo € [-a,a]} e
W ={f € C([-a,d]); f(-2) = —f(z) Vz € [~a,d]}

16. Sejam V e W espagos vetoriais sobre F . Mostre que Z =V x W = {(v,w);v € Vew € W} munido
das seguintes operagoes:

(v1,w1) + (v2, w2) = (v1 + v2, w1 + w2) e a(v,w) = (@, aw);a € F,
é um espaco vetorial sobre F.

17. Dé um exemplo de trés subespacos vetoriais nao-triviais U, V e W de R? taisque UNV =UNW =
VAW, U+V =U4+W=V+W=R3, porém U#£V,U#W eV £W.

18. Encontre o conjunto solugao S do sistema linear homogéneo:

2 + 4y + z =0
r + y + 22 =0
z + 3y — 2z =0

(a) Mostre que o conjunto S é um subespaco de R3. Qual é a representacao geométrica do conjunto S?
(b) Dado o subespaco U = {u € R*u; — uz + uz = 0} determine sua intersecio com o subespaco S.
Qual é a representacao geométrica do conjunto U?

19. Mostre que M, (R) = S @ W onde S é o subespaco das matrizes simétricas e W o subespago das
matrizes anti-simétricas.

20. Seja U o subconjunto de C([—a, a]) composto pelas fungdes pares e W o subconjunto composto pelas
fungoes impares.

(a) Demonstre que U e W sao subespagos vetoriais de C([—a, a]).

(b) Encontre U N W.

(¢) Mostre que C([—a,a]) = U & W (Sugestao: mostre que cada funcdo f € C([—a,a]) pode ser escrita
de maneira tnica como a soma de uma fun¢éo par e uma funcdo impar).

21. Dado o subespago: V = {x € R3; 21 + 229 4+ 23 = Oc — 21 + 325 + 223 = 0, determine um subespaco
W do R® tal que R® =V @ W. Este subespago é tinico?

22. Para qual valor de k o vetor u = (1, —2, k) € R3 serd uma combinagao linear dos vetores v = (3,0, —2)
ew=(2,—1,-5)?

23. Dar um sistema de geradores (ou seja, uma descrigdo paramétrica) para cada um dos seguintes
subespacos do R3:

() U={(xy2z)x-2y =0}; (b) V={(x,y2);x +2z=0ex2y =0}

() W={(xyz);x+2y-3z2=0} (AQUNV; (e) V+W.

24. Mostre que os dois conjuntos: {(1,—1,2),(3,0,1)} e {(—1,—-2,3),(3,3,—4)} geram o mesmo sube-
spaco de R3.

25. Sejam U, V e W os seguintes subespacos do R*: U = {(z,y,2);2 = z}; V = {(z,y,2);2 = y = 0}
e W = {(z,y,2);x+y+2z=0}) Verifique que U +V =R}, U+ W = R>e V+ W = R?. Em algum dos
casos a soma € direta? Interprete geometricamente.

26. Seja U o subespago do R? gerado pelo vetor u = (1,0,0) e W o subespago gerado pelos vetores:
w=(1,1,0) e z = (0,1,1). Mostre que R* =U & W.



27. Mostrar que os polinémios 1 —¢, (1—1%)2, (1—1¢)3 e 1 geram o espaco vetorial dos polinémios de grau
menor do que ou igual a 3.

28. Encontre condigoes sobre a, b e ¢ de modo que (a,b,c) € R3 pertenga ao subespaco gerado por
u=(2,1,0),v=(1,-1,2) e w = (0,3,—4). Isto equivale a encontrar a descri¢do implicita (via equagoes )
do subespaco gerado por u, v, e w.

29. Considerando os vetores do R®: u = (1,-3,2) e v = (2,—1,1).

(a) Escreva (1,7, —4) como combinacao linear de u e v.

(b) Para que valor de k, o vetor (1,%,5) é uma combinagao linear de u e v?

(c) Qual a condigao sobre a, b e ¢ de modo que (a, b, ¢) seja combinagao linear de u e v?

30. Considere os seguintes subespagos de R*: U = {(uy,u2,u3,us) € R*;us +uz = 0 eug —ug = 0} e
W = {(wy, w2, w3, wy) € R*; w1 — wy — w3 + wy = 0}.

(a) Determine U N W.

(b) Determine os elementos que geram o subespago U N W.
(¢) Determine os elementos que geram o subespago U + W.
(d) U+ W é soma direta? Justifique.

31. Considere o subespago vetorial W formado pelas matrizes de My(R), simétricas. Mostre que as
matrizes:
10 0 0 0 1
=(on) (v a)ee-(a0)

32. Para cada conjunto abaixo, verifique se é linearmente independente.
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(2,2,5)} C R3.

{(1,1,1),(1,2,1),(3,2,—1)} C R®.

{1,z —1,2% + 2z + 1,22} C P4R).

geram o subespaco W.

(a)
(b)
()

33. Se u, v e w sdo vetores de um mesmo espago vetorial V' tais que u € [w] e v € [w], mostre que {u, v}
é linearmente dependente.

34. Seja V um espago vetorial real. Se {v1,v2,v3} é um conjunto linearmente independente em V', mostre
que que o conjunto {vy + v9,v1 + v3,v2 + v3} também é linearmente independente em V.

35. Determine m e n para que os conjuntos de vetores de R3 abaixo, seja LI:
(a) {(3,5m,1),(2,0,4), (1,m,3)};
(b) {(6,2,n),(3,m +n,m—1)}.

36. Seja W o subespago de M3y2(R) gerado pelas seguintes matrizes

0 0 0 1 0 1
A= 1 1 |,A= 0 -1 JeAs=| 0 O
0 0 1 0 0 0
0 2
A matriz A= | 3 4 | pertence a W7 Justifique.
5 0
37. Se os vetores vy, - -+, v, geram o espago vetorial V', entdo qualquer conjunto com mais de m vetores
é L.D.



38. Se os vetores vy, - -+, U, geram o espaco vetorial V' e os vetore uq, -+, u, sao L.I., entao n < m.

39. Considere o subespaco W de R* gerado pelos seguintes vetores: v; = (1,—1,0,0), vy = (0,0,1,1),
vy =(-2,2,1,1) e vy = (1,0,0,0). Pede-se:

(a) exiba uma base para W. Qual é a dimensao de W?

(b) o vetor u = (2,-3,2,2) € W? Justifique.

40. Mostre que as matrizes

10 0 0 0 1
w= (o) = (61)en=(10)

formam uma base para W = {4 € My »(R); At = A}.

41. Encontre uma base para o subespago W = {4 € May2(R); A' = —A}.

42. O conjunto {(1,1,1),(1,2,3),(2,1,1)} é uma base para R3?

43. Determine uma base de R* que contenha os seguintes vetores: vy = (1,1,1,0) e v = (1,1,2,1).

) ) )

44. Determine uma base e a dimensao do espago solucao de cada um dos seguintes sistemas lineares
homogéneos:

T - y = 0 r + y + =z =0

()¢ 2¢ — 3y = 0; (B 2z — y — 2z =0

3 + 0by = 4 zr + 4y + 5z = 0
2r — 2y + 2z = 0 x - y — z — t =0
(C){ 3y+4z:0’(d){ 2 + 5z + t = 0

45. Encontre uma base e dé a dimensdo do subespaco W de R*, onde W = {(x1, 72,23, 24) € R*; 21 —
2x9 = 0exy —3wg + x4 = 0}.

46. No espaco vetorial R3, consideremos os seguintes subespagos: U = {(z1,%9,73);21 = 0}, W =
{(z1,22,23);22 — 223 = 0} e W = [(1,1,0),(0,0,2)]. Determine uma base e a dimensao de cada um dos
seguintes subespacos: U, V, W, UNV, V4+ W, U+V +W.

47. Determine os valores de a € R para que o seguinte conjunto seja uma base de R3: B = {(a,1,0), (1,a,1),(0,1,a)}.

48. Complete: “Se dimV = 7, U e W sao subespagos de V tais que dimU=4 e dimW =5, entao ... <
dim(UNwW) <...”
“Se U e V sao subespagos de W tais que U # V, dimU=dimV =4, dimW=6, entdo ... < dim(U + V) < ...
e...<dim(UV)<...”.

49. Se V e W séo subespagos vetoriais do R? tais que dim(V)=1, dim(W) = 2 e V nio est4 contido em
W, mostre que R® =V @ W.

50. Seja B = {v1,v2,v3} uma base para o espago vetorial V. Mostre que C' = {v1,v; + va,v1 + v2 + v3}
é também uma base para V.

51. Considere o seguinte subespago de P3([—1,1]), S = {p € P3([-1,1]);p(—=1) =0 e p’(1) = 0}. Qual é
a dimensao de S7 Encontre uma base para S.

52. Encontre um subconjunto de {(2, —3,1), (1,4, —2), (-8,12,—4),(1,37,17), (-3, —5,8)} que seja uma
base para o R3.



