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1 Matrizes

1. Uma matriz A, m x n, é uma tabela de mn ntmeros dispostos em m linhas e n colunas

a1 a2 o Qln

G21 Q22 -+ d2pn
_A =

am1 Am2 - Amn

Notacao: A = (@ij)mxn- Dizemos que a;; ou [A];; é o elemento de posigao i, j da matriz A.

Qa1j
2. A i-ésima linha de A é: [a;1 azo- - a;p] parai=1,---m. A j-ésima coluna de A é: @2
Qmj
para j =1, ---n.
3. Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem n. Os elementos aj1,a22, - ,Gnn
formam a chamada diagonal de A.
4. Duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)pxq s80 iguaisse m =p,n =qea;; = b;j parai=1,--- ,m
ej=1,---,n.
1 2 1 2 L
Exemplo 1. Se A= B= cC=1|3 D =[3]
3 4 3 4
—4
Entao: As matrizes A e Bsao2x2, Cé3x1eDé1x1. Elementos de matrizes: a;o = —2,
c31 = —4. As matrizes A e B nao sao iguais pois a1 =1 # —1 = by1.

5. A somade duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn ¢ definida como sendo a matriz C' = (¢;;)mxn

onde Cz’j = aijerij parai: 1, ,mej = 1, , . ESCI‘GVGIHOS C = A+B (§] [A+B]1] = aij+b1;j.
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Exemplo 2. Sejam A e B do exemplo acima.

e N RS

6. A diferenca entre A e B, matrizes m x n, é: A— B = A+ (—B).

7. A multiplicacdo de uma matriz A = (a;j)mxn por um escalar o é definida pela matriz B = (b;;)mxn
onde b;; = aa;; parai=1,--- ,;mej=1,--- ,n. Escrevemos B = oA com [0 A];; = aa,; e dizemos
que a matriz B é um multiplo escalar da matriz A.

Exemplo 3. Seja A a matriz acima e o = —2.

. <—2>51; <—2><—2>}:[:§ Aig}

8. O produto de duas matrizes A = (ai;j)mxp € B = (bij)pxn ¢ definida como sendo a matriz C' =
(Cij)an onde Cij = ailblj + aigbgj + ...+ aq;pbpj = Zi:l aikbkj parat=1,--- . me j= 1,--- ,n.
Escrevemos C' = AB e [ABl;; = Y 7 _, aiby;.

ai; v ayp bir -+ by o bin €11 ot Cin
‘ail .o a/ip‘ = Cij
a’ml ... amp bpl CEEEEY bp] ... apn cml e cmn

1 0 0 0 -
Exemplo 4. Se A—[O 0} e B—[l O} entao

1.0+0.1 1.0+0.0 00
C_AB_[0.0+0.1 o.o+0.o]_{o 0]

0.1+0.0 0.040.0 0 0
D_BA_[1.1+0.0 1.0+0.0}_[1 0}

9. A poténciapde A,nxn,é AP=A...AcompcZ*t. Eparap=0, A" =1I,.

p—vezes

10. A transposta de uma matriz A = (a;j)mxp € definida pela matriz B = (b;;j)nxm onde b;; = a;; para

i=1,---,mej=1,--- ,n. Escrevemos B = A’ e [A"];; = aj;.
1 0 L
Exemplo 5. As transpostas de A = { 00 ] , B=1|3 e C=1[3] sdo:
—4

1 0
0 0

[

At_[ }_A, B'=[1 3 —4] e C'=3=C

Exercicio 1.1. Seja A =[1 0 1], se for possivel calcule AA, AA!, ATA, AtA 3AL.
Teorema 1.1. Sejam A, B e C matrizes, a e 8 escalares:

(a) A+ B=B+ A.

(b)) A+(B+C)=(A+B)+C.

(c) Emiste uma tnica matriz 0, m x n, tal que A+0 = A.



Hernan Montufar 3

Para toda matriz A, existe uma unica matriz B, tal que A+ B = 0. Representamos B por —A.

e) a(fA) = (ap)A

)
)
(f) (a+PB)A=aA+pA.
(9) a(A+ B) = aA+aB.
(h) A(BC) = (AB)C.
(i) ABB+C)=AB+ AC ¢ (B+C)A=BA+CA
(j) a(AB) = (ad)B = A(aB).
(k) (A=
(1) (A+B)'= A"+ B!
(m) (AB)" = B'.A".
(n) (ad)! = ad'.
1 0
(o) A matriz, n x n, I, = O L O hamada matriz identidade ¢ tal que
0 0 e 1
AL, = A, ¥ A = (i) mxn
I,B =B,V B=bij)nxm
Demonstragio: Exercicio O

Exemplo 6. Sejam A e B de ordem n. (A+ B)(A— B) = A? — B? < AB = BA
(A+ B (A-B)=(A+B)A+(A+B)(—B) = AA+ BA—- AB - BB = A? + BA— AB — B?

2 Sistemas Lineares

Um sistema de equagoes lineares ou simplesmente sistema linear é um conjunto de equagoes da forma

1121 + 1222 + - F A1p Ty = by
a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

Am1%1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

onde a;;, by € R, ¢,k =1,--- ,mej=1,---,n. A equacdo matricial de sistema linear ¢ AX = B onde
aip a2 - Qi Ty b1
A= | G20 G2 oG | T2 e B— ba
Am1 Am2 *°°  Omn Ln bm
51
S2

Uma solugao é uma matriz S = tal que as equagoes do sistema sao satisfeitas quando x; = s,

Sn
To = 89, *++, Tn = Sp. A matriz A é chamada matriz do sistema linear. A matriz aumentada é a matriz
de coeficientes do sistema.
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a1 a2 o a, | by
[A|B] = asi Gz - A, | bo
Am1 Am?2 e Amn ‘ bm

Definicao . Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é:
(a) Trocar a posicao de duas linhas da matriz.
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero.
(¢) Somar a uma linha da matriz um multiplo escalar de outra linha.

Teorema 2.1. Se dois sistemas lineares AX = B e CX = D, sdo tais que a matriz aumentada [C|D]
é obtida de [A|B] aplicando-se uma operagao elementar, entdo os dois sistemas possuem as mesmas
solugoes.

Demonstragao: Exercicio.

Exemplo 7. Resolva o sistema z+2y=1
12 ] 1 12 | 1 12 | 1 1o | -1
— N ) _ )
2y 0 =31 -2 01| 3 01| 2
:_l
Portanto, o sistema possue as mesmas solugoes que o sistema { 23
Yy :g

Definigao . Uma matriz A = (a;j)mxn esta na forma escalonada reduzida se:
(a) Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das linhas néo nulas.
(b) O primeiro elemento nao nulo de cada linha néo nula, chamado pivd, é igual a 1.
(¢) O pivd da linha i + 1 ocorre & direita do pivd da linha 4, parad=1,--- ,m — 1.

(d) Se uma coluna contém um pivd, entdo todos os seus outros elementos sao iguais a zero.

Exemplo 8.
1 3 0 0 5 4 0 3
0 0 1 0 -2 0 3 0
00 0 1 2 0 0 2
~—_————
escalonada reduzida nao ¢ escalonada reduzida

METODO DE GAUSS-JORDAN: E um método de resolugao de sistemas linares que consiste em:

1. Obter a matriz aumentada.
2. Aplicar as operacoes elementares.

3. Ate que a matriz aumentada esteja na forma escalonada reduzida.

r + 3y + 13z =9

Exemplo 9. Resolva o sistema y + 5z =2
- 2y — 10z =-8

1 3 13 1 9 10 -2 | 3 x -2z = 3

0 1 5 | 2 |—=]01 5 | 2 |— y +bz = 2

0 -2 -10 | -8 00 0 | -4 0 = —4

Contradicao. Portanto, o sistema nao possui solucao.



Hernan Montufar 5

5z + by + =15
Exemplo 10. Resolva o sistema ¢ 2z + 4y 4+ 2z =10
3xr + 4y =11
5 5 0 | 15 1 1.0 | 3 110 | 3
2 41| 10]|—-]241 | 10|—=|021/14
34 0 | 11 34 0 | 11 01 0 | 2
110 | 3 10 0 | 1 T 1
010 ] 2|—=]0101]2|— Yy = 2
0 2 1 | 4 001 | 0 z 0
Portanto, o sistema possui uma tnica solugao.
3z — Yw =9
Exemplo 11. Resolva o sistema ¢ 5z + 1by — 10z + 40w =2
r + 3y — 2z + bdw =-8
0 O 3 -9 | 6 1 3 -1 5 | =7 13 -1 5 | -7
5 15 —-10 40 | —-45 | — |5 15 —-10 40 | -4 | —|[0 0 -5 15 | -10
13 -1 5 | =7 0 0 3 -9 | 6 00 3 -9 | 6
13 -1 5 | -7 130 2 | -5
001—3|2—>001—3|2_>{x+3yzf§$ ;5
00 3 -9 ] 6 000 O | O
x -5 —3a—23
Entdo as variaveis livres sio 4 7 . Logo a solugao geral é: X = Yl = @
w g

YV «a, B € R. Portanto, o sistema possui infinitas solugoes.

Proposigao 2.2. Seja A uma matrizm X n e B uma matriz m X 1. Se o sistema linear AX = B possui
duas solugoes distintas Xog # X1, entao ele tem infinitas solugoes.

Demonstrag¢ao: Temos AXg = B e AX; = B. Vamos mostrar que AX) = B onde X) = (1-\)Xo+AX;,

para A € R.
AXy = A((1-XMXo+2Xq)

= Al - MNXo+ ANX;
(1— N)AXy + A\AX,
= (1-NB+AB=[(1-)\)+\B=B.

Entao X é solucao do sistema AX = B,V )\ € R.
Agora como X; — Xg #0e
Xa—Xy = (1=NXo+2X1 —(1-X)Xo—-2'X,
[(1=2) = (1= \)]Xo+ (A= \)X,
= (A M) Xo+ (A= A)X1 = (A=) (X1 - Xo)

Entao X, # X, para A # \'. Portanto AX = B tem infinitas solucdes.

Defini¢ao . Uma matriz A = (a;;)mxn ¢ equivalente por linhas a uma matriz B = (b;;)mxn, s¢ B pode
ser obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operacoes elementares sobre as suas linhas.
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1 2 1 1 -1
Exemplo 12. As matrizes [ | } e { 0 | /3 sao equivalentes por linhas. Para

21 |0 01 | -2/3
outros exemplos veja as matrizes dos exemplos 9, 10 e 11.

Teorema 2.3. Toda matriz A = (aij)mxn € equivalente por linhas a uma dnica matriz escalonda reduzida
R= (rij)mxn'

Demonstra¢ao: Exercicio.

Proposigao 2.4. Seja R uma matriz n X n, na forma escalonada reduzida. Se R # I,,, entdo R tem
uma linha nula.

Demonstragao: O pivo da linha i estd na coluna j com j > i. Portanto a ultima linha de R é nula ou
0 pivo da linha n estd na posicao n.n. Se o pivd da linha n estd na posicao n.n entdo todas as linhas
anteriores sao nao nulas e os pivos de cada linha i esta na coluna i. Portanto R = I,,. Contradigao a
hipotese.

Definigao . Um sistema linear AX = B é chamado sistema homogéneo se B = 0.

I 0

T2 0
Todo sistema homogéneo admite pelo menos a solugao trivial X = . =

Ty 0

Teorema 2.5. Se A = (aij)mxn € tal que m < n entao o sistema homogéneo AX = 0 tem solugdo
diferente da solugao trivial.

Demonstracao: Como m < n entao o sistema tem menos equagoes do que incognitas. Logo o niimero de
linhas nao nulas r da forma escalonada reduzida da matriz aumentada do sistema é tal que r < n. Assim
temos r pivos e n — r incognitas livres. Entao o sistema admite solu¢ao néo trivial e portanto infinitas
solucoes.

3 Matriz Inversa

Defini¢ao . Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn ¢ invertivel se existe uma matriz B = (b;j)nxn tal que
AB = BA = I,,. A matriz B é chamada de inversa de A. Escrevemos B = A~1.

Proposigao 3.1. .
(a) Se A possui inversa entdo a inversa é dnica.
(b) Se A ¢ invertivel entdo A~' também o é e (A~1)~! = A,
(c) Se A e B sio invertiveis entdo AB € invertivel e (AB)~' = B~1A~!,
(d) Se A € invertivel entdo At também é invertivel e (AY)~' = (A=),
Demonstragao: (a) Se B e C sao inversas de A. Entdao AB = BA = I,, = AC = CA. Logo
B =BI, = B(AC)=(BA)C =1,C=C

(b) B é inversa de A= se A71B = BA™! = I,,. Mas A~! é inversa de A entdo AA™! = A7'A = I,.
Como a inversa ¢ Unica entdao B = A é a inversa de A~!. Portanto (A71)~! = A.
(¢) (AB)(B-'A~1) = A(BB-1) A~ = AI,A~' = AA~' — I,

(B~ AY)(AB) = B-Y (A A)B = B-'I,B = BB~! = I,
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(d) AHAY = (A 1AY = (1)t =1,
(Ail)tAt:(AAil)t:(In)t:In 0

Para verificar que uma matriz A é invertivel, quando temos uma matriz B que é candidata a inversa
de A, basta fazer um dos produtos AB ou BA e verificar se um deles é igual a I,, (veja os exercicios). O
proximo exemplo ilustra este fato.

Exemplo 13. Se A é tal que A3 =0 entdo a inversa de I, — A é I, + A + A2
De fato, pois (I, — A) (I, + A+ A?) = I, (I, + A+ A?) — A(I,+ A+ A?) =1, + A+ A? —A- A2 - A3 =],

Teorema 3.2. Uma matriz A, n X n, € invertivel se, e somente se, A € equivalente por linhas a matriz
identidade I,,.

Demonstragao:
METODO PARA INVERSAO DE MATRIZES Se A é uma matriz n x n entio:

1. Forme a matriz aumentada [A|T,].
2. Aplicar as operagdes elementares a [A|I},].
3. Até encontrar sua forma escalonada reduzida [R|S].

4. Se A =1, entdo A é invertivel e A= = S.
Se A # I,, entdo A néo é invertivel.

1 2 3
Exemplo 14. Vamos encontrar, se existir, a inversade: A= | 1 1 2
0 1 2
123 | 100 1 2 3 | 1 00 123 | 1 0 0
112 010|{—-]2 -1 -1] -110|—-(01T1]15]T1-10
01 2] 001 31 2 | 0 01 01 2] 0 0 1
101 ] -1 2 0 100 1] 0 1 -1
o111] 1 -10|—-]1010] 2 -2 -1
001 ] -1 1 1 001 ] -1 1 1
0 1 -1
Temos que [A|I3] é equivalente por linhas a [I3]S]. Portanto A é invertivele A== | 2 -2 -1
-1 1 1

Teorema 3.3. Seja A uma matriz n X n.

(a) O sistema AX = B tem solu¢do inica se, e somente se, A € invertivel. Neste caso a solugao €
X =A"'B.

(b) O sistema homogéneo AX =0 tem solu¢do nao trivial se, e somente se, A nio é invertivel.

Demonstragio: (a) =) Se AX = B possui solugao tnica, entao a forma escalonada reduzida do sistema
[A|B] é [R|C], em que R = I,,. Pois se R # I,, entdo posssuiria uma linha de zeros (pelo exercicio) o que
levaria a que AX = B néo tivesse solucao o tivesse infinitas solugoes. Logo A é equivalente por linhas a
I,, entao A é invertivel.

<) Se A ¢ invertivel entio A" (AX) = A"'Be (A"'A)X=A"'Be [, X=A"'Bs X=A"'B
Portanto o sistema AX = B tem solucio tinica, X = A~!B.

(b) =) Se AX = 0 tem solugdo nao trivial entdo tem infinitas solugdes. Entao pelo item (a) A nao é
invertivel.

<=) Se A é nao invertivel entao por (a) AX = 0 nao tem solugao unica. Mas AX = 0 possui pelo menos
a solugao trivial entao tem infinitas solugoes. Portanto tem solugao nao trivial.

Exercicio 3.1. Se A e B sdo matrizes n x n, com AB invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.



Hernan Montufar 8

4 Determinantes

Definicao .
1. Seja A = [a] matriz 1 x 1. O determinante de A, denotado por det(A), é definido por det(A) = a.

2. Seja A uma matriz 2 x 2. O determinante de A, é definido por:

a1 a
det(A) = det [ e ] = 011022 — (12021
az  G22

3. Seja A uma matriz n X n.

(a) O menor do elemento a,;, denotado por Zij, é a submatriz (n — 1) x (n — 1) de A obtida
eliminandose a i-ésima linha e a j-esima coluna de A.

(b) O cofator do elemento a;;, denotado por A;;, é definido por A4;; = (—1)”jdet(g¢j).

(C) O determinante de A ¢ definido por: det(A) = a11A11 —|—a12A12 + - —|—a1nA1n = Z?:l alelj

em que Ay; = (—1)1+jdet(g1j) é o cofator do elemento a,;.

0 0 0 =3

. 1 2 3 4

Exemplo 15. Vamos encontrar o determinante de: A = 13 9 5

2 1 -2 0

det(A) =0A411 +0A12 +0A13 + (—3)A14
N _ 1 2 3
Mas A14 = (—1)1+4d6t(1414). Se B = A14 = -1 3 2 entao det(B) = 1B11 + 2B12 + 3313. LOgO

2 1 -2

det(B) = 1(=1)"*'det(Byy) + 2(—1)"2det(By) + 3(—1)"*3det(Bys)

3 2 -1 2 -1 3
= -2
det{1 _2] det[2 _2}+3det[2 1}
=-8-2(-2)43(-7)=-25
Portanto, det(A) = (—3)(—1)det(B) = =75
Exercicio 4.1. Mostre que se uma matriz A = (aij)nxn, é triangular inferior (ou triangular superior)
entao det(A) = aj1ass - - apn-

Pela defini¢ao de determinante, o determinante deve ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em
cofatores segundo a 1% linha. Pode-se mostrar (veja os exercicios), que o determinante pode ser calculado
fazendo-se o desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha.

Teorema 4.1. Seja A = (ai;)nxn, escrita em termos de suas linhas, denotadas por A; = [ai1 azo -+ ap).
Se para algum k, a linha A, = aX +8Y, em que X =[x 2 -+ 2], Y =[y1 y2 - yn] e @ € B sdo
escalares, entdo

Aq Ay Ay
Ak—l Ak—l Ak—l
det | aX +0Y | =adet X + B det Y
Ap A1 A1
| A, ] | An | | An |
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Demonstragao: Exercicio.

2 0 0
Exemplo 16. Vamos encontrar o determinante de A= | 1 —1 2 | ilustrando o teorema acima.
8 1 3
2 0 0 2 0 0 2 0 0
det(A) = det 1 -1 2 =det| 1 =1 2 |+det| 1 -1 2
3+5 2—-1 142 3 2 1 5 -1 2

=(2)(-1-4)+(2)(-2-2)=-10
Teorema 4.2. Sejam A e B matrizes n X n.
(a) Se A possui wuma linha formada inteiramente por zeros, entdo det(A) = 0.
(b) Se A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.
(¢c) Se B € obtida de A multiplicando-se uma linha por um escalar «, entao det(B) = adet(A).
(d) Se B resulta de A pela troca de posigdo relativa de duas linhas, entdo det(B) = —det(A).
(e)

Se B € obtida de A substituindo a linha i por ela somada a um multiplo escalar de uma linha j,
j #1, entao det(B) = det(A).

(f) det(A) = det(A?).
(e) det(AB) = det(A)det(B).

Demonstrag¢ao: (a) Se A tem uma linha nula entdo multiplicando-se a linha nula por qualquer escalar
a, obtemos det(A) = adet(A), para qualquer escalar «. Portanto det(A) = 0.
b
(b) Se A é 2 x 2 entao det(A) = det [ ¢ b
a
(n—1) x (n— 1), vamos provar que é verdadeiro para matrizes n x n. Suponhamos que as linhas k e [
sejam iguais, para k # [. Desenvolvemos o determinante de A em termos da linha ¢, com i # k, .

} = ab — ba = 0. Supondo que é verdadeiro para matrizes

n

det(A) = " ayAiy =Y (1) aydet(A;;) =0
j=1

j=1
pois cada A;; é uma matriz (n — 1) x (n — 1) com duas linhas iguais.
(¢) No teorema anterior, 3 = 0 entao det(B) = adet(A).

[ A ] [ Ay [ A
Ak Al Ak + Al
(d) Sejam A = eB= : |. Pelo item (b) temos 0 = det . Logo
Al Ak Ak + Al
| A, | | A, | L An ]
[ A ] A ] [ Ay ] [ Ay ] [ Ay ] [ Ay ]
Ak Al Ak Ak Al Al
0 = det + det = det + det + det + det
A+ A A+ 4 Ay A Ay Ay
A, A, A, | A, | | A, | | A, |

= 0+ det(A) + det(B) + 0. Portanto det(B) = —det(A).
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A ] [ Ar ] [ Ay ]
Ag Ak Ak
(e) det(B) = det =det | +adet | = detA.
Al + OéA]~C Al Ak
L A” J L An J L An i
0 1 5
Exemplo 17. Valor calcular o determinante de A= | 3 —6 9 | usando as propriedades acima.
2 6 1
3 -6 9 1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
detA=—det| 0 1 5 |=-3det| 0 1 5 |=-3det| 0 1 5 =—3det | 0 1 5
2 6 1 2 6 1 0 10 -5 0 0 -55

= (—3)(—55) = 165.
Exercicio 4.2. Seja A = (a;j)nxn

1
~ det(A)’

(a) Se A é invertivel entdo det(A~")

(b) Se A2 = A~ entdo det(A) = 1.
Teorema 4.3. Seja A = (a;j)nxn-

(a) A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) O sistema homogeneo AX = 0 tem solucdo nao trivial se, e somente se, det(A) = 0.
Demonstragao:

(a) Seja R a forma escalonada reduzida de A. Entao R = I,, ou R tem uma linha nula. Portanto, A é
invertivel & R = I,, & det(R) # 0 < det(A) # 0.

(b)) AX =0 tem solugao nao trivial < A nao é invertivel < det(A) = 0. O

5 Vetores

Geometricamente, vetores sdo representados (nao unicamente) por segmentos orientados * no plano
ou no espago.

A diregdo, o sentido e o comprimento do segmento orientado representa a dire¢do, o sentido e
a magnitude do vetor. Dois segmentos orientados representdo o mesmo vetor se possuem O Mesmo
comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido. Dois wvetores sao iguais se eles possuem o mesmo
comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido. Se o ponto inicial de um representante de um vetor
v é A e o ponto final é B entdao V = AB

*Um segmento orientado é um segmento de reta com um sentido de percurso
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A soma, V 4+ W, de dois vetores V e W é:
e Tome um representante de V.
e Tome um representante de W, com origem na extremidade de V.

e O vetor V + W ¢é represcentado pelo segmento orientado que vai da origem de V até a extremidade
de W.

O vetor que tem a sua origem coincidindo com a sua extremidade é chamado vetor nulo e é denotado
por 0. Segue V4+0=0+V =V, V vetor V. O simetrico de V, denotado por —V, é o vetor que tem
mesmo comprimento, mesma dire¢ao e sentido contrario ao de V. Segue V + (=V) = 0, V vetor V.
Definimos a diferenga de W menos V, por W —V =W + (=V)

A multiplicacao de V' por um escalar o, oV, é determinado pelo vetor que possui
1. O vetor nulo, se « =0 ou V = 0.
2. Caso contrario

(a) Tem comprimento || vezes o comprimento de V.
(b) A diregéo é a mesma de V' (dizemos que sdo paralelos ou colineares)

(¢) 1. Se a > 0 entdo tem o mesmo sentido de V.

ii. Se o < 0 entao tem o sentido contrario ao de V.
Se W = oV, dizemos que W é um multiplo escalar de V.
COMPONENTES DE UM VETOR:

1. Escolha um representante de V' que tenha ponto inicial na origem.

2. As componentes de V sao as coordenadas do ponto final do representante escolhido.

SOMA DE VETORES (usando componentes):
1. Se V = (Vi,Va) e W = (Wy, W) entdo V + W = (Vi + Wr, Va + Wa)

2. Se V= (V1,Va,V5) e W = (Wi, Wa, W3) entdo V + W = (Vi + Wi, Va + Wa, Vs + W)
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MULTIPLICAQAO DE UM VETOR POR UM ESCALAR (usando componentes):
1. Se V = (V1,V2) e @ um escalar entdo aV = (aVi, als)
2. Se V = (V1,V5,V3) e a um escalar entdo oV = (aVi,aVs, aVs)

Se o vetor V' é representado por um segmento orientado com ponto inicial fora da origem, P = (z1,y1, 21),
e ponto final em @ = (x2, Y2, 22) entdo as componentes do vetor V' sdo dadas por

P Gp—
V=PQ=0Q—0P=(x2—21,y2 — Y1, 22 — 21)

Teorema 5.1. Sejam U, V e W vetores e a e (8 escalares.

(o) U4V =V+U;

bO) U+V)+W=U+V+W);
() U+0=U;
(d) U+ (-U)=0;
(e) a(BU) = (ap)U;
)
)

(f) «(U+V)=aU+aV;
(9) (a«+B)U =aU+ pU;
(h) U =U.

Demonstragao: Exercicio

Exemplo 18.
(a) Dados quﬁo po_nt)os A, B, C e X tais que AX = )\E, escreva, C'_))( como uma soma de multiplos
escalares de CA e CB.

(b) Mostre que o ponto medio de um segmento que une os pontos A = (x1,y1,21)e B = (22,y2,22) é

— (Titxo Y1tY2 z1+2o
M - ( 2 ) 2 ) 2 )

Demonstragao:

— —_—  —

(a) CX =CA+ AX
— — —
CX =CA+)AB
—_— = —_— =
CX =CA+\-CA+CB)
— —-— —
CX=(1-NCA+XCB

(b) M é ponto medio de AB se, e s6 se, AM = %A
Em (a) tome X sendo M e C sendo a origem 0 entao AM = MAB. Portanto \ = ie

— 1 T+ + z1+z
OM = (1~ $)0A + SOB = L(r1,yn,21) + 5 (2, 20) = (072 P00 2105,

LOgO M = (331-5282’ y142ry2’ 21-522)
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6 Produto Escalar

O comprimento do vetor v também é chamado de norma de v e é denotado por ||v]|. Segue do teorema
de Pitdgoras que se v = (v1,v2) entao |[v]| = \/v} + v3 e se v = (v1,v2,v3) entao |v]| = \/vi + v3 + v3.
A dista_nc)ia en_tr)‘e dﬁpontos PeQéigual a ||P.Q>|| Por exemplo, se P = (21,y1,21) e Q = (Z2,¥2, 22)
entdao PQ) = OQ — OP = (x9 — x1,Y2 — Y1, 22 — 21). Logo

dist(P,Q) = | PO = /(wa — 21)2 + (y2 — 91)% + (22 — 21)°

Se v é um vetor e a um escalar entdo ||av| = |al||v]]. De fato,

]l = (w1, ava, avs)l| = V(@02 + (aw2)? + (ava)? = \/a2(v? +23 +03) = |a o]

1
Um vetor de norma igual a 1 é chamado de vetor unitdrio. Se v # 0, o vetor u = (””) v é um
v

1
vetor unitdrio na dire¢do de v pois ||ul| = | — | ||lv|| = 1.
o]

O angulo entre vetores nao nulos v e w é definido pelo angulo 6 determinado por v e w que satisfaz
0 < 0 < 7, quando eles estao representados com a mesma origem. Se § = 90° ou um deles é nulo, dizemos
que v e w sao ortogonais.

Definigao . O produto escalar de dois vetores v e w é definido por

0 , sewvouw énulo
vaw = (.
[lv][||w||cos® ,  caso contririo

em que 6 é o angulo entre eles.
Teorema 6.1. O produto escalar v.w entre dois vetores é
o Sev=(v1,v2) e w=(wy,ws) entdo v.w = ViwW] + Vaws;
o Sev = (v1,v2,v3) e w= (w1, ws,ws) entdo v.w = vViwy + Vaws + V3W3

Demonstragdo: Pela Lei de Cosenos ||[v — w||? = ||v]|? + ||w||? — 2||v||||w| cos@. Assim
1
vaw = [[v]wllcos = S (o]l + lwl* = [lv - w][*)

Se v = (v1,v2) e w = (wy,ws) entao v.w = viw; + Vows. O

Se 6 é o angulo entre dois vetores nao nulos v e w entao

cosf = 2
[ollllwll
1,1,1).(1 1
Exemplo 19. Se v = (1,1,1) e w = (1,0,0) entdo cosf = (1L,5,1).(1,0,0 = — entao

V12 + 12+ 1212 4+ 02 + 02 3

1
0 = arccos(—=) ~ 54°

V3

Teorema 6.2. Sejam u, v e w vetores e o um escalar.
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1. uv=v.u

2. u.(v+w) =uv+uw

3. a(u.v) = (au).v = u.(a.v)

4.ovu=|v[?>0,Vvevv=0c0v=0
Demonstrag¢ao: (a) u.v = ujvy + ugvy = viug + VaUs = v.U.

(b), (¢) e (d) Exercicio. O

Definicao . Seja w um vetor nao nulo. Dado v qualquer, o vetor v; é chamado projecao ortogonal de v
sobre w, e denotado por vy = proj,v, se satizfaz que v, é paralelo a w e v — v; é perpendicular a w.

Proposigao 6.3. Seja w um vetor ndo nulo. Entao a projecdo ortogonal de um vetor v em w € dado por

Projuv = (v.w2> w
[Jw]|

Demonstracdo: Se v1 = proj,v e v = v — proj,v entao v = vy + vo. Sabemos que, vy é paralelo a w
se, € s6 se, v1 = aw. Entdao v = aw + vo. Multiplicando escalarmente por w

vaw = aw.w + vo.w = afjw||? + vy.w

Mas vo é perpendicular a w entao vo.w = 0. Logo a = 5 € portanto proj,v = ( ”'“’2) w. O

[[]]

Exemplo 20. Se v=(2,-1,3) e w = (4, —1,2) encontre v; e vy tais que v = vy + vy, com vy paralelo a w
e vy perpendicular a w.
Solugao. Temos que:

vaw = (2)(4) + (-1)(-1)+ (3)(2) =15

|w|]* = waw = 4% 4 (=1)* + 2% = 21

. VW 15 20 5 10
U1 = Projuwv = <> w (47 7172) = (7) ?, 7)

lwlz) ™~ 21
20 5 10 -6 —2 11
V2 v U1 ( 77 77 7) (77777)



