Teste 1 - Algebra Linear - 10/08/2007

1. Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmagoes abaixo (justifique suas respostas).
a) Se A é matriz n x n e A2 = 0 entdo A = 0, aqui 0 é a matriz nula.
b) A tnica matriz n X n simétrica e anti-simétrica ao mesmo tempo é a matriz nula.
c) Se A é uma matrizn x n e A2 =1, entdo A =I,, ou A = —1I,, (I, é a matriz identidade n x n).
d) Se A e B sao duas matrizes n x n e AB = BA, entao (AB)? = AP BP para todo nimero natural p.
e) Se A e B sdo matrizes n X n tais que AB = 0 entdo BA = 0.
f) Se A 6 uma matriz n xn e A* —3424+7A—1I,, = 0 entdo A é invertivel (i.6. AB = BA = I,, para alguma
matriz B, n X n).
2. Em cada um dos sistemas abaixo encontre, usando o metédo de Gauss, sua solugao geral:

dr +3y —=z +t =4 r +by +4z 13t =3 z -y +2z -t =0
x -y +2z -t =0 ; 3r -y 42z 45t =2 ; 3z +y +3z 4+t =0
or 2y 4=z =4 2 2y 43z -4t =1 r —y —z =5t =0
a 0 b 2
3.SjaM=| a a 4 4 | amatriz ampliada (ou aumentada) do sistema linear. Para que valores
0 a 2 b
de a e b o sistema admite:
a) Solucao tnica b) Solugdo com uma varidvel livre
¢) Solugao com duas varidveis livres d) Nenhuma solugéo.

4. Considere o sistema AX = B, com

1 2 -3 4
A= 3 -1 5 e B= 2
4 1 a2-16 a+14

(a) Determine o valor (ou valores) de a para que o sistema tenha solug¢ao tnica.
(b) Existem valores para a de forma que o sistema tenha infinitas soluges?
(c) Existem valores para a de forma que o sistema nao tenha solugao?

5. Considere o sistema (x) AX = B, com A uma matriz m X n e B uma matriz m X 1.
a) Mostre que: se Y7 e Ya sdo solugdes do sistema homogéneo associado AX = 0 e a e b sdo nimeros reais
entao Z = aY7 + bY3 também é solugao do homogéneo associado.
b) Mostre que: Se X; e X3 sdo solugdes de (x) entdo Y = X5 — X; é solugdo do sistema homogéneo associado
AX =0.
¢) Suponha que Xy é uma solucdo particular de (%) e mostre que qualquer solucdo X de (%) é da forma
X =Xp+Y, com Y solugao do homogéneo associado.

OBS: Na verdade pode-se provar que para todo sistema homogéneo (x*) AX = 0, com A uma matriz
m X n, existem r solugoes nao nulas Yy, -+, Y., 0 <r < n, de (xx) tal que toda solucio Y de (xx*) se escreve
na forma Y = a1Y; +a2Y2+---+a,Y,, com ay, - -, a, ntmeros reais (r = 0 ocorre quando (xx) tem a solugao
nula como tnica solug¢do) . Portanto, por c¢), se o sistema (*) tem uma solugdo Xy entao toda solugdo X de
(x) é do tipo X = Xo+a1Y1 +axYa +--- +a,Y,, com ay, - - -, a, nimeros reais. A solucdo Xy é comumente
chamada de solugdo inicial (ou particular) de (x) e o conjunto {Y7,---,Y,} é chamado de um conjunto de
geradores do sistema (x) (ou simplesmente de geradores de (x)) Observe ainda que Xy é a tnica solugao de
(%) somente quando r = 0.
d) Para se convencer do que a observagao acima afirma, encontre para cada um dos sistemas do exercicio 2.,
um conjunto de geradores do sistema e uma solugdo particular (quando existir).

6. Determine todos os valores de A para os quais det(A — A\I3) = 0.

2 -2 3 2 2 3 1 0 0
0 3 -2 |; 1 2 1 |; -1 3 0
0 -1 2 2 -2 1 3 2 -2

7. Resolva a equacao 0 onde f(z) = det(A — xI) e a matriz A é a seguinte:

ao f(z) =

3 4 01 0 5 6 -3 5 2 =3 0 0 1

a) (5 2); by[1 0 0);¢)| -1 0 1 ];d (|4 5 —4];¢e |0 1 0
0 0 1 1 2 1 6 4 —4 1 0 0



