Teorema 2


Se x e y são números de pontos flutuantes em formato ( e ( e se for feita uma subtração com (+1 digitos (i. e. digitos protegidos por 1), então o erro  de arredondando relativo  resultada em menos do que 2e.


Este  teorema será provado no restante da seção 4.1,  é incluído no teorema acima desde que x e y sejam  positivos ou negativos.

1.4 Cancelamento

A seção 1.33 pode ser resumida dizendo isso sem um dígito do proteção, o erro relativo cometido quando subtrair duas quantidades próximas pode ser muito grande. ou seja, a avaliação de toda a expressão que contem uma subtração (ou  adição das quantidades com sinais opostos) poderia resultar em um erro relativo assim grande que todos os dígitos são sem sentido (teorema 1). Ao subtrair quantidades próximas, os dígitos mais significativos nos operandos combinam e cancelam-se. Há dois tipos de cancelamento: catastrófico e benigno.

Cancelamento catastrófico, este ocorre quando os operandos são sujeitos a erros de arredondando. Por exemplo, na fórmula quadrática, expressão b² - 4ac ocorre que o  b² e o ac são sujeitos a quantidades de  erros  de arredondando-se desde os resultados de multiplicações dos pontos flutuantes.
 Suponha que estão arredondados ao número o mais próximo do ponto flutuante e assim que são exatos dentro da casa do  1/2. Quando são subtraídos, o cancelamento pode fazer com que muitos dos dígitos exatos desapareçam, saindo atras principalmente dos erros contaminados pelo arredondamento. Daqui então  a diferença pode ter um erro de muitas casas. Por exemplo: considerar b=3,34, a=1,22 e c=2,28. O valor exato de b²-4ac é 0,0292, mas b² vale 11,2 e 4ac vale 11,1, deste modo a resposta final é 0,1, que é um erro de pelo menos 70% mesmo que 11.2 - 11.1 seja exatamente igual a  0.1. A subtração não introduziu nenhum bit de erro, mas expos o erro introduzido nas multiplicações mais adiantadas.


O cancelamento benigno, ocorre ao subtrair quantidades exatamente iguais. Se x e y não tiverem nenhum erro de arredondando, a seguir pelo teorema 2  a subtração deve ser  feita com um dígito de  proteção, a diferença x-y tem um erro relativo muito pequeno (mais  ou menos de 2e).


Uma fórmula que exiba o cancelamento catastrófico pode às vezes ser rearranjada para eliminar o problema. Considere novamente a formula quadrática:
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Quando b² e maior que 4ac, então b² -4ac não envolve um cancelamento e: 
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mas uma outra adição (a subtração) em uma das fórmulas terá um cancelamento catastrófico.
Para evitar isto, multiplique o numerador e o denominador por r1  (e similarmente por r2) para obter:
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Se b² for maior que ac e b maior que 0, então calculando usamos a  fórmula (4) que podem envolver um cancelamento. Usando a  (5) e calculando r1 e r2  devemos usar a (4). Para a outra vez se b for maior que zero, usamos a formula 4 para calcular r1 e a formula 5 para calcular r2 


A expressão x²-y² é uma outra fórmula que exibe o cancelamento catastrófico. É mais exata avaliá-la como  (x-y) (x+y).
Ao contrário da fórmula quadrática, este formulário melhorado tem ainda uma subtração, mas é um cancelamento benigno das quantidades sem erro de arredondamento, não catastrófico. Pelo teorema 2, o erro relativo em x-y está na maioria dos 2e, verificasse  que o mesmo é verdadeiro por x+y. que multiplica as  duas parcelas com resultados contendo erros relativos em um produto com um erro relativo pequeno (veja a seção 4,1).

Para evitar a confusão entre valores exatos e calculados, a seguinte notação é usada. Visto que x-y denota a diferença exata de x e y, x*y denota a diferença calculada, isto é, com erro se arredondando. Similarmente o calculo provem do calculo da adição, multiplicação e divisão respectivamente.  Todos os resultados indicam o valor calculado de uma função, como  LN(x) e SQRT(x). A função lowercase e a notação matemática tradicional denotam seus valores exatos como  ln(x) e 
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Embora (x(y) ((x(y) este é uma aproximação excelente de x²-y², os numeros pontos flutuantes x e y  podem sofrer algumas aproximações a algumas deaenas  verdadeiras  de x e y. Por exemplo, x e y , podemos saber exatamente os números decimais que não podem ser expressados exatamente em binário. Neste caso, mesmo que x(y seja uma aproximação boa de x-y, pode ter  um grande erro relativo comparado à expressão verdadeira x-y, e assim que a vantagem do excedente de (x+y)(x-y) sobre x²-y² não é dramática. Desde o calculo de (x+y)(x-y) uma quantidade mais ou menos idêntica calculada de trabalho como o calculado de x²-y², é claramente o formulário preferido neste caso.  No começo, entretanto, substituir um cancelamento catastrófico por um benigno não é um valor se a despesa for grande, porque a entrada é frequentemente (mas não sempre) uma aproximação. Mas eliminar um cancelamento inteiramente (como na fórmula quadrática) do mesmo valor dos, geralmenete estes dados não são exatos.
Durante todo este papel, supomos que as entradas do ponto flutuante de um algoritimo são exatas, e que os resultados calculados exatamente a medida do possível


A expressão x²-y² é mais exata quando reescrita como (x-y)(x+y) porque um cancelamento catastrófico é substituído por benigno.
Nós apresentamos em seguida alguns exemplos mais interessantes das fórmulas que exibem o cancelamento catastrófico que pode ser reescrita para exibir somente o cancelamento benigno. 

A área de um triângulo pode ser expressada diretamente dos termos calculaodos do comprimento de seus lados a, b e c:
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onde: 
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Suponha que o triângulo é muito liso, isto é, a ( b+c.
Então s ( a, e o termo (s-a) na equação (6), subtraimos dois números próximos, um de que pode se arredondar o erro. Por exemplo, a=9, b=c=4,53, então o valor correto de s é 9,03 e a área é A=2,34. Mesmo que o valor calculado de s (9.05) esteja com erro de somente 2%. O valor calculado da A é 3.04, um erro de 60%.

Há uma forma de reescrever a fórmula (6) de modo que ela de resultados exatos mesmo para triângulos lisos [Kahan 1986]. Esta é:
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    (7)

Se a, b e c não satisfazerem 
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   basta simplesmente renomear as variaveis antes de aplicar-se a equanção (7). Diretamente podemos nos certificar de que os lados esquerdos (6) e (7) sejam algèbricamente idênticos. Usando os valores de a, b, e c acima dão uma área calculada de 2,35, que representa 1%  no erro, é muito mais exato do que a primeira fórmula.

Embora a fórmula (7) seja muito mais exata do que a  (6) para este exemplo, seria agradável saber se a formula (7) tem uma boa execução geral. 

Teorema 3

O erro  de arredondando-se incluido quando se usa a formula (7) no calcula da área de um triângulo é 11e, desde que a subtração seja executada com um dígito do proteção 
[image: image13.wmf]005

,

0

£

e

e as raizes quadradas são calculadas dentro de ½%.
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