                                                    Função modular
Definição
Uma função é modular se a cada X associa | X | :

    F(x) = | x |, 

    Onde  | x | =   x, se x ≥ 0

                            x, se x < 0

     Observação:     √x² = | x |.

 Duas sentenças definem a função F(x) = | x | : 

1- F(x) = x, se x ≥ 0

Representação gráfica :
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2- F(x) = - x, se x < 0

Representação gráfica :
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Construindo os dois gráficos em um único plano cartesiano, obtemos o gráfico de F(x) = | x | :
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 Para a função F(x) = | x |, temos:

 D (F) = IR e Im (F) = IR+

 Observando o gráfico da função modular, verificamos que ele representa a reunião de duas semi-retas de mesma origem : o ponto        

(0,0).

                                          Exercício sobre Modular   
1 representar graficamente a função real determinando o domínio e a imagem :

Y= | x –1 | .
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                                                                                              D = IR

IM = IR+

2-Representar graficamente a função Y = | x² - 4x +3 |, de IR → IR, determinando o domínio e a imagem.

  Resposta → sendo Y = | x² -4x +3 | e F(x) uma função quadrática, para construirmos o gráfico, determinamos:

· Zeros de F(x) :

x² -4 +3 = 0   ⇒ x’ = 3 e x’’ = 1

· Coordenadas do vértice :

Xv = -b_  ⇒  Xv = _4_  ⇒ Xv = 2

          2 a                   2

Yv = -Δ_   ⇒ Yv = ​_4_ ⇒ Yv = -1 

          4a                    4

então  ( 2, -1 )
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D = IR

Im = IR+

3- O conjunto de solução da equação 2 + | -3x | = 5 é subconjunto de: 

| x | -1

a) Z+

b) Q – Z
c) Z – N
d) Q+
e) Q’
4- Uma função é modular se a cada x associa:

a) F(x)

b) –x

c) | x |

5- Resolva as funções modulares.

a) x² - 6 | x | = 0                          x² - 6 ( - x )

     x² - 6x = 0                          x² - 6 | x | = 0

 x | x – 6 | = 0                              x² + 6x = 0

              x = 0                          x | x – 6 | = 0

        x – 6 = 0                                       x = 0

              x = 6                                 x + 6 = 0

                                                            x = -6

b) | 2x² - 3 -  1 | = 1

 2x² -3 +1 –x = 0

        2x² - 3x = 0                            S = { 0 , 3/2 }

     x | 2x –3 | = 0

                   x = 0

            2x –3 = 0

                   x = 3/2

                                    Exponencial
Definição
Dado um número real a, tal que 1 ( a > 0, a função F : IR → IR, definida por F(x) = ax, é chamada função exponencial de base a :

Ex.

1- F(x) = 2x                           3- F(x) = ( _1_ )x

                                                                      2

    2- F(x) = ( √2 )x                     4- F(x) = ( 0, 34 )x

 Ao definirmos uma função exponencial de base a, impomos que a ε IR*+ e a ≠ 1 porque:

· Se a = 1 ⇒ F(x) = 1x = 1, para todo x ε IR.

Então, F(x) = 1 é uma função constante de IR em IR;

· Se a = 0 ⇒ F(x) = 0x, que não existe para determinados valores de x ( por exemplo, para x = -2, F(x) = 0  ̄² = _1_ não existe) :
                                                                       0²

· Se a < 0 ⇒ F(x) = ax, nem sempre existe ( por exemplo, se a = -4 e x =

 _1_ , F(x) = ( -4 )_1_  ( IR ).

2 2

                                                  Exercício sobre exponencial
1- Classificar a função em crescente ou decrescente:

a) F(x) = _1_ x
                  3

R→ a = _1_ e 0 < _1_ < 1 ⇒ a função é decrescente.

                3               3

b) Y = ( √2)x
 R→ a = √2 ≅ 1,4 > 1 ⇒ a função é crescente.

2- Construir o gráfico, determinando o conjunto imagem de cada função real:

a) F(x) = 2x -1

    x
     2x -1
    y

    -2
    2  ̄² -1
   - _3_
       4

    - 1
    2  ̄¹ - 1 
   - _1_
       2

      0
    2º -1
      0

      1
    2¹ -1
      1

      2
    2² -1
      3
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  3-resolva a equação 3x = _1_ exponencial em IR:

                                            729

  Solução:

 Para transformarmos em potências de mesma base, decompomos 729, obtendo 3⁶:

 3x = _1_ ⇒ 3x = 3   ̄⁶ ⇒ x = - 6

             3⁶

   Logo:

 S = { -6 }

  4-Resolver a inequação 2x < _1_

                                                    2

 Solução:

  Lembrando que _1_ =  2   ̄ ¹, igualamos as bases escrevendo a inequação

                                2  

na forma:

 2x < 2   ̄¹

Como a base é 2 > 1, a relação de desigualdade se mantém para os expoentes.

Logo, x < - 1.

  S = ( - ∞, - 1 [ 

 5 – Solucione esta inequação:

 ( 0,1 )²x  ̄¹ ≤ ( 0,1 )⁴x ⁺ ³
 Solução:

Como a base é 0,1 e 0 < 0,1 < 1, a relação de desigualdade se inverte para os expoentes:

 2x  - 1 ≥  4x + 3 ⇒ - 2x ≥ 4

 Resolvendo a inequação, vem:

 2x ≤ - 4 ⇒ x ≤ -2

 S = ( - ∞, -2 ]  
                                                Logaritmos 

Definição
Sendo a e b números reais tais que a > 0, b > 0 e b ≠ 1, chamamos de logaritmo de a na base b o expoente real x ao qual se eleva a base b para se obter a:
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 Exemplo:
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 As condições impostas para a base são necessárias para que bª tenha significado para todo x ∊ IR: como bx = a e bx >0, então a > 0.

Observando  logb a = x, temos:

a: logaritmando ou antilogaritmo de x ( a = antilogb x )

 b: base

 x: logaritmo

 Exemplo:

 Em log2 16 = 4 é o logaritmo de 4 na base 2 ( 16 = antilog2 4 ), 2 é a base e 4 é o logaritmo.

Conseqüências da definição
Considerando a definição de logaritmo e suas condições de existência, temos:

1- logb 1 = 0, porque b0 = 1.

 Exemplo:
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log10 1 = 0 ou log 1 = 0, porque 100 = 1.

                                            Exercícios sobre logaritmos 
1- Calcular, aplicando a definição de logaritmo:

log3 81

 Solução:

log3 81 = y ⇒ 3y = 81 ⇒ 3y = 34
 Então:

  y = 4

logo:

log3 81 = 4

2-Calcular a base do logaritmo:

 loga 5 = -1

 Solução:

pela definição de logaritmo. temos:

loga 5 = -1 ⇒ a-1 = 5 ⇒ _1_ = 5 ⇒ a = _1_
                                         a                      5

   Como a condição de existência de um logaritmo é 1 ≠ a > 0, o valor encontrado é compatível. Logo:

 a = _1_
         5

3-Calcular o valor de x para que exista o logaritmo:

 log ( x – 3 )

Solução:

 Como a base é 10 e 1 ≠10 > 0, basta determinar a condição de existência para o logaritmando:

  x – 3 > 0 ⇒ x > 3

Logo:

S = { x ∊ IR | x > 3 }

 4-Usando as propriedades operatórias, calcular log2 ( 64 . 128 ).

 Solução:

 log2 ( 64 . 128 ) = log2  64 + log2 128 = log2 26 + log2 27 = 6 . log2 2 + 7 . log2 2 = 6 + 7 = 13

5- se log a + log b = p, então o valor de log _1_ + log _1_ é:

                                                                           a              b

 a) _1_  .                              d) p = 1.

       p

 b) – p.                                 e) p + 1.

 c) p.

 Solução:

log _1_ + log _1_ = - log a – log b = p = - ( log a + log b) = - p.

         a              b

Resposta: alternativa b

                                         Progressão Aritmética
Progressão aritmética
É toda seqüência onde somando uma mesma constante r a cada termo obtemos o termo seguinte. Esta constante r é denominada razão da P.A.

A P.A ( 4; 12; 20; 28; 36; 44 ) tem razão r = b . P.a. É uma sequência dada por uma lei de decorrência{a1 = a

                                             {a p + 1 = a p + r,  p ≥ 1

que é uma sequência da forma: ( a; a + r; a + 2r; a + 3r; a + 4r; ... )

Classificação 

Sequência Crescente – é uma sequência de números, cujos termos vão aumentando, isto é, onde cada termo é maior que o anterior.

Sequência Decrescente  - é a sequência de números, cujos termos vão diminuindo, isto é, cada termo é menor que o anterior.

Sequência constante ou estacionária – é a sequência cujos termos são iguais.

           É fácil verificar que uma P.a. de razão r é:

· Crescente, se r > 0

· decrescente, se r < 0

· Constante, se r = 0

Fórmula
Escrevendo o valor de cada termo de uma P.a em função do primeiro termo a1 e da razão r teremos então a seguinte fórmula:

     a n = a 1 + ( n – 1 ) . r

Propriedades dos termos de uma P.a 

1ª- propriedade
Ao considerarmos a P.a : ( 5; 9; 13; 17; 21; 25; 29; ...) notamos que: 

9 = _5 + 13_ , logo a2 = _a1 + a3_ ( a2 é a média aritmética de a1 e a3 )

2 2

13 =  _9 + 17_, logo a3 = _a2_+ a4  (a3 é a média aritmética de a3 e a4 )

               2                                2

17 = _13 + 21 , logo a4 = _a3 + a5  (a4 é a média aritmética de a3 e a5 )

2 2

Numa P.a qualquer, de razão r, quando tomamos três termos consecutivos a p - 1 ,  a p e a p + 1  temos:
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a p = a p - 1 +r

a p = a p + 1 –r 

Ao somarmos membro a membro calculando a p vem:

      ap = a p – 1 + a p  - 1_ , esta propriedade é válida

                      2

Para toda P.a numa P.a cada termo, a parti do segundo, é igual a média aritmética entre o termo anterior e o posterior na sequência, em palavras mais simples queremos dizer que, tornando-se três termos consecutivos numa P.a, o termo do meio é a média aritmética dos outros dois 

2ª- propriedade
 Na P.a ( 5;9;13;17;21;25;29;33;37 ;...)

Observa-se que:

a1 + a5 = 5 + 21 = 26

                                  } a1 + a5 = a2 + a4 ( e 1 + 5 = 2 + 4 )

a2 + a4 = 9 + 17 = 26

       

a3 + a8 = 13 + 33 = 46

                                  } a3 + a8 = a5 + a6 ( e 3 + 8 = 5 + 6 )

a5 + a6 = 21 + 25 = 46

Consideramos quatro termos quaisquer a m a p e a q a q de uma P.a de razão r, tais que a soma de índices m + n é igual a soma de p + q. Temos:

a m = a1 + ( m – 1 ) r

                                 } a m  +  a n= 2a1 + ( m + n – 2 ) r

a n = a1 + ( n – 1 ) r

a p = a1 + ( p – 1 ) r

                                 } a p  +  a q= 2a1 + ( p + q – 2 ) r

a q = a1 + ( q – 1 ) r

Nota-se que m + n =  p + q, então a m + a n = a p+ a q.

Portanto, para quatro termos, a m, a n , a p, a q  de uma P.a, se a soma dos índices m + n  é igual à soma p + q, então a soma dos termos a m + a n é igual à soma a p+ a q .

Concluímos então que a propriedade 1 pode ser reduzida a partir da propriedade 2.

Assim:

 Os termos a5, a6, a7 de uma P.a vale que a6 + a6 = a5 + a7, por que 6 + 6 = 5 + 7 e daí vem que a6 = _a5 + a7_.
                                             2

Soma dos N primeiros termos de uma P.a 

Dada uma sequência qualquer ( a1; a2; a3; a4; ...; a n – 1; a n; ) indicamos por Sn a soma dos seus n primeiros termos:

                              Sn = a1+ a2+ a3+ a4+ ...+ a n – 1+ a n;

 Observemos o exemplo a seguir:

P.a ( 21; 33; 45; 57 ;...) ⇒ S8 = 21 + 33 + 45 + 57 + 69 +81 + 93 + 105, recorrendo ao método mais indireto de obtê-la: 

S8 = 21 + 33 + 45 + 57 + 69 +81 + 93 + 105

+

S8 = 105 + 93 + 81 + 69 + 57 + 45 + 33 + 21
2S8 = 126 + 126 + 126 +126 +126 +126 +126 +126  

2S8 = 126x8⇒S8 = 128x8 = 504 

                                2    

De modo geral, para uma P.ª (a1; a2; a3; a4; ...; a n – 1; a n; ) temos:

Sn = a1+ a2+ a3+ a4+ ...+ a n – 1+ a n 

 +

Sn = a1+ a2+ a3+ a4+ ...+ a n – 1+ a n;

2 Sn = (a1+ a n ) +(a2 +a n  - 1 ) +(a3+ a n - 2  ) + ... (a  n - 2  + a 3 ) +(a n - 1  +a2 ) +(a n+ a 1 )

Nos parênteses comparecem somas de dois termos cujos índices somam sempre 1 + n. Logo essas n somas são todas iguais a a1+ a n e concluímos que:

2 Sn = (a1+ a n ). n

                            Sn = (a1+ a n ). n
                                          2

                                            Exercício sobre P.a
1- Escrever os quatro primeiros termos de uma sequência q̄ satisfazem a condição:

a) a n = 10n –1 , n ∊ IN*
n = 1 ⇒ a1  = 10¹ - 1 ⇒a1 = 9

n = 2 ⇒ a2  = 10² - 1 ⇒a2 = 99

n = 3 ⇒ a3  = 10³ - 1 ⇒a3 = 999

Resposta: ( 9; 99; 999; 9999)

b) a n = 1 + _1_, n ∊ IN*
                 n

n = 1 ⇒a1 = 1 + _1_ ⇒ a1 = 2

                             1

 n = 2 ⇒a2 = 1 + _1_ ⇒ a1 = _3_
2 2 
 n = 3 ⇒a3 = 3 + _1_ ⇒ a3 = _4_
3 3

n = 4 ⇒a4 = 4 + _1_ ⇒ a4 = _5_
4 4 

2- Seja a P.a ( a1; a2; a3; ... ), com a1 = - 16 e a2 = - 13.

Calcular:

a) (a1; a3; a5; ... ) ⇒a1 = - 16; a3 = - 10; a5 = - 4;

a1 = - 16

              } r = 3 então a razão será – 10 –(-16) = -10 + 16⇒ r = 6 

a2 = - 13

b)(a2; a4; a6; ... ) a2 = - 13; a4 = - 7; a6 = - 1;

Então a razão será – 13  - (-7 )⇒ r = 6

3- Na P.a abaixo determine o 10º termo, dados a3 = -6 e r = 7.

a n = a1 + ( n – 1 ) r ⇒ a10 = -6 + ( 10 – 1 ) 7 ⇒ a10 = -6 + 70 – 7 ⇒ a10 = 57

4- Quantos termos existem na P.a ( 59; 49; 46; 43; ...; -71 ).

a1 = 52

r = 49 – 52 = -3       an = -71

an = a1 + ( n – 1 ) r ⇒ -71 = 52 + ( n-1 ) -  ( -3 )

       -71 = 52 – 3n + 3 ⇒ 3n = 126 ⇒ n = 42

5- Calcule a soma dos 40 termos iniciais da P.a ( 2; 5; 8 ... ).

a1 = 2

              } a n = a1 + ( n – 1 ) r ⇒ a40 = 2 + ( 40-1 ) . 3 = 119

r = 3

                    Sn = (a1+ a n ). n ⇒ S40  = (a1+ a 40 ). 40 = ( 2 + 119) . 40
                                 2                             2                               2

 Sn = 2420.

                                          Progressão Geométrica
Definição.      

É toda sequência onde multiplicando cada termo por uma mesma  constante q obtemos o termo seguinte. Esta constante q é denominada razão da P.g

   A P.g ( 5; 10; 20; 40; 80; 160 ) tem razão q = 2. P.g é uma sequência dada por uma lei de decorrência  a1 = a , a p + 1 = a p . q, p ≥ 1, que é uma sequência da forma: ( a; a q; a q²; a q³; a q4; ... )

Formula  

Escrevendo cada termo de uma P.g em função do primeiro termo a1 e da razão q, teremos então a seguinte formula:

                    a n = a 1 . q n – 1
Propriedades dos termos de uma P.g
1ª- Propriedade

Consideramos a P.g ( 5; 10; 20; 40; 80; 160; 320; ... ) e observamos que:

 10² = 5 . 20, logo ( a2 )² = a1 . a3 ( a2  é a média geométrica de a1  e a3 )

20² = 10 . 40, logo (a3 )² = a2 . a4 ( a3 é a média geométrica de a2  e a4 )

Numa P.g qualquer, de razão que , quando tomamos 3 termos consecutivos  a p – 1, a , a p , a p + 1 temos :
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  a p =  a p – 1 . 9

  a p + 1 = a p – 1 . 9²

    (a p )² = a p – 1 . a p + 1
Numa P.g cada termo, a partir do segundo, é a média geométrica entre o termo anterior e o posterior na sequência ou seja, tomando-se três termos consecutivos numa P.g, o termo do meio é a média geométrica dos outros dois.

2ª- propriedade

Na P.g ( 5; 10; 20; 40; 80; 160; 320; ... ) observamos que:

a1 . a5 = 5 . 80 = 400

                                  } a1 . a5 = a2 . a4 ( e 1 + 5 = 2 + 4 )

a2 . a4 = 10 .40 = 400

a4 . a5 = 40 . 80 = 3200

                                       } a3 + a8 = a5 + a6 ( e 3 + 8 = 5 + 6 )

a7 . a2 = 320 . 10 = 3200

Consideremos quatro termos quaisquer a m , a n , a r , as de uma P.g de razão q, tais que a soma de índice m + n seja igual à soma r + s temos:

a m = a1 . q m - 1   

                                 } a m  .  a n=  (a1)² . q m + n - 2

a n = a1 . q n - 1
a r = a1 . q r - 1
                                 } a r  .  a s=  (a1)² . q r + s - 2
a s = a1 . q s – 1
 Como m +n = r + s, vem que a m  .  a n = a r  .  a s .

 Para quatro termos a m , a n , a r , as ou outro qualquer de uma P.g, se a soma dos índices m + n é igual a soma r + s, então o produto dos termos 

a m  .  a n é igual ao produto a r  .  a s.

Concluímos então que a propriedade 1 pode ser reduzida a partir da 2.

Assim: Os termos a5, a6, a7 de uma P.g vale que a6 . a6 = a5 . a7, por que 6 + 6 = 5 + 7  ou seja, (a6)² = a5 . a7
 Soma dos n primeiros termos de uma P.g
A forma mais simples de calcularmos a soma dos n primeiros termos de uma P.g é pela formula:

Sn = _a n q a 1__que é a conclusão de a1 + Sn . q = _ Sn + a1 . q ⇒ Sn . q - Sn 

              q – 1

= a n q – a1 ⇒ Sn ( q –1) = a n q – a1, e, para q ≠1.

E se q = 1 a P.g é constante onde a soma dos n primeiros termos é Sn = n . a .

 A soma dos termos de uma P.g infinita 

Toda P.g de termos reais (a + 1; a + 2; a + 3; a + 4 ... ) e com razão q compreendida entre –1 e 1 ( -1 < q, q <1 ) apresenta os termos tendo a zero ( a n ⇒ 0 ) onde a soma s n dos n primeiros termos tende ao número S dado por :    S= _a1_
                           1 – q

O número S é chamado limite da soma de termos da P.g e indicada também por lim sn e tem por fórmula:

                      n → ∞
 lim Sn = S = _a1_

 n → ∞            1-q

 Série geométrica
É a soma indicada dos termos de uma P.g infinita (a 1+ a 2 + a  3 + a + 4 +... )

convergente ⇒ quando a razão q da P.g é tal que –1 < q, q < 1, chamamos de convergente e sua soma indicamos por S = _a  1_
                                                                                 1 –q

Dessa forma indicamos por : a 1+ a 2 + a  3 + a + 4 +... = S = _a  1_
                                                                                                   1 –q

Divergente ⇒ quando a P.g tem termos não nulos e razão q ≥ 1 ou q ≤ -1. uma série divergente não possui soma finita.

                                               Exercício de P.g 

1- Dê a definição de P.g.

→ É toda sequência de números na qual cada termo, a parti do segundo é igual ao anterior multiplicado pela razão q.

2- Calcule o limite da soma dos termos da P.g ( 4; 1; 1/4; 1/16; ...).

 lim  = S = _a1_ ⇒ q 1: 4 = 0,25 então  

 n → ∞         1-q

 lim  = S = _4_ ⇒  lim  = S = _4_  ⇒  lim  = S = 5,3

 n → ∞         1-0,25  n → ∞        0,75       n → ∞
3- Numa sucessão infinita de círculos concêntricos cada um tem diâmetro igual ao dobro do diâmetro do círculo seguinte. Se o primeiro círculo tem raio r, calcule:

a) o limite da soma dos raios desse círculo( r = D:2 ).

 lim  = S = _a1_ ⇒ r = d/2 ⇒ d = 2r  então a1 = 2r; a2 = 1r; q = 0,5r

 n → ∞             1-q

 b)O limite da soma dos diâmetros desse círculo(d = r.2).

S= _2r_ ⇒ S = _2r_ ⇒ S = _2r_⇒ S = _2r_ . _10_ r ⇒ S = _20r_ ⇒ S = 4r

       1 –0,5r        0,5r             5/10r            5         1                       5

4- Calcular a soma dos 12 termos iniciais da P.g ( 1º, 2º, 4º, ...).

a1 = 1

         } a n = a1 . q n – 1 ⇒ a12 = 1 . 212 – 1 = 211 = 2048

q = 2

       Sn = _an q – a1_ ⇒ S12 = _a12 q – a1_ = _2048 . 2 – 1_ S n= 4095

                   q –1                           q –1                2 – 1

5- Calcular o limite da soma dos termos da P.g ( 2; 1/2; 1/8; 1/32; ...) onde a1 = 2 e q = 1/4.

S = _a1_  = _2_   = _8_
       1 –q   1 –1/4     3
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Observação: por convenção, log10 a = log a ( a ∊ IR*+), isto é, omitimos a base quando esta é dez.
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