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def
R(a7%) = B,a™ B, 0™ 2+ By, (5.25)

este restul, unic determinate.

Evident, citul este nenul numai daci nb> na. in acest caz, introducind (5.23) in (5.21),
expresia iesirii se obtine din 3 surse de semnal (ultima fiind chiar zgomotul alb la
momentul curent):

ysq“a”bQ(ql)[u+gTve]+w%q(?))[u +g'v, |+e. (5.26)

Le vom analiza pe rind pe fiecare.

Daca nb > na, atunci primul termen din exprimarea (5.26) a iesirii este nebanal. El poate
fi exprimat numai cu ajutorul intrarii si zgomotelor, fara a face apel la starile sistemului.
Pentru aceasta, se definesc urmatoarele entitati:

» vectorul intrarilor virtuale:
def
uo[m=[uln] uln-1] - u[n+na-nb+1] eR™™, VneN; (5.27)

» matricea zgomotelor virtuale:

def

Vo [nl=[v.[n] v,[n-1 - v,[n+na-nb+1]] eR™™™  wvneN. (5.28)
Atunci, din (5.26), rezulta:
a™ " Q(q™)[u+g'v, |[n]=d"uy[n-1]+d"V],[n-1]g =

(5.29)
=d" (Ug[n-1]+ Vi [n-1]g), VneN,
unde d e R™™ este vectorul coeficientilor citului (5.24):
def T
d=[oy, a, - oyl - (5.30)

Revenind la (5.29), ea arata incercarea de a pune in evidenta termenul de forma dTvy in

exprimarea iegirii. Ar trebui adaugat si ultimul termen din (5.26) (zgomotul alb), prin
extinderea vectorilor g si v, din (5.18), astfel:

def

9.=[1 c,—a c,—-a ...]T:[l gT]T; (5.31)

def 1 1 1
w,[n] = me[n—nb+na] me[n—l] B(q‘l)

Ei vor avea dimensiunea nge =1+ max{na,nc}. Astfel,

e[n-2] ---|, VvneN. (5.32)

Vol = q™ ™ Q(q ) u+g'v, JInl+eln] = d"ugln—1]+ d"W]o[n ~1Jg, -

(5.33)
=d' (uQ[n—1]+WeTQ[n—1]ge), vneN,

unde W,, se defineste ca in (5.28), dar cu w, in loc de v, . Evident, termenul (5.33) se

reduce la valoarea curenta a zgomotului alb daca nb <na, deoarece, in acest caz, Q=0.

Ramine de exprimat, intr-o maniera convenabila, termenul al doilea din relatia (5.26), cu
evidentierea starilor sistemului i, eventual, completarea componentei de zgomot exogen.
Pentru aceasta, se pleaca de la expresia operatorului care precede suma de semnale:
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q’”b R (q’l) na-nb Bl qna—l+B2 qna—2+.“ +B
_ P 4P (5.34)
A(g™) 4" +2,9" 48,0+ 2,

Doar raportul de polinoame este interesant pentru discutia care urmeaza. Acesta se
descompune in fractii simple:

R(a) =i AN B)q+C

A@) AR g 2Re(w el f

(5.35)

unde {pi}iﬂcR sunt cele N, radacini reale ale polinomului q”aA(q’l), in timp ce

{(Kj,ﬁj)} __cC sunt cele N, perechi de radacini complex conjugate ale acestuia.
jel,N;

Evident,
N, +2N, =na, (5.36)

iar coeficientii {Ai}_ - {Bj’} S {Cf} __ au valori reale unic determinate de polinomul
1€l,N, JeL,Ng Jel,N¢

R(q™) (de la numarator).

Cea de-a doua suma din descompunerea (5.35) (referitoare la perechile de radacini
complexe) verifica urmatoarea proprietate remarcabila:

S B/ q+C; [ B, B,
R =y | ——+—1 (5.37)
2 — —
=1 Q —ZRG(KJ-)+‘KJ-‘ i\ d—K;  g-K;
unde coeficientii {Bj}i — au valori complexe unic determinate:
B" Cj+BjRe(x;) _
B="t-;1 Y, VijelN,. (5.38)

1T 2Im(|<j)

Asadar,

R(g?) :i A +NZ( B, . B ] (5.39)

qnaA(qil) i1 =P = d-K; -,

Fiecare dintre cele doua sume ale exprimarii (5.39) furnizeaza accesul la starile
procesului ecologic.
Pentru prima suma, se defineste urmatoarea stare generica:

X' = ! [u+g'v, |, VielN,. (5.40)
a-p;
Mai precis, starea (5.40) verifica urmatoarea relatie recursiva:
x' [N+ =px[n]+u+g'v,, VneN, VielN,. (5.41)

Aceasta este insa o colectie de ecuatii cu diferente de ordinul I. Grupindu-le, se poate
scrie ca:

r

X| X/ 1 g

[n+1]=diag(py.....py, )| © [[n]+|i|uln]+| i |v,[n], VneN. (5.42)

X AT Xy 1 g

r r
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Matricea sistemului, notata prin A" este diagonald si are dimensiunea N, xN,. Starile
reale (5.42), grupate la rindul lor in vectorul x", produc atunci urmatoarea iesire:

y'[n] =[A1 ANr]xr[n], VneN. (5.43)
A doua suma din (5.39) conduce la starile cu valori complexe de mai jos:
.1 J—
X Eq_K' [u+gTve] VjelLN,. (5.44)

Acestora le corespunde iegirea:
Nc _ Nc
yr[n]:Z(Bjxf+Bj7j°):2Re(ZBjxj?], vneN, (5.45)
j=1 j=1

care are valori reale, gratie proprietatii (5.37).
Faptul ca starile x{ au valori complexe nu este convenabil. Ar trebui ca ele sa aiba tot

valori reale, ca si in cazul primei sume din (5.39). Se poate ajunge la un sistem de stari

reale, apelind la un artificiu de calcul. Fiecare stare x| si radacina x; se exprima cu

ajutorul partilor reala (Re) si imaginara (Im). Astfel, relatia recursiva asociata definitiei

(5.44) devine:

{ 2% +1] = k5 x¢F ] - "X [n] +u[n] + 9" v, [n]

. o o vneN, VjelN,, (5.46)
Cm[n+1] i ¢ C"‘[n]+1<’“ “Re[n]+u[n]+g’v [n]

cu notatii naturale.Fiecare ecuatie cu diferente in care starile iau valori complexe se poate
inlocui, agadar, cu o pereche de ecuatii cu diferente, starile avind valori reale. Matricial,
ecuatiile (5.46) se rescriu dupa cum urmeaza:

-ch,Re- Xic,Re ] T

chvlm Re Im Re Im XlCYIm 1 gT
t o |[n+1]=di Ko 7K Ky, Ky, . : : vneN
: +1]=diag| | | FRN FPPP R : o |[n]+] i juln]+{ ¢ |v.[n], neN.
c,Re Kl Ky KNC KNc c,Re T

X\, Xy, 1

X&,clm A X;i":m J _1_ _gT ]

(5.47)

De aceasta data, matricea sistemului (notata cu A°) este bloc diagonalda si are
dimensiunea 2N_x2N, . legirea corespunzatoare (5.45) admite de asemenea o exprimare

matriciald, in raport cu vectorul starilor x°:
NC
y'[n]=2 (Bfx;™[n]-B{"x;"[n])=2[ B -B" - B -BI'|x’[n], VneN. (5.48)
j=1

Nu ramine decit sa fie cuplate sistemele (5.42) si (5.47):

X' A’ EON x2N, Ly
< [In+1= 6;;2_N_r_i_“’°:0“ —|[n] + ‘Z‘N‘ ufn]+

x[n+1]eR™ AcR"™ma x[n]eR™ beR™ (5.49)
1, '
+ =g’ X v,[n] , VneN,
12N —_—
c vx[n]eRmax{na.nc}
%/_/

FERnaxmax{na,nc}
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Ecuatia (5.49) pune clar in evidenta marimile si dimensiunile lor, conform definitiei
(5.15). Se observa ca vectorul zgomotelor endogene are aceeasi dimensiune cu cel al
starilor (na) numai daca na>nc. Altfel, exista mai multe surse de zgomot intern decit
stari. Acest fenomen este natural, deoarece, in cazul multor sisteme, in afara zgomotelor
care afecteaza direct starile lor interne, apar si interferente cauzate de evolutia acestora.
Ori, interferentele sunt incadrate in mod traditional la categoria ,perturbatii”.

In ceea ce priveste iegirea, trebuie grupate ecuatiile (5.26), (5.33), (5.43) si (5.48).
Astfel,

Y=Y +y +yo=[A o A X +2[Bf -B" .. BY -BJ|x"+
+d" (ug[n—1]+Wl,[n-1]g, ) =
E[Al o A, | 2B -2B" . 2B —ZB'NT]X+ . (550

¢’ eR™
+d" (ug[n—1]+ W, [n-1]g, ).

max{1,nb—na}
vyeR

Avind in vedere rationamentul anterior legat de constructia iesirii partiale y,, se observa

ca parametrul d este:
escalar si unitar, daca na > nb;
escalar si nu neaparat unitar, daca na=nb;
evectorial, daca na<nb.

Similar, zgomotul exogen are urmatoarele caracteristici:
ese reduce la zgomotul alb din momentul curent, daca na > nb;
eeste dat de un zgomot colorat unidimensional, daca na=nb;
erevine la o colectie de cel putin doua zgomote colorate, daca na<nb.

Valoarea curenta a zgomotului alb intervine de fapt in toate cele 3 forme ale zgomotului
exogen, dar nu intervine in zgomotul endogen (unde sufera o intirziere de cel putin un
pas). Aceasta proprietate corespunde realitatii si ilustreaza faptul ca zgomotele de masura
insotesc instantaneu datele achizitionate, in timp ce zgomotele interne suporta intirzierile
intrinseci ale procesului. De asemenea, daca na <nb, in componenta zgomotului exogen
se regasesc i valori regresate in timp ale intrarii modelului ARMAX (a se revedea definitia
(5.27)). in cazul procesului ecologic, avind in vedere definitiile (5.7) si (5.8), intrarea este
formata din valori estimate ale zgomotului colorat care corupe iesirea modelului ARMAX,
Astfel, incadrarea valorilor intrarii la categoria ,perturbatii” este naturala. In general, insa,
aceasta incadrare este justificata mai mult de faptul ca procesul nu permite efectuarea
unei distinctii clare privind natura surselor semnalelor sale de stimul (intrari utile sau
zgomote exogene) in valorile semnalului de iegire.

Pentru a incheia acest paragraf cu o concluzie, Algoritmul 5.1 sumarizeaza pagii
procedurii de conversie de la un model ARMAX uni-dimensional (SISO — Single Input
Single Output) la unul cu reprezentare pe stare. Evident, in cazul modelelor multi-
dimensionale (MIMO — Multiple Input Multiple Output), de tipul celor descrise in paragraful
precedent, starile fiecarei perechi intrare-iesire modelate ARMAX trebuie concatenate.
Cum numarul acestora depinde de gradele polinoamelor auto-regresive (notate generic
prin ”A”), pentru a-l reduce, este necesara aducerea la acelasi numitor in expresiile
functiilor de sistem globale (5.13). Cu toate acestea, este posibil ca numarul starilor sa fie
destul de mare. Acest dezavantaj este contrabalansat de faptul ca matricea sistemului
(AeR™™) are o structura rarefiata, concentrata in jurul diagonalei principale. Astfel,
starile au un comportament cvasi-independent, una fata de alta. Corelatiile dintre ele sunt
surprinse in expresia vectorului de iegire, unde matricea C, (din definitia (5.1)) nu mai

poate prezenta structura diagonala.
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Algoritmul 5.1. Procedura de conversie a unui model SISO-ARMAX
intr-un model cu reprezentare pe stare.

» Date de intrare: parametrii modelului ARMAX uni-dimensional
({a}om {bi}jem’ {C}eme CU @y =C, =1 §i b =0).

1. Se evalueaza direct:

def
eb=1_ (vector coloana cu valori unitare);

def
T ~ o . . -
eg=[c,-a c,—-a, -] eR™"™ (fortind valoarea nuld pentru coeficientii care

nu exista);
def

eF =bg" (prin stivuirea vectorului g").
2.Se aplica TIR pentru polinoamele:

«q"B(q° ) blq”b+b2q Lt---+h, (deimpértit);

.qna A(q—l) _ qna_+_a1qna—1+a2qna—2
Rezulta polinoamele:
def
.Q( —l) —a qnb—na—1+(x2qnb—na—2+...+a ) (C’l\t),

nb—na

*R(q" ) Bl "B, Q" R+ B, (rest).

+---+a,, (impartitor).

def def
3.Dacd nb>na, atunci d=[a, @, - o] - Altfel, d=1.

4. Se descompune functia rationala R(q’l)/q”aA(q’l) in fractii simple:
R(q™ N, B,
na ( ?l = Z +Z
qA(q)_lqp. qKqK
(Adica, se evalueaz coeficientii {A}, ;- — R corespunzétori polilor cu valori reale si
{Bj}jeO,Nc )

5. Se grupeaza toti coeficientii descompunerii de la pasul precedent astfel:
def

c=[A, - A, 2B —2B" .. 28% —2BI"|.

6. Se formeaza matricea sistemului de stare, cu ajutorul polilor:

def def Re _.Im KRe _ylm
unde: A' =diag(p1,...,er), iar A° =diag([Kllm Kée}[ rin s; .

» Date de iegire: parametrii modelului cu reprezentare pe stare

(A c Rnaxna ’ b c Rna = Rna ' d c Rmax{l,nb—na} ' F c Rnaxmax{na,nc}).
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5.5. Estimatorul Markov in varianta adaptiva

Procedura cheie in rezolvarea sistemului (5.1) o se bazeaza pe Metoda Markov (MMK)
de compensare a eficientei estimatiilor parametrilor modelului asociat unui proces afectat
de zgomote colorate (nu neaparat albe), de medie nula [SCSO05]. Eficienta se refera in
acest context la viteza de convergenta a parametrilor estimati la parametrii adevarati, in
raport cu numarul de date masurate. Altfel spus, pentru acelasi numar de date masurate,
un estimator mai eficient asigura o precizie mai mare decit unul mai putin eficient. De fapt,
MMK poate fi privita ca o varianta revizuita a MCMMP, deoarece ecuatiile de estimare a
parametrilor sunt de aceeasi forma.

In mod normal, MMK' este neimplementabila in varianta neadaptiva (off-line), adica
dupa incheierea achizitiei datelor. Insa, plecind de la ecuatiile estimatorului neadaptiv de
tip Markov, se poate proiecta un algoritm adaptiv (on-line), implementabil, cu ajutorul unui
rationament care va fi dezvoltat in continuare.

Atit MCMMP cit si MMK functioneaza in contextul proceselor descrise cu ajutorul unor
modele de regresie liniara. Ecuatiile caracteristice ale acestora sunt urmatoarele:

P(0°): Y =®0" +V, (5.51)
E{VV'}=¥>0, (5.52)

unde:

e Y eR", este vectorul datelor de iesire masurate (in numar de N );

e ®cR"V™ este matricea regresorilor, formata din date masurate la iesirea si, daca
este posibil, la intrarea procesului; este posibil ca unele dintre elementele acestei sa
nu fie masurabile, trebuind estimate in prealabil;

e 0"cR™ este vectorul parametrilor adevarati (dar necunoscuti) ai procesului, in
numar de nd e N* (cunoscut);

e VeR" este vectorul perturbatiilor de masura, de tip zgomot colorat.

Matricea de auto-covarianta asociata zgomotului colorat, ¥ cRYMN, este exprimata in
ecuatia (5.52) si are proprietatea de a fi strict pozitiv definita, neavind o structura neaparat
diagonala. Se remarca faptul ca aceasta matrice nu este doar necunoscuta, ci are si o
dimensiune determinata de numarul de date masurate (care poate fi foarte mare).

In aceste conditii, MCMMP ofera o estimatie consistenta (adica statistic convergenta)
dar ineficienta (adica mai putin precisa), in timp ce MMK (bazata pe descompunerea
Cholesky a matricii ¥ ) remediaza acest neajuns [SCS05]. Mai precis, Estimatorul Markov
(EMK) returneaza urmatoarea solutie a problemei de identificare experimentala
parametrica, folosind date masurate:

0, = (O ¥ D) @YY, (5.53)

Matricea de auto-covarianta a erorii de estimare este si ea oferita (prin intermediul
Teoremei fundamentale care guverneaza identificarea pe baza MCMMP [SCS05]):

~ def

Py = E{(éMK —0") (8, —9*)T}= (o"v o). (5.54)

De notat ca, pentru a implementa ecuatiile (5.53) si (5.54), matricea ¥ trebuie in prealabil
determinata prin alte metode. Fiind o matrice de auto-covarianta, adica de tip Toeplitz
simetrica, pentru determinarea ei este suficient sa fie cunoscuta secventa de auto-
covarianta a zgomotului. Daca se apeleaza la una dintre metodele din familia MCMMP
pentru identificarea parametrilor principali ai procesului, zgomotul de masura poate fi
estimat apoi cu ajutorul acestora si, in consecinta, exista posibilitatea de a estima
secventa sa de auto-covarianta. Inversarea matricii ¥ poate pune de asemenea
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probleme, din cauza dimensiunii ridicate. De regula, pentru inversare, se apeleaza la o
procedura recursiva de inversare, bazata pe urmatoarea lema din Teoria matricilor
([GaFR54], [SCS05] — Anexa C):

(A+BD?CT) =A*-A"B(D+C'A'B) C'A™, (5.55)

unde AeR™ si DeR™" sunt doua matrici inversabile, iar Be R™™, CeR™™ sunt alte
doua matrici cu proprietatea ca (D+CTA’lB) este tot o matrice inversabila.
Problema care se formuleaza in acest context nu este insa aceea de a implementa

relatiile (5.53) si (5.54) in mod direct, ci prin intermediul unei proceduri recursive, in
vederea reducerii efortului de calcul. Mai preC|s se cere evaluarea vectorului estimatiilor

0, Si a matricii de auto-covarianta aferente PMK , folosind versiunile lor determinate intr-o
etapa anterioara de identificare, notate prin GMK, respectiv P, . Cu alte cuvinte, se

doreste proiectarea unei proceduri adecvate prin care estimatiile anterioare 0,,, si P,,, s

fie reactualizate conform unor noi date achizitionate din proces.

Pentru a rezolva aceasta problema, ideea de baza (propusa de R.E. Kalman in
[KaREG0]) este urmatoarea: ecuatia liniara a procesului (5.51) poate fi extinsa cu ecuatia
urmatorului pseudo-proces (o identitate, de fapt):

P'(0°): 0,, =0 +(0,, —0"). (5.56)
%/_/

W

Pseudo-procesul 2'(0") are aceiasi parametri adevarati ca si procesul original 2(0°),
numai ca iesira sa (,masurabila”) este chiar vectorul parametrilor determinati in etapa
anterioara de identificare, 0,, . Pentru ca distanta de la acesta pina la vectorul
parametrilor adevarati este necunoscuta (si nu poate fi masurata), diferenta 0,, —0" poate

fi asimilata ca un zgomot perturbator W. Interesant, matricea de auto-covarianta a
zgomotului este totusi cunoscuta:

EAW- W'} = E{(B —0°) (B —0°) | = Prs. (5.57)

Procesul extins rezultat prin comasarea lui ®(0°) cu 2'(0°) (adica prin cuplarea
ecuatiilor (5.51) si (5.56)) are urmatoarea descriere matematica:

Y o \
s [ [ [Y] -
S % v

Matricea de auto-covarianta a perturbatiei extinse este o matrice bloc diagonala, daca
zgomotul colorat V nu este corelat cu zgomotul pseudo-procesului, W:

EIV-W}=0 = E{\7.\7T}=[Z 0 Fiﬁ (5.59)

MK

Procesul extins (5.58) poate fi acum identificat apelind din nou la EMK. Astfel, conform
ecuatiei (5.53), rezulta:

0, (a; fffliﬁ) & ¥V -

oy I o 20D
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Ecuatia (5.60), care pune in evidenta interdependenta dintre cele doua estimatii ale
vectorilor parametrilor necunoscuti, poate fi transformata in mod echivalent astfel:

Oy = (@YD +BL) (@Y +B L0, ) =

<) Kk ) ) (5.61)
= (@ W D+ L) (@Y +B L0, + O VDD, — O W DD, ).

Adaugarea si scaderea ultimilor 2 termeni in factorul al doilea din ecuatia (5.61) are drept
scop facilitarea exprimarii estimatiei 0,,, ca o suma de doi termeni, dintre care unul este

chiar estimatia 0, :

By =0, +(®TP D +PL) W (Y - Db, ). (5.62)

€

Noua expresie pune in evidenta doi factori interesanti. Primul este chiar eroarea de
predictie a modelului determinat in etapa anterioara, notata prin €. Al doilea este numit
cistig de senzitivitate si se noteaza prin:

def

r=(0v'o+hL) ov'. (5.63)

Pentru evaluarea cistigului I' plecind de la definitie, se constata ca sunt necesare 3
operatii de inversare de matrici, dintre care una (cea a matricii ¥ ) poate fi de complexitate
ridicata. De aceea, reducerea numarului de inversiuni matriciale este de dorit. Lema de
inversiune exprimata de identitatea (5.55) poate conduce la atingerea acestui obiectiv.
Astfel, expresia echivalenta a cistigului (5.63) este urmatoarea:

def

r=(0¥ o+Ry ) @nr' - (5.64)
=P @ ¥ -P, @ (¥+OP, 0 ) ®F, 0¥’

Expresia (5.64) pare destul de complicata, insa ea se poate simplifica printr-o grupare
adecvata a factorilor. Astfel, se pot pune 1in evidenta 2 factori comuni:

Puc®@ (¥ +®P,, @' )7l — la stinga i ¥ — la dreapta. Rezulta:

~ ~ -1 D D h
=P, @ (¥+oP, d' )_1[T +M—M}P = (5.65)
= ﬁMK‘DT (‘P—'—(DISMK(I)T) )

in egalitatea (5.65), nu se efectueaza decit inversarea unei matrici, astfel ca obiectivul a
fost atins. Este drept, matricea poate avea dimensiuni mari (N xN), daca orizontul de
masura este larg. Insa, fiind vorba de reactualizarea estimatiei de la etapa precedenta, in
realitate, N este egal cu dimensiunea orizontului de reactualizare. Efortul de calcul
implicat de evaluarea cistigului este astfel determinat de perioada de reactualizare.

Pentru reactualizarea matricii de auto-covarianta a erorii de estimare, se foloseste din
nou EMK. De aceasta data, ecuatia (5.54) implica:

SECERUI T RN IS 550

~(o"vo+P) "

Evitarea efectuarii a 3 operatii de inversiune matriciala se poate realiza prin aceeasi
strategie ca in cazul cistigului de senzitivitate. Conform lemei (5.55) si proprietatii (5.65),
rezulta:
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P =(@ P @+BL) =
= |5,\,IK - |5MK(I)T (‘I’+(I)|5MK(I)T )‘1 (j[)|5MK = |5MK _rq)|5MK _ (5.67)

r

Egalitatea (5.67) este remarcabila in special prin faptul ca efortul de inversare cheltuit
pentru adaptarea vectorului parametrilor estimati (mai precis, pentru evaluarea cistigului
de senzitivitate) este conservat si pentru adaptarea matricii de auto-covarianta a erorii de

estimare. Practic, este suficienta inversarea matricii (‘I’+<I>f>MKcI>T), pentru a efectua o

reactualizare eficienta atit a vectorului parametrilor necunoscuti, cit si a matricii de auto-
covarianta a erorii de estimare.

Algoritmul 5.2 sumarizeaza rationamentul anterior. Gradul de complexitate a fost redus
in mod semnificativ, gratie lemei de inversiune matriciala (5.55). Algoritmul prezinta si
operatiile necesare constructiei matricii ¥ . Aceasta nu depinde numai de datele recent
achizitionate pe durata orizontului de reactualizare, ci de toate datele achizitionate pina la
momentul curent.

Totodata algoritmul arata ca, practic, eroarea curenta de predictie este considerata o
realizare a zgomotului care afecteaza datele de iesire. Cum eroarea de predictie se
deterioreaza rapid odata cu indepartarea de orizontul de masura, nu este recomandat ca
durata orizontului de reactualizare sa fie prea mare. Ea trebuie doar sa fie suficient de
mare pentru ca toti pasii algoritmului sa poata fi parcursi. Pasul critic (si consumator de

timp) il constituie 2.7., in care se efectueaza inversarea matricii R, =¥, + ®,P,_,®, e R“".

in aplicatii, un orizont de reactualizare de maxim 5 perioade de egantionare este suficient.
Precizia de estimare a matricii ¥ depinde in mod esential de acuratetea cu care este
determinata secventa de auto-covarianta a perturbatiei la pasul 2.2. Cu cit numarul total
de date achizitionate este mai mare, cu atit precizia creste. Evident, primele orizonturi de
reactualizare nu beneficiaza de o estimatie prea precisa a matricii ¥, insa, pe masura ce
se acumuleaza mai multe etape de reactualizare, precizia se imbunatateste.
Datele de iegire ale algoritmului nu se rezuma doar la vectorul parametrilor estimati.

Sunt returnate si matricile P, (ale caror inverse ofera o masura a preciziei de estimare a

parametrilor) Si ‘i’k (care ofera informatii despre puterea si gradul de auto-corelare ale
perturbatiilor).

5.6. Algoritmul Kalman-Bucy-Markov

Revenind sistemului (5.1), acum exista toate elementele pentru proiectarea unui
algoritm numeric de predictie a starilor stocastice.

Solutia problemei de predictie se bazeaza pe utilizarea procedura EMK in varianta
adaptiva (EMK-A, descrisa in paragraful anterior). Pentru a putea initia aceasta procedura,
este insa necesar ca ecuatiile modelului cu reprezentare pe stare sa fie exprimate intr-o
maniera convenabila. Astfel, ecuatiei (5.51) ii corespunde ecuatia semnalelor de iegire din
(5.1). Se pot identifica ugor ,matricea regresorilor” prin C, si ,vectorul parametrilor
adevarati” prin x[k]. Rezulta atunci imediat ca vectorul curent estimat poate fi notat prin
X[k], in timp ce vectorul reactualizat la momentul de esantionare urmator este X[k +1].

Folosind aceste definitii, matricea de auto-covarianta a erorii de estimare curente se
construieste simplu astfel:

B, = E{(R1K] - x[K1) (%K1~ X[K])' } . (5.68)

Procedura EMK-A nu poate functiona corect decit daca diferenta (X[k]—x[k]) nu este
corelata cu zgomotul exogen v[k]. Aceasta proprietate se verifica insa, deoarece:
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Modele numerice si metode rapide de predictie a fenomenelor ecologice

Algoritmul 5.2. Estimatorul Markov in varianta adaptiva.

» Date de intrare:
< indicele structural al modelului de regresie liniard: no;
< dimensiunea orizontului de reactualizare: K >1;
@0 colectie redusd de date intrare-iegire mdsurate (dacd este posibil):
Dy, ={‘P[n]}nem u{y[n]}nd‘TO (cu N, de ordinul zecilor cel mult).

1.Initializare. Daca setul de date redus 2, nu este disponibil, se seteaza arbitrar
vectorul parametrilor 0, si matricea P,=al, (cu aeR}). Altfel, se estimeaza
valoarea initiala a parametrilor (8,) folosind o metoda off-line adecvata modelului

particular utilizat (din clasa MCMMP) si se egaleaza matricea I50 cu inversa matricii

N

de covarianta folosita in calculul lui 6, .
2.Pentru k>1:
2.1. Se estimeaza valorile zgomotului care afecteaza iesirea procesului pe durata
orizontului de reactualizare curent:
U[n]=y[n]-¢'[n, ,, Vne(k-1)K+1KK .

2.2. Se estimeaza (sau se reactualizeaza) secventa de auto-covarianta a
zgomotului pe o durata egala cu cea a orizontului de masura:

kK -
= 9nin-i], Vie0,K-1.
kK pul o]
2.3. Se construieste (sau se reactualizeaza) matricea de auto-covarianta estimata
a zgomotului (de tip Toeplitz simetrica):

ROl R - BIK-2] BK-1]
R ffo] - B[K-3] f[K-2]
\i,kz : : . : : c RKX -
RIK-2] RK=3] - &[0 &0
RK-1 FK-2] - B R0]

2.4. Se construieste vectorul erorilor de predictie curente:
g =[[(k-1)K+1] --- V[kK]] eR¥.
2.5. Se construieste matricea curenta a regresorilor:
@, =[p[(k-DK +1] - o[kK]] eR*™

2.6. Se evalueaza matricea auxiliara: Q, = ®kl3k_1.

2.7. Se inverseaza matricea: R, =¥, +Q @] € RX.

2.8. Se evalueaza cistigul de senzitivitate: T', = Q;R,".

2.9. Se reactualizeaza matricea |5k_1, adica: I5k = Isk_l -T, Q,.
2.10. Se reactualizeaza vectorul parametrilor: ﬁk = ék_l +I' g, .

~ ~

» Date de iesire: parametrii 0, si matricile P, ék corespunzdtoare modelului de

identificare, la fiecare pas de reactualizare k >0.
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