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Implementarea relatiilor (4.4) si (4.5) in forma originala conduce de regula la erori
importante, matricea Ry, fiind dezechilibrata numeric. Datorita inegalitatii (4.1), se poate
scrie ca suma generica a matricii verifica urmatoarea proprietate numerica:

Ny Ny o
Ztnlﬂ ZZnHJTSHJ ~ N;,+J+1TSI+J+1, (4.6)

n=1 n=1

ceea ce implica faptul ca elementele de pe diagonala matricii au ordine de marime extrem
de diferite:

NT,, NOTZ, NSTZ, ..., N2PoT2ee (4.7)

y's? y's? y's?

si inversarea conduce la valori numerice extrem de dezechilibrate. Pentru a corecta acest
fenomen, matricii R, i se aplica un operator diagonal de balansare (adica de echilibrare

numerica) de forma:

def

1 1

B,, = diag L : (4.8)
JMT,  MT, {MT, M PT.?\[MT,
def
unde M =|T . /T, |. Evident, in cazul esantionérii uniforme, M =N .
Cu definitia (4.8), ecuatia (4.4) se poate exprima echivalent astfel:
~ -1
0., =By (ByRy,By) By, - (4.9)

in (4.9), inversarea matricii dintre paranteze se poate efectua acum cu precizie. Se
observa de asemena ca matricea de balansare nu se inverseaza explicit niciodata. In
pofida echilibrarii numerice, erorile de calcul continua sa existe, dar ele devin inacceptabile
pentru grade ale polinomului tendinta care depagesc valoarea 11, dupa cum au
demonstrat simularile. O alta posibilitate de a evita efectele numerice neplacute consta in
utilizarea unei implementari speciale (dar mai complicate) a MCMMP, bazata pe
descompunerea Q-R [SCS05]. Aceasta permite operarea cu grade superioare lui 11, fara
erori numerice importante. Insd, in cazul predictiei, gradul tendintei nu trebuie si fie
exagerat de mare, deoarece polinomul tinde sa inglobeze in modelul sau si o parte din
zgomotul care corupe seria de timp. Acest fenomen conduce la performante foarte

scazute de predictie. In consecinta, gradul tendintei va fi variat doar in gama 0,P,_, , cu
P.x =10.

max

O alta proprietate interesanta utila implementarii metodei de estimare parametrica este
recurenta verificata de matricile Ry, si vectorii ry pentru diferite grade ale polinomului

tendinta. Astfel, daca R este renotata cu R iar ry cu ry , (pentru a pune in evidenta

Ny,p?
gradul polinomului), atunci se constata cu usurinta ca:

_ | . N, _
|
— M tP
|
I:'zNy,p—l i r-Ny,pfl
R N P I R 1, (4.10)
i VP Py
_: y n=l Ny n=1
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matricile Ry, .p fiind, in plus, simetrice. Recurentele (4.10) arata de fapt ca efortul de calcul

depus pentru a evalua matricea inversabila si vectorul liber pentru un anumit grad p poate
fi conservat la evaluarea acestora pentru gradul urmator, p+1.

Alegerea gradului polinomului tendinta se poate efectua apelind la anumite criterii
structurale, bazate pe eroarea patratica (4.3). Acestea sunt descrise pe larg in [SMS04] si
[SCSO05]. Din cauza caracterului lor cvasi-empiric, pentru predictie, insa, aceste criterii nu
sunt recomandate. Mult mai util in alegerea gradului tendintei este criteriul introdus de noi,
numit calitatea predictiei si definit in finalul sectiunii.

De subliniat ca nu se pot trasa linii de demarcatie nete intre cele 3 componente ale unei
serii de timp. Acest lucru este ilustrat din plin de polinomul tendintei. Daca gradul sau este
prea mare, componenta sezoniera tinde sa fie partial inglobata in modelul tendintei. Daca
gradul acesteia creste si mai mult, atunci si zgomotele care afecteaza datele tind sa fie
partial modelate prin tendinta. Un grad prea mic conduce la o modelare grosiera a
tendintei, o parte din informatia ei fiind preluata de celelalte 2 componente. Este deci
preferabil ca modelul sa fie parsimonios, adica tendinta sa aiba un grad mic, dar suficient,
pentru a discrimina cu o buna acuratete tendinta si celelate 2 componente.

Dupa constructia modelului tendintei, valorile simulate ale acestuia se scad din valorile
seriei de timp initiale, rezultatul fiind o serie de timp stationarizata:

def

ysta(tn):y(tn)_yT(tn):y(tn)_ao_altn_'“_aptnp’ \V/nEl,_N. (411)
4.3. Estimarea componentei sezoniere

Seria de timp stationarizata constituie punctul de plecare pentru determinarea
urmatoarei componente, cea sezoniera. Aceasta exprima fenomenul de repetabilitate din
evolutia procesului care a furnizat datele masurate. Ea este modelata cu ajutorul a P
valori succesive numite coeficienti sezonieri, care sunt replicati prin periodicitate pe durata
orizontului de masura. Noul semnal discret obtinut, y,, este periodic, de perioada PT,,

unde P eN", iar T, este perioada de esantionare stabilita conform conventiilor de la primul
paragraf al sectiunii.

Prelungirea prin periodicitate a coeficientilor sezonieri se efectueaza simplu in cazul
esantionarii uniforme. In cazul esantionarii neuniforme, dupa determinara coeficientilor
sezonieri, este necesara o interpolare inaintea prelungirii prin periodicitare. Interpolarea
poate fi polinomiala (de exemplu, liniara sau cu polinoame Lagrange) sau cu functii spline
cubice (de preferat).

in mod conventional, coeficientii sezonieri (parametrii necunoscuti ai modelului) sunt
notati prin yg,, ..., Y5, In timp ce indicele structural este numarul P (perioada in timp

normalizat) — de asemenea necunoscut.

Determinarea componentei sezoniere se bazeaza pe doua abordari (in care intervine
MCMMP): una temporala (Metoda Wittacker-Robinson) si alta frecventiala (Metoda
periodogramei Schuster). Le vom descrie pe scurt pe ambele, in cele ce urmeaza.

4.3.1. Metoda Wittacher-Robinson (in timp)

Coeficientii sezonieri se pot obtine folosind media temporala a unor submultimi de date
consecutive stationarizate.

Daca seria de timp este esantionata neuniform, atunci seria stationarizata poate fi
interpolata si apoi re-esantionata uniform, la momente de timp de tipul mT,, unde

mel,M, , cu M >N, . Perioada de esantionare T, daca nu este precizata, va fi aleasa
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egala cu durata minima dintre momentele de esantionare adiacente. Pentru usurinta
exprimarii, se poate considera interpolarea liniara. Astfel, y,,, — versiunea interpolata liniar

a seriei stationarizate — are urmatoarea exprimare:

def t_t
ysta,l(t) = ysta (tn—l) +ﬁ|:ysta (tn ) - ysta (tn—l):l ) Vt € [tn—l ’tn) ’ vn € 21 Ny . (412)

n n-1

Prin re-esantionarea semnalului (4.12), se obtine setul de date {y,(mT,)| __, unde

mel,

M, =| T, /T, +0.5] (rotunjire la cel mai apropiat intreg).

in cazul esantionarii uniforme, M, =N, si Yo, (mT,)=y,[m], vmel M, .

Pentru fiecare PeZ,LMyIZJ , setul de date {ysta’l(st)} - este segmentat intr-un

me,My
numar de Q:LMy/PJ seturi de date consecutive (numite si cadre sau segmente de
semnal), aranjate intr-o matrice, pe linii:

ysta,l (TS ) ysta,l (2TS ) “. ysta,l ( PTS )

o a1 ((P+D)T, war (P +2)T Y (2PT,
Ystad:f yt,l((: ) ) yt,l(( : ) ) . yt,l(: ) (413)

_ysta,l(((Q _1)P+1)Ts) ysta,l(((Q_l)P+2)Ts) ysta,l(PQTs )_
Ultimele date (care nu pot constitui un segment complet) se pierd.
Calculind media fiecarei coloane a matricii Y, , se obtin coeficientii sezonieri:
def ] Q-1 —

Yop == Yeur (KP+P)T,), VpelP. (4.14)

k=0
Urmeaza interpolarea coeficientilor sezonieri in cazul esantionarii neuniforme. Astfel,

componenta sezoniera este exprimata pe o perioada de un semnal continual cum este si
cel de mai jos, obtinut prin interpolare liniara:

N t—(p-1T, —
yS,l(t) = yS,p—l +%(ys,p - yS,p—l)’ Vte [(p_l)Ts , st), A p el, P ’ (4-15)

unde, datorita periodicitatii, ys,=y;,. Interpolarea cu functii spline cubice poate fi de

asemenea utilizata (find mai precisa). Pe intregul orizont de masura, componenta
sezoniera Yy (e) este exprimata in timp continual prin replicarea consecutiva a semnalului

(4.15) de un numar corespunzitor de ori. In timp discret, semnalul sezonier continual
trebuie re-esantionat la aceleasi momente de timp ca si seria de timp originala,

obtinindu-se valorile: y,(t,), VnelN, .

De notat ca interpolarea induce distorsiuni ale semnalului periodic rezultat. in cazul
interpolarii liniare, distorsiunile pot fi mai importante decit pentru interpolarea cu functii
spline cubice. Operatiile de interpolare si re-esantionare nu mai sunt necesare in cazul in
care seria de timp a fost esantionata uniform.

Alegerea unei componente sezoniere adecvate se efectueaza baleind gama de

perioade posibile intre 2 si LMyIZJ. Fie y componenta sezoniera discreta de perioada

P (eventual esantionata neuniform). Dintre toate componentele sezoniere {y§ }P ANE
e My

va alege aceea care conduce la o eroare patratica minima fata de seria stationarizata. Mai

precis, perioada optima rezulta prin rezolvarea urmatoarei probleme de minimizare a erorii

patratice dintre model si procesul furnizor de date:
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P,, = argmin #[P], unde I[P~ Z[ysta )-yE(t)] . vPe2| M /2], (4.16)

PeZLM /2J

Deorece criteriul 7 este discret, minimizarea acestuia se poate efectua apelind la o
procedura de cautare exhaustiva, cu conditia ca numarul total al perioadelor posibile,

| M, /2], s& fie suficient de mic (de ordinul zecilor de mii, cel mult). Daca acest numar este

prea mare (sute de mii, milioane, etc.), determinarea minimului se poate realiza folosind
algoritmi de cautare evolutionisti (algoritmul de anealizare, algoritmi genetici, algoritmi de
ascensiune montana, etc.) [RuNo95], [MiM95].

Atunci cind numarul perioadelor posibile este mic, alegerea perioadei optime se poate
realiza si pe cale grafica, dupa trasarea variatiei criteriului 7, ca in Figura 4.2.

3

v
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Figura 4.2. Determinarea perioadei optime cu Metoda Wittacker-Robinson.

Graficul lui 7 poate pune in evidentd mai multe minime locale situate la perioade
multiple ale unei perioade date. Acestea indica de fapt doar perioada de baza, deoarece
un semnal periodic de perioada P este periodic si de perioada nP,cu n>2.

Daca seria stationarizata nu poseda componenta sezoniera, graficul criteriului 7 este
fie aproape constant, fie extrem de oscilant cu numeroase minime locale situate aproape
peste tot de-a lungul abscisei graficului.

4.3.2. Metoda periodogramei Schuster (in frecventa)

Potrivit Teoriei lui Joseph Fourier [OpSc85], [PrMa96], componenta sezoniera fiind un
semnal periodic, poate fi aproximata punctual cu o suma finita de armonice elementare:

Z[a sin(w,t, ) +h,cos(w,t,) ], vn eLN, (4.17)

Numarul maxim al armonicelor, M , poate fi ales in asa fel incit sa fie inferior lui
| Toax /(2T,) | (adica LNyIZJ in cazul esantionarii uniforme). Acest numar poate fi ales i

mai mare, dar, dincolo de | T, /(2T,) |, armonicele au puteri spectrale nesemnificative in

raport cu puterile armonicelor anterioare, datorita Teoremei de esantionare Kotelnikov-
Shannon-Nyquist [StD96].

Pulsatile armonicelor sunt alese sa fie echidistante (chiar si in cazul esantionarii
neuniforme). Se poate arata ca daca momentele de esantionare sunt multipli rationali ai
perioadei de esantionare, atunci o reprezentare Fourier corecta se obtine alegind
urmatorul set de pulsatii [StD99]:
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def
o = MM, vmelM,, (4.18)
M, T,
unde M, este restul imparirii celui mai mic multiplu comun (cmmmc) al numitorilor
numerelor rationale {tn/TS}nelT la N, . in cazul esantionarii uniforme, M, =1. Pulsatia

normalizata de esantionare o, =n/M,  controleaza rezolutia in frecventa, care trebuie sa

fie cit mai buna, deoarece, in acest fel, precizia de determinare a perioadei optime a
componentei sezoniere este mai mare. Rezolutia creste odata cu scaderea lui o,, adica

odatda cu marirea numarului de date achizitionate, N, . Conditia ca momentele de
esantionare sa fie multipli rationali ai perioadei de esantionare nu este restrictiva,

deoarece, in practica, se opereaza numai cu numere rationale.
Pentru a estima parametrii necunoscuti ai modelului sezonier (4.17), adica {a,} . Si
Ty

{b.}. s (numiti si coeficienti Fourier), trebuie rezolvata o problema de minimizare a erorii
Ty

patratice dintre model si proces:

0, =argming, (8), unde: %, (9) Z[ysta )-ys(t,)], vOeR™,  (4.19)

0e R My
iar @ este vectorul coeficientilor Fourier. De notat ca, deoarece seria de timp a fost
stationarizata, coeficientul Fourier b, (care ar fi trebuit sa apara in expresia (4.17)) are
valoarea nula, fiind proportional cu media datelor stationarizate. Din acest motiv el lipseste
din modelul Fourier (4.17). Rezolvarea problemei (4.19) se poate efectua prin metoda
clasica (anularea gradientului criteriului WMy). Rezulta urmatoarele estimatii ale

coeficientilor Fourier:

~

8, =Ry ry, , unde: (4.20)

y

'%Sin(mitn)sin(mjtn) 75 %‘sin(mitn)cos(mjtn)

R, =|z=-—--mmmmmmmmo- BT el | (4.21)

N

ZSm( t,)cos(w;t, ) | 75 Zy:cos(oaitn)cos((ojtn) -

n=1

ry, =|=-------—mmmm-- S (4.22)

Matricea simetrica Ry, din definitia (4.21) devine diagonala in cazul in care seria de

timp este uniform esantionata. Aceasta conduce la exprimarea coeficientilor Fourier in
forma completa:

Zysta )sin(o,t,)

y n=1

, VmelM,. (4.23)

y

Zysta )cos(op,t,)

y n=1
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Dupa estimarea coeficientilor Fourier, se poate trasa graficul periodogramei Schuster,
care este definita prin:

def ~ [
Plm] =& +b;, vmelM,. (4.24)

Valorile periodogramei aproximeaza puterile spectrale ale armonicelor din componenta
seriei de timp stationarizate. Armonica dominanta se poate determina prin evaluarea
punctului de maxim al periodogramei, adica prin rezolvarea urmatoarei probleme de
optimizare:

m, =arg max2[m]. (4.25)

mel,M y

Indicele pulsatiei optime, m,, conduce direct la perioada optima a componentei
sezoniere in timp continuu:

2M T
T, =20 (4.26)
0, MM,
in timp discret, perioada optima se obtine prin rotunjire la cel mai apropiat intreg:
2M
poo| o LM 1) (4.27)
' T, 2 mM, 2

Ca si in cazul abordarii anterioare (in timp), rezolvarea problemei (4.25) se poate
realiza practic prin cautarea exhaustiva a maximului sau direct de pe graficul
periodogramei (ca in Figura 4.3). De altfel, graficul periodogramei conduce la aceleasi
concluzii ca si cel al erorii patratice din cazul metodei anterioare.

P .

o [Jn
T E

Figura 4.3. Determinarea perioadei optime cu Metoda periodogramei Schuster.

Abordarea in frecventa completeaza demersul anterior, bazat pe estimarea
componentei sezoniere direct in domeniul timpului, in sensul ca, pentru a decide perioada
optima a componentei sezoniere, trebuie comparate perioadele oferite de ambele metode.

Astfel:

» Daca graficul criteriului 7 si cel al periodogramei 2 sunt grupate intr-o banda de
+10% 1n jurul mediilor lor, seria de timp nu poseda componenta sezoniera.
> Daca P, =P, ; (caz destul de rar), atunci perioada in timp discret este P, =F, =P, ;.
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» Daca R, =P, (adica daca R, si R, difera cu o valoare mica in raport cu valorile

lor, se prefera Metoda Wittacker-Robinson (deoarece introduce mai putine erori de
calcul). Asadar, in acest caz: P =F,,.

» Daca una din cele doua perioade o divide pe cealalta, se va alege perioada optima
in mod natural: B, =min{R,,R, ;}.

> Daca perioadele R, si R, sunt total diferite, se vor lua in calcul si alte valori

rezultate din extremele locale ale criteriului 7 si periodogramei 2. Se va alege o
pereche de valori apropiate ale perioadei (daca este posibil) si se va selecta
perioada oferita de minimul local corespunzator al criteriului % . Daca nu se poate
stabili nici o corespondenta intre valorile posibile ale perioadelor rezultate in urma
celor 2 abordari, se poate considera ca seria de timp nu poseda componenta
sezoniera.

Alegerea perioadei optime a componentei sezoniere constituie punctul cel mai delicat al
modelarii seriilor de timp. In afara celor 2 abordari, se pot utiliza in acest scop si o serie de
informatii apriorice legate de procesul furnizor de date, daca sunt cunoscute. De exemplu,
seria de timp a ratei somajului inregistrat lunar intr-o anumita tara va avea probabil o
perioada de 12 luni (considerind ca perioada de esantionare este de o luna).

Odata ce perioada componentei sezoniere a fost stabilita, coeficientii sezonieri se
evalueaza dupa procedeul descris in cadrul metodei Wittacher-Robinson (definitiile (4.13)-
(4.14), cu P, inloc de P si numarul de cadre K, evaluat corespunzator).

Daca exista, semnalul periodic asociat, y,, se obtine apoi tot in maniera descrisa in

cadrul Metodei Wittacker-Robinson (prelungire prin periodicitare si, eventual, re-
esantionare). Daca seria de date nu poseda componenta sezoniera, aceasta este
asimilata cu un semnal nul. Prin scaderea componentei sezoniere din seria de date
stationarizata se obtine semnalul perturbator al datelor (un set de date reziduale, de fapt):

def -
V(t,) = Yoo () - ¥s (t,), VneLN. (4.28)

Avind in vedere gradul de subiectivism care insoteste determinarea modelului
componentei sezoniere, este necesara totusi o ultima validare. Astfel, daca energia
semnalului perturbator (4.28) are valori semnificative in raport cu energia semnalului

original centrat pe medie 83, atunci componenta sezoniera nu a fost corect determinata

Energia 55 este, prin definitie, urmatoarea:

def Ny

g = Z_;[y(tn)—éo]z , (4.29)

unde &, este coeficientul liber al polinomului tendinta (media seriei de date). Pentru mai
multa claritate, se poate stabil un prag de validare &< (0,1], care va activa sau inhiba

componenta sezoniera. Alegerea pragului de validare nu constituie decit o maniera de
cuantificare a subiectivismului in stabilirea perioadei optime. Odata precizat, pragul de
validare este utilizat pentru a testa verificarea inegalitatii:

[ <tegr, (4.30)

unde ||v||2 =&, este energia semnalului perturbator. Daca inegalitatea (4.30) se verifica,

atunci perioada componentei sezoniere a fost corect selectata, altfel, probabil, seria de
timp nu poseda componenta sezoniera. In acest caz, se va stabili direct ca semnalul
perturbator este chiar seria de timp stationarizata:
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def
V=y,,. (4.31)
Valorile tipice ale pragului de validare sunt cuprinse intre 0.25 si 0.35. El depinde insa
de raportul semnal-zgomot (SNR) al seriei de timp. Daca acesta este inferior valorii de
6 dB (adica daca energia zgomotului perturbator este mai mare decit un sfert din energia
semnalului), atunci performantele de predictie ale modelelor clasice devin din ce in ce mai
slabe (pe masura ce SNR scade).

4.4. Estimarea componentei aleatoare

Daca tendinta si componenta sezoniera au fost corect determinate, setul de date
{v(t,)} .. - obtinut dupa extragerea lor din seria de timp, are caracteristicile unui zgomot

colorat rezidual. Filtrul de zgomot poate fi de tip FIR (cu raspuns finit la impuls) sau IIR (cu
raspuns infinit la raspuns). in primul caz, se poate opera cu un model de identificare de tip
medie alunecdtoare (MA). in al doilea caz, este utilizat unul dintre modelele AR sau ARMA
[SCSO05]. Filtrele de tip FIR sunt de asemenea utlizate pentru a aproxima filtre de tip IR,
dar functiile pondere au, in general, o lungime ridicata. Vom adopta in continuare filtrul de
tip IIR. Deorece in abordarea care urmeaza maniera de esantionare nu are importanta,
valorile zgomotului sunt renotate, pentru ugurinta exprimarii, prin {v[n]} T Vor fi descrise

nel,

separat cele doua modele de filtre IIR care pot fi utilizate in vederea predictiei.

4.4.1. Modelul auto-regresiv (AR)

Modelul AR este unul dintre primele modele de identificare utilizate in aplicatii, in
special datorita simplitatii si a posiblitati de a estima parametrii in maniera recursiva.
Ecuatia modelului AR este urmatoarea:

v[n]+a,v[n-1]+---+a ,v[n—na] =e[n]  wneil, (4.32)
E {e[nJe[m]} = A*8,[n—m] y

unde parametrii necunoscuti sunt coeficientii {a} (asamblati intr-un vector 0, e R™) si

il,na
dispersia zgomotului alb e este notata prin A°. Prin E s-a notat operatorul de mediere
statistica. Indicele structural al modelului (necunoscut si el) este na>1. in general, indicele
structural maxim nu depaseste valoarea Na=100 pentru majoritatea seriilor de timp.
Termenul din stinga al primei ecuatii din definitia (4.32) este partea auto-regresiva (AR) a
modelului (formata din valori regresate in timp ale zgomotului colorat). Modelul efectiv al
componentei aleatoare asociate seriei de timp se exprima prin:

Ya[n]=vInl-e[n], VneLN, (4.33)

(din zgomotul colorat se elimina zgomotul alb).
Definitia (4.32) poate fi exprimata in forma de filtrare:
1

Ala”)

unde q* este operatorul de intirziere cu un pas [SCS05], iar A este un polinom:

v[n] = e[n], VnelN,, (4.34)

def

AQ*)=1+aq ++a,q™, (4.35)

Operatorul de intirziere este un instrument extrem de utilizat pentru a exprima modele de
identificare. El corespunde variabilei z* in raport cu care se exprima Transformata Z (T2)
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a unui semnal discret. Corespondenta provine dintr-o proprietate remarcabila de TZ:
Teorema intirzierii (TZ a unui semnal intirziat cu un pas este egala cu TZ a semnalului
initial, multiplicatd de variabila z™*.). Astfel, TZ a setului de coeficienti {a} gz (unde
a, =1) are chiar expresia polinomului (4.35), in care s-a inlocuit q* cu z*:

def

A(z’l):1+alz’1+---+anaz’“a, (4.36)

unde variabila complexa z apartine unei zone de convergenta de tip coroana circulara
centrate in origine. (Coroana este unic determinata de setul de coeficienti.) In consecinta,
revenind la expresia (4.33), valorile componentei aleatoare y,, se obtin prin filtrarea

zgomotului alb e cu un sistem a carui functie de transfer are expresia:

def l—A(Z_l) def _aiz’l _azz’z ___._anaz’na

H,.(z) = = . 4.36
o (2) A(z*l) 1+az +a,z % +-+a,z "™ ( )

Acesta este un filtru de tip IIR, ai carui poli determina in mod unic radacinile.
Determinarea modelului AR (4.32) se bazeaza pe MCMMP. Astfel, pentru fiecare index
structural na e1,Na, parametrii necunoscuti estimati din zgomotul colorat sunt urmatorii:

N

~ B . 1 y ~ 2
eNy,na = Rle,narNy,na ’ }\’f\ly,na = N_Z(V[n]_(P;a[n]eNy,na) ’ (437)
y n=1
unde:
def
¢n[n]=[-VvIn-1] --- —v[n—na]]; (4.38)
o ] . 1 . :
RNy,na = _Z(Pna[n]q)na[n] = —ZV[n _I]V[n_ J] ; (439)
Ny n=1 Ny n=1 i,jem
def 1 Ny 1 Ny .
My e =~ 2 @ [NVIN] = | == > v[nlv[n-i] : (4.40)
Ny n=1 Ny n=1 iem

Implementarea relatiilor (4.37)-(4.40) se poate realiza mai eficient daca se observa ca
matricea R este (aproximativ) Toeplitz simetrica (adica este generata de prima linie

Ny ,na

sau coloana), iar majoritata elementelelor vectorului r se regasesc printre elementele

Ny,na

matricii Ry ... Pentru o precizie mai mare, diagonala principala a matricii ar trebui sa fie
constanta si egala cu primul element din definitia (4.39). in acest caz, matricea devine
chiar de tip Toeplitz. Relatii de recurenta similare celor de la (4.10) pot fi de asemenea
puse in evidenta cu usurinta.

Inversarea matricii R se poate realiza cu ajutorul Algoritmului Levinson-Durbin

Ny,na
(ALD) [SCSO05], [PrMa96], pe care il vom prezenta in continuare. (Altfel, aceasta operatie
poate ridica din nou probleme numerice, ca in cazul modelului tendintei.) ALD permite
estimarea recursiva a coeficientilor modelului curent AR[na], in functie de coeficientii
modelului de ordin inferior AR[na-1]. Pentru a ilustra aceste relatii recursive, coeficientii
modelului AR[na] se noteazé cu a_ ., Vielna. De asemenea, se noteazi cu r, functia de

na,i?

auto-covarianta aproximativa estimata din datele reziduale:
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T %ﬁmmqn—u, Vkel|N,/4]| . (4.41)

v
Ny - k n=k+1

Procedura Levnson-Durbin este descrisa in tabloul Algoritmul 4.1. (Justificarea relatiilor
acestuia se gaseste, de exemplu, in [SCSO05]. Ele au fost deduse prin exploatarea unor
proprietati remarcabile ale matricilor Toeplitz simetrice. De altfel, folosind acest algoritm,
se poate proiecta o procedura eficienta de inversare a matricilor Toeplitz simetrice.)

Algoritmul 4.1. Algoritmul Levinson-Durbin.

> Date de intrare: seria de date reziduale: {v[n]}, -

~ _ R0l
1.Inifializare: |~ £,[0] .
A =1, [0]+4,,f,[1] = £, [0](1-4&},)

2.Pentru nae?2,Na:

A

== "21 (ﬁ/[na] + éna—l,li’:/[na _1] teeet én.’:l—l,na—ll’r:/[1])

na-1

na,na

A

+4a_ a Vielna-1

na,na-na-1,na—i ?

ana,i =a

na-1,i

na-1 na,na

Moy =it (1-820)

» Date de iesire: coeficientii tuturor modelelor AR[na], cu nae{1,2,...,Na}.

Se poate arata ca modelul AR determinat cu ajutorul ALD este stabil (radacinile
polinomului auto-regresiv sunt situate in discul unitar al planului complex) [SCSO05],

[PrMa96]. De asemenea, coeficientii &, ,, se mai noteaza prin k,, si se numesc coeficienti

na,na
de reflexie. Ei joaca un rol important in estimarea dispersiei zgomotului alb, care
indeplinesc functia de eroare de predictie cu un pas. Se poate arata ca acesti coeficienti

sunt teoretic de modul subunitar ( |2na <1, Vnax1), ceea ce arata ca estimatia dispersiei

zgomotului alb (1%,) scade odata cu ordinul modelului. Cu toate acestea, asa cum arata

paragraful urmator, precizia predictiei cu mai multi pasi a modelului AR nu se
imbunatateste in mod necesar odata cu ordinul acestuia.

Alegerea modelului optimal al componentei nedeterministe se realizeaza fie folosind
criteriile structurale amintite in paragraful 4.2. (bazate insa pe variatia dispersiei estimate a

zgomotului alb Xﬁa), fie tot criteriul calitatii predictiei, definit in paragraful 4.6. Prima

optiune nu se recomanda insa, deoarece criteriile structurale nu au o legatura directa cu
oparatia de predictie. Odata ce ordinul optim (na,) a fost selectat, modelul estimat al

componentei aleatoare este dat de urmatoarea ecuatie omogena recursiva (cu diferente):

{yAR[n]"'élnaﬂ,lyAR[n_:l-]""""'énao,naO Yar[N—na,]=0

, V LN, , 4.42
yAR[l]:V[l]; yAR[Z]:V[Z]; N yAR[naO]:V[naO] "e ’ ( )

De notat ca zgomotul alb rezidual lipseste din ecuatia (4.42), de aceea aceasta ecuatie
definegte doar o estimatie a componentei aleatoare (chiar daca notatia ei se conserva). El
va interveni (prin dispersia sa) in faza de predictie.
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