Anadlisis Vectorial

Topologia

< >= < >
producto escalar: ax,y>=a<xy

<X,X>>0
desigualdad Cauchy-Swarz:
<X, Y>? <KX X><Y,y>

vectores ortogonales sii: < X,y >=0
conjunto ortogoanl: si ortogonales dos a dos
ortonormal: ortogonales y médulo = 1

‘n’ vectores ortogonales forman una base de “ "

Norma
Il =<x,x>% | <xy> < [IX]- Iyl
(X + il < [IXI + lyll
a-b=abcosa

[Ix- il = [IXIIZ + [Iyll? - 2lixllliyll cosa

Producto vectorial

ok <uxv,u>=0
uxv=| ul u2 u3
vl v2 V3 <uxv,v>=0
UXV=-vxu
Triple producto

x1 x2 x3
X-(yx2 = yly2y3 | =volumer

21 2 73
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Nociones
esfera dix,p) =r, Si(p)
bola abierta d(x,p) <r, B:(p)

bola cerrada dix,p)<r, Er(p)
bola reducida  { d(X,p) <r - p}

conjunto acotado:
3B, quelo contien
P interior 3B, (p) N AC, intA=£

P exterior 3B (p) NAc=0

P frontera VB (p) NAcint c ex

Acumulacién: VB, (p)NAcint A
Conjunto

P € EXtA = P10 acumulacion
P € intA = Pumulacion
P € FrA= | ?xumulacion
P € FrA = Psontera
“n = A+extA+FrA
FrA=Fr(“"- A): IntA=ext(A- “")
Uabiertos = AbI€rto : Ncerrados = Cerrado

Nfinitaabiertos = Abierto : U

Sucesiones
lIim{X"} =L & Ve >0,3n, >0[Vn>n, = [|X"

S{X"} - L=[{X} -t

- Lli<e

Funciones de varias variables
f:Sc“n <k
limf(x) =b < Ve >0,30 >0,0<||X- Al|<o
= [[f) - bl <e
f(x,y) = cte= curvade nive

f(x,y, 2) = cte = superficie de nivel

Limites
Limites iterados

IJEQ!,'IQ f(x,y)=L; Li#L2 =7 limite

- ilL{=L ?
limlimf(xy) =L, o172 = pe
y* § existevae L

Limites direccionales
i) Si por diferentes caminos vale diferente
No existe

i) lim(f, mx) = ¥(m) = 2 limit

Cambio a polares

. i A rSn 4
(X’yl)m’b) f(x,y) |rI_I:Q f(rcosa +a,rsina +hb)

.y snxy _ sint _ 1
Composicion Xy t —

Continuidad de funciones

1 festadefinidaen’a
| : _
L limfe) =f(a)

Si f suma de exp, poli, trigo, log, hipo: cont excepto
donde se anule el denominador.

fconten/d

teorema de Weirstrass: f cont en S, y S compacto,
existen max y mins absolutos.
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Superficies

a2 b2 c2 elipse

a2 b2 c2 hiperboloide
k=0 cono
k=1 una hoja

) k=-1 dos hojas

X2,y _

22 T2 =Z  paraboloide eliptico

x2 Y2

P4 paraboloide hiperholico
(silla de montar)

x2 , ¥ N .

2t = cilindro eliptico

x2 ¥ _

22" b2 =1 ilindro hiperbdlico

y2 = 2px cilindro parabélico

Célculo diferencial

Derivadas
Definicién de derivada

va(a,b) ZItL f(attvy, b+tv2) f(a,b) — %
diferencial
_ of of of
of = 8Xc’ix+ 8y8y+ 8yay
gof - fog
- 0(4f) = Aof : ag ==

: o(fg) =fog + gof
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Matriz jacobiana

—
ae g‘fl 0
g o ok
Jaf:g . -
I
e oxy %n @

Condicion de tangencia

_ K%+h)ﬂ%)mgh
& [al

Estudio de la diferenciabilidad en ‘a’

1 x: No Diff
 cont i I x: No Diff
COM=1 v 3dvif V- Diff
, Xy voigsoncont?
i i X . Ctang
...en un test
I % y G=gradN- gradD
fox,y) =i y
i 0.(xy)=0 p G>0 = cont
G>1 = Jparcides
G > 1 = Diff

que la derivada direccional exista para cualquier
direccion no implica que la funcién sea Diff.

Observaciones
e
: La3de parciales no implica nada sobre 1
e
® ®
aproximacion lineal: f(% +h ) = f(%) + J@\f h

aO

hiperplano tangente: Z = f(&, b) + J(a, b)f(;: b

Regla de la cadena

- f(x(u, v, 9), y(u, v, W(s, 1))
. fszfx'X5+fy'Yw'Ws

‘]Xo(f ° g) = ‘]g(xo)f : ‘]Xog
DXo(f ° g) = DQ(XO)f ° DXog

Derivadas Sucesivas

fC &N — =
g OX10X1 OXnOX1
Hof=¢ : "~ = =
¢ m .. _o +
@ OX10Xn OXnOXn @&

Si existen las derivadas cruzadas en un entorno de ‘a’y
continuas entonces son iguales. (fxy=fyx)

2 =¥ fyx =0« s f harmonic

son
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Teorema de la funcién inversa

fiAceno e

5 fcClenA
detJ.f=0

conjunto abierto donde

= Jof 1= (I f)?

Teorema de la funcién implicita

f:Ac cmm em

f(p) =0

g feCt =

en Jpf 3 menor cuadrado=B det <0

podemos expresar m variables (del menor no nulo) en funcién de las N

restantes , es una funcién de n variables.

Las m funciones son de clase c1 en A.

e Ofnn 1§ e oh ofy

g 6X1 : 6Xn - g 6Xn+1 : 6Xn+m

g _= g . . .

¢ Ofnem Ofn-m =+ ¢ Ofm Ofm

€ X - X P € O | mm
J.F=B1A

Aplicaciones geométricas

Curvas

forma explicita y= f(X)

forma implicita F(X, y) =0

f(t) = (f1(1), f2(1))

forma paramétrica

elipse en x,y:

= 3f1

0 &
+90X1
+ ¢ -
+ G om
g e ox
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®x(t) 0_2. . 0®acost 0 &x, O
EYM) g & g bSNt 5 Yo g

Curvas segiin geometria

continua: si f es cont
diferenciable si f esdiffenl
regular fc Cly el vector tangente no se anula

regular a trozos

Curvas segun analitica

simple No se corta a ellla misma - inyectiva
plana Imagen es R2.

conexa Tiene una sola rama - continua
cerradacont y f(inicial)=f(final)

de Jordan cerrada, simple

Trayectorias tangentes

Puesto que hay infinitas parametrizaciones obtengo vectores
diferentes pero de igual direccion y la recta tangente y el
plano normal siguen siendo los mismos.

o) L rectatangente = I (to) + Ar'(to)

= ECpianonormal © < @ - 1(to), r'(to)

Gradiente y derivada direccional
Vf = (fxl, ceny an) Direccion de maximo crecimiento
Z= f(X, y), Vf es I:I_ a curva de nivel, no superficie

F(X, y, Z) = O, Vf % I:I_ a la sup de nivel 0

derivada direccional

Duf(a) = & =< vf,0>

Dufmax = |V f@ll : Dvfrin = - | V f |
D.f=0,60 =90°

otras aplicaciones:
vii=4ivi;

i) comprobar que dos curvas de
nivel son tangentes en un punto:

ii) comprobar que dos curvasse < Vf1, Vo >=0

cortan perpendicularmente
iii) comprobar que dos curvas son a(u) = ﬁ(V(U))

equivalentes.

Superficies
forma explicita y= f(X, y)
forma implicita F(X, Y, Z) =0

forma paramétrica (U, V) - (X(U, V), y(U, V), Z(U, V))

(COmo parametrizar una superficie?

) Z=1(xy), SXY.f(xy)

ii) implicita, explicita: aplicar teorema funcién implicita

Ejemplos de superficies parametrizadas
Esférica

Xwuy) = RSnucosv : yuy = Rsnusnv

Z(U,V) = R Cosu

Cilindrica UV) = Rcosv : ywuy = Rsnv

Z(U,V) =Z

Producto vectorial fundamental
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(U, v) = (x(u, v), y(u, v), Zu, v))
Tu = X, Yo, Z0) - Tv = (Xv, Y, Z4)

Si son tangentes a las superficie y son LI

PVF(S) =TyxT,y, |:I_a|asuperficie

superficies es regular en (x,y) sii
Tx,Ty son cont: la applicaciones que define la sup es C1
PFV(S) es diferente de cero

Vector normal a una superficie
...segiin como este representada la superficie...

i) explicita
z=1(xy)
PVF = (- Fy,-Fy, 1)
i) implicita
F(x,y,2 =0
PVF =VF = (Fx, Fy,F2)
i) paramétrica
Su,v) = (X(u, V), y(u, v), u, v))
Tu = X, Yo, Zu) - Tv = (Xv, Yo, Z4)
PVF(S = TuxTy

Ecuacion del plano tangente

) explicita <(- vf,1),x- a>=0
ii) implicita <VvF,x-a>
<PVF(9,X- Sa) >

i) paramétrica
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Estudio local de funciones

Taylor
+ & (0]
f fyz fz 4 e g
(x- a)
f(x,y) =f(a) + Jaf(x- &) +—5—Haf +Ru(f, )
__ 1 ok+1f +
Re= a1 2 oy, % @

*grad(x?y®) =5,Ina- e* = a*

Extremos relativos

Vi(Xo) = 0 ¢ Xo€S PUNtO Critico g pmmrnio

Criterio de Sylvester

A; > 0Vi © min
a3A1 | | i < 1

A = Haf, g - AZ | An + O C>ps||a
- - An

Q- O
—_) el —— —

An=0 < p.degenerado

Criterio de Sylvester para 2 variables
i) Si A2=0: ? Degenerado
i) Si A2<0: Punto de silla
iii) Si A2>0:
A1>0 minimo
A1=0 ? Degenerado
Al<0 méximo
Criterio de Sylvester para 3 variables
i) A1>0,A2>0,A3>0: minimo
i) A1<0,A2>0,A3<0: maximo
Puntos degenerados: me muevo en pequefios incrementos.

(- )'A; > OVi & méx

Extremos condicionados
Método directo:

Introduzco las condiciones de ligaduras.
Si (Xméx y Ymin) o (Xmin o Ymax) o (Xinfles) o (Yinflex)
=> punto de silla
else
ambos Max o Min: no podemos seguir.

Multiplicadores de Lagrange
Si

f:Ae“"> “NaeA ik
i:f,gik sondiff en’a

ih:vgrk+0, yL.l.
entonces

F(Xl, N /11, /ﬁ{k) :f(X) - /1191 - - /lgk

vVFE=0 si f tiene extremos
condicionados a ligaduras

Extremos absolutos

i) Hallar puntos criticos
i) Hallar Max y Min de la region condicionada a cada una de
las curvas/sup. que definen Fr A.
ii) Hallar donde cortan las curvas/superficies.
iv) Considero los puntos donde no es diferenciable.
v) Evallo los puntos y ordeno.
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ro = Xa, Yo, Zo) * Ruy = Kuws Yow Zew)

integral de linea
® b ® ,
Jo tdi=J_ <t @r®).r®>d
integral de superficie

% ds= [ <F (R, PVE(R) > dudv
S

Trigonometria en integrales

sinzx:%- %cost

coszx:%+%0052x

30 _ B a1y

Sn x—4smx 4sm3x
3y — 3 1

COS°X = 4cosx+ 4cos3x

sinacosb:%[sin(a+b)+sin(a- b)]
sinasinb:%[cos(a- b) - cos(a+b)]

cosacosh = %[cos(a+ b) + cos(a- b)]
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2, 2n
[ sin’xdx=[_" cos?xdx =7

J; sin?xdx = || cos?xdx =

fg sin?xdx = ff cos?xdx =

{27 costxdx =

fzn sn®xdx =

fZ sin®xdx =
(Notas)

Integrales impropias

T

wh © plw

T
2
T

4

Operaciones con vectores

Producto escalar

vev= V|

0-v=0

V-W=V-W

c(v-w) =(cv)-w=v-(cw)
u-(v+w)=u-v+u-w

VW

C0SO = i
[V ]

u-v=0s sonk

Producto vectorial

(sv) x (tw) = st(vxw)

. . . Z N }
lim Jf f(r cos6,rsind)rdrdo =lim | [, f(r cosd, rSnO)rdrdd) . (4w = (usxcv) + (uxw)

Teorema de fubini en polares

ri@<r<ri(0):a<0<p

A=["do|

ro(0)
r1(0)

rdr

(u+Vv) xw=(uxw) + (vxw)
VXW=-WXV
vxv=0:9w=sv=>vxw=0
vx0=0

[Iv>wi| = [Vl [Iwi| sin®

vxw=0dg son ||



