MATEL
Espacios de Hilbert

Espacios de funciones con producto escalar

(,) :XxX->S

xy) = (¥.%) (%) =0i (xX)=0=x=0

(%, Y) = A(%,Y) (X 2y) = Z(xY)
(X+Y,2=(%2+(¥2 (xy+2=(XYy)+(%2)

Cor - espacio de las funciones complejas de variable real t
(2 - tales que x:[a,b] -~ S, continuas.

: (x+y)(D) = X(0) + y()
L6 y) = [ x@y(Odt

[ x(tydt = [ Refx(®)}dt+j |- Im{x(®)}dit

Ly : funciones x:(a,b) - S tales que j: IX(t)|dtt < oo

L% : funcionesx:(ab) - S tales que jz [x(t)|?dt < oo

Il = (x, 922 = [ [ Ix(t)dt
dexy) = [x- yil =/ I Ix(t) - yolea

-desigualdad Cauchy-Swarz:  |[(x, y)| < |IXI| - [ly

-desigualdad triangular: [IX+ vl < |1+ [ly

Espacios de Hilbert

-Sucesion de Cauchy: Ve > 0,3IN|n,m>N= |[Xn - Xl <&
-Espacio completo sii toda sucesion de Cauchy es convergente.
-Espacio de Hilbert: espacio vectorial

con producto escalar

completo

.8", <n: son completos

L%,y : completo (esla completacion de Cpapy) con | de Lebesgue
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Familias ortonormales

llpill = 1vi

i}tales que: L
toi} a (pi, pj) =0OVi #]

método de Ortonormalizacion de Gram-Schmidt
teorema:
{x} sucesion de vectores LI= 3 una sucesion ortonormal

ortogonal  ortonormal

n-1

_ Y -
0= Tyall Y0

Series de Fourier

o0
X =, ck®x
k=0

{ @} sucesion ortonormal Ck = (X, @k) = (D, X)

Seriede Fourier de X respecto de{®} con coef. de Fourier ¢k
o0
X= Y C®y Si || @il = 1Vi
k=0

, & Xy wk _ & (X
Sl NO:XX = =
2 Tondl Tondl = 2 T ¥

Desigualdad de Bessel:

00
2 2 i —
2 (¢ #)l? < IXI” ~ limci = 0

Teorema de Parseval:

{¢«}ortonormal, es completa sii:

vx e X, % [%, i)l = [IX]]

Aproximaciéon mediante combinaciones lineales

n n
lIx- 2 dkdkll > [Ix- 2 ckdl|
k=0 k=0

Series de Fourier trigopnométricas

o Q0 ¥ :
xeL(Z_M).x—7+gl(akcoskt+bksnkt)

ac=[" x(®)cosktdt  be=]" x(t)sinktdt
Convergencia
Laserie de fourier de x converge a —X(t ) J2' x(t)

y s 3x'(t) = converge ax(t]

Convergencia uniforme

X: [- w, ], X(- ®) = X(x), continua.: =

su serie de Fourier converge uniformemente.
Derivacion

%(% + Z(axcoskt +bsinkt)) = %, k(bkcoskt - acsinkt)

Integracion

[1,(% + S(accoske + bysinkn))dr =

24 7)+3 Lia,sinkt- be(coskt - coskn))
2 2k

Ordenes de magnitud

s x: © - “ periodica continua con derivadas: X', x”,...xP" Y, p>

yta quexP e L?, 5 = lal, [bk| < %

k=1,2,3... donde gk -~ 0 cuando k - o
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La transformada continua de Fourier
X(f) = {2, x(t)e'izftdt
X(t) = [*, X(f)@zidf

T.d.F. para sefiales periédicas

x(t) = gz a5t s X(f) = gz ad(f- &)

- codfici ier = L x(K
ax : coeficiente de Fourier = Ty X( To)

Propiedades
ax+ py < aX+pY

X*(t) > X*(-f)
X(t- to) < X(f)e 2o
X(f- fo) > F{x(t)e? '}
X(-t) — X(- f)
X(at) — al X(af)

X(t) * y(t) — X(H)¥(f)
X()y(t) < X(F) = Y(f)
X'(t) <> j2nf - X(F)
X'(f) < - j2nt - x(t)

J o X(0)de — 2X(0)o(f) + ot X(f)

X() — X 1)
7 prd = |7 Xfdt

XM el 0 X(t)€Liuwx

en intervalo finito: finitos max y mins, y saltos.
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Simetrias:

Xt) = Xear(t) + Ximear(t) < Re{X(f)} + jIm{X(f)} =X(f

tF tF tFL tFL
X(f) X(f) X(t) X(t)
real im.pura par impar
y par eimpar real real

Transformadas basicas
S(t) > 1
5(t' tO) PN e—jZntof
1 6(f)

cos2nfot <> %(5(f - fo) +0(f +10))
sin2nfot < %(5« - fo) - o(f +f0))

%Haet_ 0. Ts nc(Tf)

t <« =
u(te? 127zf -a

Cru0e" < ()"
(n- 1) j27zf- a

sgn(t) < = jnf
u(t) < 15(f)+12 f
X o(t- nT) — 35(f- 1)

A () < Tsine(Th)

() cos(2nfot) —» 0210 XX To)

ai2nfot 5(f - fO)

Ventanas

X(f) = F{x(t) - TI()} =X(f) % Tsinc(Tf,

Acotaciones

Liws) (XA <[
LE..)
A fur< o f i
| x(@)dt] < f x(t)]dt

[x(t)|dt < 0

Desarrollos en serie de Fourier

x(t) = kio Xp(t - kto) = Xp(t) % é:; o(t - kto)

A} =X =%04 ¥ ot- %)= 5 2%

b(Tg)

Ck

X(f) = gz cd(f- +5) > x(t) = gi @ik

si x(t) es real:

S(f-
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|. La serie discreta de Fourier

PaacPTYE Hhid :

0 Ts T

Queremos aproximar su transformada de Fourier.

[k =x[k+N], ke Z
- T

{#n =627} esbase ortogonal L3

N-1
te=kp; XK =2 Knjei

N

i 2n
w=6en

1L -
XN = X X[Kef

X[K] = Ng:x[n] C

x[n] = hgX[k] L

Propiedades
ax[K] + By[K] <= aX[n] + 4 [n

X1e =XN- 1= "]
XK Nx(-) ] : dualidad
[( -mmodN «—Xn] "
X Jo™ Xn- ) ]

-1

; [( -imodNy[]— [nY]]
x K [k<_>§01 [( -i modN VY]]

SAll = £ 1)

por Jesus Sanz Marcos

La transformada de fourier
discreto

X(f) = g x[n] e 12N

Xn] = [ X(fezndf

(Algunas cosas que hay que
saber)

Zn: i 2-m_ o-n

S 2k T cosﬂ:%(eiﬂ+e'jﬁ)
Z”: rk— I’f+l ri 1 '
lkem r-1 s'nﬂ:§(elﬁ- e‘Jﬁ)

r() =, ettdt
I'(kke E) = (k- 1)!

cos(X) = sin(x+7/2)

COS(X + a) = COSa.COSX - SnasinX
SN2x = 29NXCOSX
COS2X = cos2X - SinX

sin(a+b) =cosasinb+sinacosb

{ xcoskxdx = xsinkx , coskx

k k2
: _ xcoskx sinkx
| xsinkdx = =252 2
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I. Funciones de variable compleja
f: DcS-S

z— 82 =u(@) +jv(2)

4= [y =2z

D : dominio donde esta definida la funcion

Z=X+]y

. esabierto y conexo.
Limites
f:DcS->S
: tienelimiteL en z, € D s Ve>0,V5>0

Hz- 20|<o=>[f(D)- 1| <e

@%

limz., RE(f(2)} =Re{L}

IR@ =L jim ™ ) =Im{L}

f:DcS—>SescontinuaenzyeD s

: limf(@) = f(z0)

Derivacién
f:DcS - Sesderivableenzoe D s 3 d limite
. f(2)- f(z ,
i ") = 1(z)

fy g son derivables en z,

por Jesus Sanz Marcos
L+ (Af +19) ' (20) = AF (20) + 19 (20)
1+(f+ 9)'(20) = F'(20)9(20) - f(20)9'(20)

: '(%)'(20) -9 %)

9%(20)
observacion:

S g(2) # 0 € Br(2zo)

f(zo +h)- f(zo0) _
m 0 h 0 -

u(Xo + h,yo) +jv(Xo + h, o) - U(Xo,Yo) - V(Xo,Yo) _
i =

= 2 (x0,y0) +1: 9% (X0 Y0)

m @ +ih) - f(zo) _
h-0 jh

m U(Xo, Yo +h) +j¥(Xo, Yo +h) - U(xo,Yo) - V(X0,¥o) _

uao jh

= "—a;(xO,yo) - j% (XoYo)

Condiciones de Cauchy-Riemann

Si f es derivable en Zo, entonces satisface:

1(2) = Ut y) +1 5K, )

entonces:

Funciones harmdnicas y ecuacién de LaPlace

siAu =0= u esarmonica

f = u+jv derivable= u, v son arménicas conjugadas.

QU_0URINTONRD U
oy oy?

OX2 ~ OXOX ~ OXoy oy ox oy
CR : condiciones de Cauchy-Riemann

TR : Teorema de Swarz (cruzadas)

Trayectorias ortogonales

Funciones elementales
Polinomios:

p(2 =ap+aiz+---+anz"

2" = (x+jy)" =r"ei"? = r"(cosnd +j sinnf)

e? = ey = eZ(cosy +j siny)
Exponencial:

() =&

cosz= %(ejZ +e?)
Trigonométricas: SINZ= %(eJZ - g7

anz= 435
coshz= %(eZ +e7?)

. 1 .
Hiperbglicas: ~ Sinhz=5(e*- €?)

sinhz
coshz

tanhz=

Logaritmo: IN(2 = In(re?) =Inr +j(0 + k2r), ke Z

%%
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Derivacion en polares
f(2) =f(re’) = u(r, 0) +jv(r, 0)
P = e +iv] = 57 1v0 - jui]
; urz%v(,:v(,:-%ua
Funcién potencial

f(Z) =7¢ = eclnz — eclnrecj(0+27zk)

Integracion

[ f(2)dz ‘ T

por Jesus Sanz Marcos

Teorema de Cauchy © §0(Q
- . . Taylor: f(Z) = 2 # n
seaf analiticaen un dominio D (Smplemente o N
conexo y abierto) L _& 7
e = 2 _I
§r-f(2)dz=0 L
Ejemplos: cosx=1- X72 + .
. x3
Si C es un contorno simple cerrado que no pasa por el punto ay n es un SNz=X- ? + ..

numero entero se verifica:

f(2) = i Cal(z- 20)"

0:sn=-1
fc(z- @"dz= 0: sin=-1lyaedtafueradeC Q) f(2)
el i J(2) _ j‘ — 94
27 : s n=—1y aestadentrode C Cn =i 27:] @ z)m %

§ . 1@dz=§ [ugey) +iveylldx+jdy] =

Fr F|

=], <0 (e ) >4 ], <, (o) = 1. F2E R

[ f@dz={" f(z(t) - Z (t)ct

Propiedades

(9 =] f+] g
Jef=l el
Jrf=l. 1

|{ . f(2)d2 < ML

= longl’
f9|<M vVzel

la de integracion de Cauchy

f(2
27zj§ (z- o) dz

Ozy= | B4 L=

Regla de Barrow

{2 f(2dz= F(b) - F(a)
Lr=1@

Series



