P.i.P.E.

Combinatoria
Conjuntos

cumplen las propiedades ASOCIATIVA, CONMUTATIVA y DISTRIBUTIVA

ANB:interseccion ANG=0 ANQ=A
AUB : union AUG=A AUQ=Q
AN(BNC)=(ANB)NC
AN(BUC)=(ANB)U(ANB)
AU(BUC)=(AuB)UC

AUBNC)=(AUB)N(BUC)

A={xx¢A
AUB=ANB
ANB=AUB

Selecciones

Nociones: O' =1, nl = ./2xnn (%)n
Ordenado: 1,2 diferente de 2,1  No Ordenado: 1,2 =2,1

nq+No+.+Nm=n

ni,Ng2,...n
Permutaciones: Pn=n! =V} PRn ™M =

# de maneras de ordenar n objetos.
&m 6

Combinaciones: Ch=¢ + =
eNg

# de maneras de escoger n objetos no ordenados de un total de m.

Variaciones:
# maneres de escoger n objetos ordenados de un total de m.

Pabg = I{abc, ach, bac, bea, cab, cba} | = 6
PR%" = { aab, aba, baa}| = 3
Viang = {ab,ac, ba, be, ca, cb}| = 6
VRZ. g = {aa ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}| = 9
Clang = Hab,ac,bc}| =3
CR?,q = {@a,ab, ac, cc,bb, bc} | = 6
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Probabilidad
Espacio de probabilidad p: F —

PQ) =1
P@) =0

P(A) >0vac F
siABeFiANB=0= PAUB)=P(A)+P(B)

P(A)=1- P(A)
P(A) < 1Vae F
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

Acontecimientos independientes

AB son independientes si P(A N B) = P(A)P(B

Probabilidad condicionada

ngle.-nm!

la probabilidad de A condicionando que B se haya verificado.

P(ANB)
P(B) # 0= P(AB) = @

Teorema de Bayes

=t ORR=Chas

VB =PiCh=oyr  VRL=m"=mVRy!

{A4,..,An} =particionde Q, WA =Q, AiNA =0,Vi+]
P(BIA;)P(A;
P(A|B) = (BIA)P(A)

P(B)

Teorema de la Probabilidad Total

{A4,..,An} =particionde Q, WA= Q, AiNA =0,Vi+]

P(B) = 3. P(BIAIP(AY

s Q={A A} = P(B) = P(BJA)P(A) + P(B| A)P(A)

Frecuencia relativa

. n
limpee, =& =P,

Algebra de acontecimientos

k=1 PBIAYP(AY)

F+0

sAceF=AcF
sABeF=>ANBeF, AUBeF
0,QeF
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1 i wqn A3
Variable Aleatoria hasta que obtenemos un “1”. EEJ = Q={0,x},4>0
o
Definicion "_;L i Exponencial:  Fy = u(X)(1- e )
A0 12 3 aas
. P . . - - AX
Dado (©2,F), espacio probabilizable, X: Q= “ & medible si les ) o b AL ® fx=u(x)ie
antiimagenes de acontecimientos son acontecimientos. Hipergeométrica: Q ={0,1, ..., n}, Px(k o .
. ‘ Una urna con b bolas blancas y N-b bol. 27
-Una variable aleatoria es una aplicacion X1 Q> ° medible. Consiste Sacamos n. X es el # de bolas blancas q ~zsr75%

en asignar valores reales a los resultados de un experimento. _
Propiedad sin memoria: P(X >t +h[x>1) = P(X > h)

Funcién distribucion

k
— —aal
Poisson: @={012.},Px) =e aW Q ={- 0,00}
Fx(X) =P(X<x),1- Fxx =P(X>X) ' k i}
Px(l) = & 0pk- pre W e T p= AT Fx(9 = 3 ef(*=M)
P(a< X < B) = Fx(b) - Fx(a) J20
X es el # de veces que se produce un acontecimiento Gaussiana: f _ 1 (x- "'2)2
. ] en un intérvalo p. Cuando n es grande se produce X(X) - \/% e =
propiedades: esta relacion entre la biomial y Poisson.
O<Fx(<1 JimFx(x)=0 ef() =—2 [ evd
S imE L Funcion densidad JT
WFX(X) >0 lmFx(® = >0
b
= Q={-0,©},a>0
Es una funcién continua por la derecha. fx(x) = %Fx(x) por [aderecha Pla<X<b) ja Fx(x)ax { }
Las discontinuidades indican el caracter discreto. Fx(X) = jx fx(2)de Cauchy: Fx(x) = + l arctan 2 2
i ® _ a/n i Fx
v.a. Discretas 1= j_w fx (X)dx f, = e, A
v.a. Continuas
Fx(X) = Z(PK . U(X- Xk)) Px(Xk) = Fx(Xk) - Fx(Xk. 1)
k Q=[ab]
. fx Teorema de DeMoivre-LaPlace
: O,x<a 0:
Fx(¥) =i £2,asx<b o b2
. . - %1 0 n- k n
Bernouitii: @ ={0,1},Px(1) =p,Px(0) =q=1- p Lniforme: L 1xsb s npg>>1= & GotaT x> ine > 1
“1:A se verifica, 0:A no se verifica” p(A)=p m
i 55,a<x<b 1 w2z
x() 1 Odse F

Binomial: 0 ={0,1,..,n}, Px(k) = & Opa™* = P(x = k)
Repetimos n veces un experimento de Bernouilli. A
Xesel # de “1” que obtenemos.

Geomeétrica:
Q={1,2,....,n}, Px(nN)=q™p,Fx(x) =1-
X es el # de veces que hemos hecho el experimento
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Funcién de densidad i distribucién condicionadas
P(X<xNB
Fxe(X) = P(X < X|B) = W

fx(X)P(BJx = X)
7, f(x)P(BJx = x")dx’

fxg(x) =

s B={a<X<B}
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Tema V. Dos variables aleatorias rw rw f(x, y)dxdy = 1
Funcién de distribucién conjunta -0 J -0 TNV

O,x<a
Fx(X)- Fx(a)

i

T o

Fx(®) =1 @ a<bsb 5 a
{ 1,x>b E

f(x,y) >0

Fxy(X,Y) =P{X<X Y<V} Faxy) = [ [ (x,y)dx dy

Propiedades: P{x<X<x+dxY<y} = anég(X, y) dx
Fx(X) = ny(X, OO)
_ OFxv(X.y)
Fy(y) = Fxv(0,Y) PIx<Xy<¥<y+dy} =——4
ny(OO, OO) =1
Far(-0) =0 P{(X,Y) € D} = [, f(x, y)dxdy
Fxy(-,y) =0
OF xy OF xy Teorema de existencia
—-2>0,—% =0,
OX ay Si una funcion F(x,y) es tal
que:
P{X1 <X<X2,y1<Y<yp} = F(-0,Yy) = F(x,- ) =0
Fxv(X2,¥2) + Fxv(X1,y1) - Fxv(X1,Y2) - Fxv(X2,¥1) F(c0,-0) =0

Fxv(X2,Y2) + Fxy(X1, Y1) - Fxv(X1,¥2) - Fxv(X2,y1) =0
Funcion de densidad conjunta

VX1 <X2,Y1<Y2

2
f _ a FXY (Xv y) entonces se pueden hallar dos v.a. X,Y tales que F(x,y) es su funcion de
XY (Xv y) - axay distribucién conjunta.

Relaciones entre funcién marginal y conjunta

Propiedades:
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Fxvxy) =" [* f(x,y)dx'dy

02F xv(X,

Fx() = Fxr(x o) = [ 710,y )/l
Fry) = Fxv(ee,y) = 7, [ 1<,y o'y
)= [ fxv(x,y)dy
fuly) = fxv(x, y)x

Masas puntuales (Las dos discretas)

P{X =Xk, Y=Yn} =Pwn
P{X=xy} :zn: P{X=Xk,Y=yn} :; Pkn
P{Y =yn} =% P{X =Xk, Y=yn} :%pkn

Masas lineales

Cuando una de las v.a. es continua y la otra discreta:

X discreta , Y continua : masas verticales
X continua, Y discreta : masas horizontales

Cuando una de las v.a. es funcién de la otra: y=G(X)

Independencia de las v.a

X,Y son independientes si para todo A,B de barelianos de R,

P{X e A,YeB)=P(XeAP(Y<B)
fxv(X,y) = fx()fv(y)
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Distribucién y densidad condicionadas

Fyev(X,y) = Fx(XIY = Y)fv(y) = fy(yIX = X)fx(x)
X f /’ dx’
Py = =2 X;Y(é/)y) :

fx(xly) = fvay(&y)

Esperanza condicionada

+o0 s f
E[X] = J_, xfxOdy)dx =] x xfYY(();)Y) o

EIX] = [ E[Xlylfv(y)dy = E[E[XV]]

Algunes distribuciones usuales

Uniforme:
k:si(x,y)eD

hor = { 0:else ,on% = | fy(x,y)dxdy = area(D)

Normal bidimensional:

(2 | (y-uy)? 200 wx)y-uy)
1 N wl gty wey ]

2noxayy1- 12

fxv(x,y) =

-X,Y conjuntamente normales, entonces son marginalmente normales:

| bem? . s
0= —oe  fy) = —ie =

1
(fx«/g

-X,Y normales e indepentiens -> conjuntamente normales(r=0)

Tema VI. Funciones de variables aleatorias
bidimensionales

Z=g(X.Y)
gz ={(xy) € “2g(x V) <2
Fzd=P{Z<2 =, fx(x y)dxdy

o 52

Suma de variables aleatories. Teorema de convolucién

Z=X+Y
fxey =fz =fx % fy

Pz(z)= 2 p(yi)

(XK Y1)=2i

Suma de variables de poisson independientes

K | i
Pz{n} =Zis=n€ ’“%e' ’12% = g (a1taz) _(’“n'!‘2

Suma de variables normales independientes
(% ux)? (y-uy

n0= e = e

@y
S S T

[2n(c%+aF)

fx+v(2) =

Cambio de variable
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Z=g(X,Y) oy _| @ | ey
dzt —| o o | ~ (a(z,t) )
T= h(X’ Y) 0z ot
o(x,y)

dcly = 5y Ik

f2r(2. 9 = (X202 Y S|

coordenadas polares: coordenadas esféricas

X =rsiny cos

X =rcosf . .
y=rsinysing
y=rsinf
Z=rcosy
ny:r

nyz:rzsim//

Tema VII. Pardmetros estadisticos

Z=9(X)Y)
Esperanza
E[Z] = E[g(X, V)] =1-29(x, Y)f(x, y)dxdy
Covarianza
CI[X, Y] =E[(X- X)(Y- V)] =E[XY]- XY

Coeficiente de correlacion

C[X,
p= SNy

0'x0'y
Momentos
M = E[XIYK] = [, xIy*f(x, y)dxdy

Momentos centrales
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fik = E[(X- X)(Y- V)] =
= [ (6= iy - pey) F(x, y)cixy

Ortogonalidad

X, Y ortogonaless E[XY] =0:= X1Y

Incorrelacion

X, Yincorreladas si: p =0, C[X, Y] =0~ E[XY] = XY
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Estimacion de variables aleatorias
Concepto y criterios

por Jesus Sanz Marcos

Principio de ortogonalidad

Y v.a, repetimos N veces este experimento, obteniendo y1,y2,...yn, Estimar
la variable Y significa hacer una prediccion que se acerque el maximo a
estos resultados.

Z,T:va
< Z, T>=E[ZT],|Z]| =< Z, Z >'?
HZmin = [[Y- c(X)||?

e I =error
£ : =error cuadratico medio

£=Eld =& L E(Y:- )] =E[(Y- 07

EstimaciOn por una constante

Estimamos Y por una constante c. La mejor estimacion es

C=E[Y  &mn=MVY|

Estimacién no lineal

Y,
/)

Estimamos Y por c(X), funcion a determinar de la v.a. X. La mejor
estimacion se llama curva de regresion y es:

c(x) = E[Yx]

Hay dos casos extremos:

error es la distancia entre Y y H.
Sabiendo que Y-c(X) es ortogonal a H.

<gi(X),Y- c(x) >=0,i=1..n
E[gi(X)c(X)] =E[g(X)Y],i =1..n

- X,Y son independientes.

entonces:  E[y|x] = E[Y] = ¢(X) = E[Y] =
'Y=g(X), es decir, existe la maxima dependencia posible.
f(x,y) = f(3)o(y - 9(x))
E[YIX] =9(¥) = ¢(¥) =9(X), &min =0

Introduccion a los procesos estocasticos

Procesos estocéstico := proceso aleatorio;

Estimacion lineal “el resultado de un experimento es una funcién.”

Estimamos Y por X +ﬁ

— Oy
0= Poy

X(t) : continuo
_ Xi = X(t;) : discreto
Zmin = a%(1- p?)

— oy
ﬁ =My-p oX mx Fijado t, X(t) es una funcién v.a. unidimensional.

La mejor estimacion es el elemento del hiperplano H mas cercano a Y i el

Funciones de distribucién de un PE X(t)

-Las funciones de distribucién de orden n son:

F(X1, ...s Xn; t1, .., tn) = POX(t1) < X1, ..., X(tn) < Xn)

-Las funciones de densidad de orden n son:
OF(X1, ..., Xn; t1, .., tn)
Xy eoey XpiL1oges tn) =
Cc= al)& FoolRanX; p)ormageneraﬁa%lééti%én
¢(X) = a191(X) +- - - +angn(X)

- El proceso queda totalmente descrito si conocemos todos los valores t;
para todo i. Fijados los valores t1...tn, tenemos una v.a. n-dimensional.

{7 o k=1

r: f(x1, X2; t1, t2)dXxz = f(x1; t1)

Valor medio
m(t) = E[X()] =77 xf(x;t)

Autocorrelacion

R(t1,t2) = E[X(t1)X(t2)] =

71 Xaxaf(xa, %o ta, to)d

Autocovarianza

C(tl, tz) = R(tl, tz) - m(tl)m(t

Potencia promedio

R(t, 1) = E[x(t)2

Procesos estocasticos normales
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~ = )=t
P.E. X(t), se llama normal si: VN, Vt1, ..., th = X(t1), ..., X(tn, N=n(tate) = P(N=n) =€ nl’
junt; t les.
son conjuntamente normal 4=t~ ta).n=0.1, ..

El P.E. de Poisson consiste en coger como funcion el # total de
acontecimientos producidos en [0,T]

Al

f(X1, .oy Xnj b1, .o tn) = @ g 3 (- mMTAKX-m)

Aq =diag(as, ..., an) (A"
|

PO =) =e”

nl X(t)y=n(t)
3
P-1=PT,A;=PAP%,a >0
1 s m(t) = At 2
. . R(t1 t,) = A+ A%t ti<ts
Procesos estacionarios (t1,t2) = o+ 22t ta<ty t t2t3 ta
Un P.E. es estacionario en sentido estricto, si su distribucion de
probabilidad es invariante bajo traslaciones temporales. Sefial telegréfico aleatorio
f(X1, oo Xni b, oy th) = (Xg, oo Xnp 12 + T, 0, th +T) n(t) es una variable de Poisson.
1 sin(t)espar

o _ o _ El sefial telegrafico semialeatorio es: X(t) = { S nit) es imoar
Un P.E. es estacionario en sentido amplio, si su valor medio es constante X(0)=1, y cambia de signo cada vez que se produce un acont.

y su autocorrelacion depende sélo de la distancia temporal considerada.

m(t) = m,R(t1,t2) =R(t1 - t2)  P(x(t) =1) = P{n(t) = 0)} +P{n(t)=2}+...=e * cosh(/t)

Un P.E. en sentido amplio también lo es en sentido estricto. P(X(t) - 1) - p{ n(t) - 1)} _,_p{ n(t):3} +. . =e g nh(/lt)

limr C(7 )=CR(0) es cte. X

rn(t) =€ ZM, R(tl, tZ) = @ 2lt-t1) 1

. 1
T

Ejemplos de procesos estocasticos

. . . El sefial telegrafico aleatorio es:
Dado un P.E., si X(t) es discreta entonces el proceso es de estado discreto

sino, el proceso es de estado continuo. S es una v.a. Bernouilli (1,-1), Y(t)=SX(t), con valores equiprobables,

independiente de X(t).

El proceso de Poisson m(t) = 0, R(ty, to) = e 2tz ta)
Tinicial = 0, . .
n(t):=# de acontecimientos que se han producido entre [0,T] Tren de impulsos de Poisson

n(ta,th):=n(tb)-n(ta):# de aco. que se han prod. entre [ta,th] ] ] )
si X(t) es un P.E. de Poisson, el tren de impulsos asociado es:

El # de acontecimientos en dos intervalos temporales disjuntos son v.a.
independientes. OX(t)
2= "5 =2t t;)

SiN=n(t,t+7) = P(N=1) = Ar+o(z), P(N > 1) = o(r) m(t) = 4, R(t1, t2) = 12 + A8(t2 - t1)

"shot noise”

Distribucion del tiempo en el proceso de Poisson

(M)n-l -/1
n-ore”

fr (t) = 1€ M, T~ Exp(4)
f(t1, ..., tn) = A"e"n

fr,(t) =4

Sefiales binarios

Si Y(t) es un sefial telegréfico aleatorio

B(D) = 1 +2Y(t)

X(t)

B(t)=BpsinT<t<(n+1)T 1 t2t3 ta

X(t) = cos{cwt + (1))

o) _{ a2 S B(t)=1 ®=2mVp
=1-7/2 s B()=0

Oscilaciones aleatorias

Se trata de funciones osciladoras que contienen pardmetros aleatorios.
Ahora estudiaremos cuando es aleatorio el proceso.

X(t) = Acoswt +Bsnot

en sentido amplio si Ma = Mg = 0,04 =g, pas =0

-en sentido estricto sii
la distribucion de (A,B) tiene simetria circular.
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Procesos estacionarios

Integrales estocasticas

Si com resultado del experimento obtenemos X1(t) decimos que es una
realizacion de est este proceso.

“me—»O f(X(t), 6) =1 se verifica en media cuadratica (MC) sii
lim,-.o E[(F(X(t), €2) - €2)] =0

E[l] = lim,.o E[f(X(), &)]

Si se cumplen (condiciones de continuidad en MC):

ELX(t-+2) - X(©)7] =0
lim{R(t+2,t+¢) - 2R(t+2,0) +R({E1] =0

entonces existe la integral:
b ¢b
ja ja R(t1,t2)dt1dts |y el proceso es integrable en [a,b]

{2 Xt esv.a
S ELJ. X = | E[X@)]dt
Ergodicidad
X(HPE, m(t) = m R(t,t +7) = R(z)
m=fim& % x()

]
mr =<x(t) > =5 [ Xt

Un proceso ergédico es aquel en el que los promedios temporales igualan

los promedios sobre realizaciones.
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Ergodicidad en valor medio:

mr —> men MC. > lim E[(my - m)2] =0

o2 - 0,cuando T — oo

Ergodicidad en autocorrelacion:

Z;(t) = X(t + 2)X(t)es ergddico en vaor medio.
2 — T

+T
62 = 4—%2 - Cta, ta)dtadta

Condiciones suficientes de ergodicidad

s |7 Cl)dr <o =

el proc. es ergodico en vamedio.

ICIX Yl < oxav

s C(0) <oy C(t) - o0, cuando |z| - oo

el proceso es ergodico en valor medio

Espectro de potencia de un proceso estacionario

La densidad espectral o espectro de potencia de un P.E. estacionario es la
transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacion.

Sw) =] R@e“tdt

R(D) =5 | Sw)ede

Sistemas lineales

Y(t) = L[X(®)] = X(t) * h(t)

h(t) = L[6(V)]

-Un sistema es determinista si la realizacion de X(t) que entra queda
determinada a la salida.

-Si por el contrario, una misma entrada puede dar lugar a salidas diferentes,
diremos que el proceso es estocastico.

-Un sistema sin memoria es que la salida depende exclusivamente del valor
de X(t) para el mismo t.

-Un sistema es lineal si...

-Un sistema es invariante en el tiempo si...

Valor medio, autocorrelacién y espectro de potencia de un
P.E. transformado linealmente

Y(t) = LIX(1)]
my(t) = L[mx(t)]
Rxv(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)]
Rxv(t1,t2) = Lo[Rxx(t1, t2)]
Ryy(t1,t2) = L1[Rxv(t1,t2)]
H(f) = F{ h(t)}
Sw(f) = [H(f)[*Sxx(f)



