Unidad 2

Tratamiento estadistico de datos

Histogramas y distribucion estadistica

Consideremos una poblacién de personas de una ciudad. Queremos analizar como
se distribuyen las estaturas de la poblacion. Para llevar adelante este estudio podemos
medir la altura de todos los individuos de la poblacion, o bien tomar una muestra repre-
sentativa de la misma a partir de la cual infeririamos las caracteristicas de la poblacion.

Esta clase de estudio es un tipico problema de estadistica. Si tomamos una muestra
de tamafio N y para la misma medimos las alturas de cada individuo, este experimento

dara N resultados: x;, x5, X3, ..., Xy. Todos estos datos estaran comprendidos en un in-

tervalo de alturas (X, Xnax) €ntre la menor y mayor altura medidas.
Una manera util de visualizar las caracteristicas de este conjunto de datos consiste

en dividir el intervalo (X, Xma) €n m subintervalos delimitados por los puntos (y1, vz,
V3, ..., Ym); @ estos subintervalos los llamaremos el rango de clases. Seguidamente, con-
tamos el nimero 7; de individuos de la muestra cuyas alturas estan en el primer interva-
lo [y1, ¥2), el numero n;de los individuos de la muestra que estan en el j-ésimo interva-
lo [yj-1, »j), etc., hasta el m-ésimo subintervalo. Aqui hemos usado la notacion usual de

corchetes, [...], para indicar un intervalo cerrado (incluye al extremo) y paréntesis co-
munes, (...), para denotar un intervalo abierto (excluye el extremo).

Con estos valores definimos la funcion de distribucion f; que se define para cada
subintervalo como:

n .

fi= / (2.)

n;
)
Z.]

Esta funcion de distribucién esta normalizada, es decir:

Sf=1 (2.2)

El gréfico de f; en funcion de x; [x; = ( yj1 + ¥;)/2] nos da una clara idea de como
se distribuyen las alturas de los individuos de la muestra en estudio. Este tipo de grafico
se llama un histograma y la mayoria de las hojas de calculo de programas comerciales
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(Excel, Origin, etc.) tienen herramientas para realizar las operaciones

descriptas y el
gréfico resultante. En la Fig. 2.1 ilustramos dos histogramas tipicos.
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Figura 2.1. Histograma de dos muestras con igual valor medio pero con distintos

grados de dispersion. En este ejemplo, los datos tienen una distribucion gaussiana o
normal, descripta por la curva de trazo continuo.

Tres parametros importantes de una distribucion son:

m
» El valor medio: x =< x >= zjzlxj LY

-1 O N 2.3
VD (23)
» Lavarianza: Var(x) =0, = ijl(xj -x)* I¥;
(2.4)
» La desviacion estandar: o, =-Var(x) (2.5)

El valor medio (también llamado media y promedio) <x> da una idea de la loca-
lizacion del centro de masa (centroide) de la distribucion. La desviacion estandar g, es
una medida de la dispersién de los datos alrededor del promedio. Cuando mas concen-
trada esté la distribucion de valores alrededor de <x>, menor sera g, y viceversa.
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Una distribucién de probabilidad muy coman en diversos campos es la distribu-
cion gaussiana o normal, que tiene la forma de una campana como se ilustra en trazo
continuo en la Fig. 2.1. La expresion matematica de esta distribucién es:

g et
f(x)=N(x;m,0)=W@ ’ (2.6)

La “campana de Gauss” esta centrada en m y su ancho esta determinado por la
desviacion estdndar o. Los puntos de inflexion de la curva estan en x—o'y x+o . El &rea
de esta curva entre estos dos puntos constituye el 68.3% del area total. El area entre
x—=20y x+2aes del 96% del total. Es til caracterizar para esta funcion el ancho a mitad
de su altura, que esta relacionado con o a traves de la expresion: FWHM = 2.350
(FWHM, de “full width half maximum?”).

Cuando se desea comparar un histograma no normalizado con una curva normal,
es necesario contar el nimero total de datos N, el valor medio de los mismos, x, Yy la
desviacion estandar de los datos, o,. Para comparar el histograma con la curva normal
debemos multiplicar la distribucién dada por la Ec. (2.6) por un factor N,.Ax, donde Ax
es el ancho del rango de clases que suponemos idéntico para cada intervalo.

Aunque la distribucion gaussiana ocurre naturalmente en muchos procesos, desde
luego no es Unica y existen muchos tipos de distribuciones de ocurrencia comun en la
naturaleza.

Los parametros mas usuales con los que puede caracterizarse la localiza-
cién de una distribucion asociada a un conjunto de N datos son:

a) lamedia
b) lamediana
c¢) lamoda

La media 0 promedio de la distribucion se define, seglin ya vimos, como
_ N - - s oo
X = Zi x, I N,y es la media aritmética de los valores observados.

La moda corresponde al valor de la variable donde esta la maxima frecuen-
cia, 0 sea, que en un histograma la moda corresponde al valor de la variable
donde hay un pico o maximo. Si una distribucion tiene dos maximos la deno-
minamos distribucion bimodal, si tiene tres maximos trimodal y asi sucesiva-
mente.
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La mediana es el valor de la variable que separa los datos entre aquellos que
definen el primer 50% de los valores de los de la segunda mitad. O sea que la
mitad de los datos de la poblacién o muestra estan a derecha de la mediana 'y la
otra mitad estan a la izquierda de la misma.

Mientras que a la media la calculamos usando una férmula, a la moda la eva-
luamos directamente del histograma.

Para estimar la mediana tenemos que observar la lista de datos ordenados de
menor a mayor, y ubicar el valor central de la lista. Si el nimero de datos es
impar, la mediana corresponde precisamente al valor central. Si el nimero N de
datos es par, la mediana se estima como Y2 (X2 + Xni2+1). En una distribucion
dada, una linea vertical trazada desde la mediana divide a la distribucién en dos
partes de area equivalentes.

Media, moda y mediana no tienen, en general, porqué coincidir. Estos tres pa-
rdmetros si son iguales en el caso de distribuciones unimodales simétricas res-
pecto del valor medio. Este es el caso de una distribucién gaussiana. En el caso
de una distribucion asimétrica, las diferencias entre moda, media y mediana
pueden ser sustanciales.

Es importante saber cual parametro de localizacién es mas apropiado de usar
0 mas representativo en una dada situacion. Consideremos, para fijar ideas, la
distribucion del ingreso familiar en un pais dado. La presencia de millonarios,
aunque sean relativamente pocos, tiene un efecto sobre la media que contrarres-
ta a muchos miembros de la poblacién en el extremo inferior de la escala de sa-
larios. De esta manera, la moda y la media difieren sustancialmente. En este ca-
so tal vez la moda es un parametro mas representativo que la media. A menudo
los datos estadisticos pueden ser interpretados de diversas maneras. El siguien-
te ejemplo ilustra las distintas interpretaciones que pueden extraerse de un con-
junto de datos estadisticos.

= Una empresa analiza la necesidad de discutir los salarios. El cuadro de
sueldos es el siguiente:

Director $9000
Sub-director $5000
2 Asesores $2500
2 Encargados $ 1350
c/u
Jefe de seccion $1200
6 Obreros $600 c/u
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La empresa argumenta que el salario medio es $2000. El delegado gremial sos-
tiene que el sueldo representativo es de $600. Un politico consultado asegura
que el salario més representativo es $900. ;Qué pardmetros tuvo en cuenta para
argumentar cada persona participante de la reunién? Calcule la moda, la me-
diana y la media de los ingresos para esta empresa.

Magnitud que se mide N veces

Cuando medimos una magnitud una Unica vez (N = 1), el mejor valor es simple-
mente el valor medido y su incertidumbre esta dada por la incertidumbre nominal, G,
que tiene en cuenta los errores del instrumento, del método y de las operaciones. Esto es
consistente con la Ec. (1.3), que arroja como resultado Ax = g,,,, cuando no disponemos
del término estadistico O,

En muchos casos practicos estamos interesados en el estudio estadistico de la varia-
cién de las mediciones y realizamos N mediciones de la magnitud de interés. Por ejem-
plo podemos estar interesados en analizar la repetibilidad de un procedimiento, o en ver
el efecto que tienen las fluctuaciones de un instrumento sobre las mediciones. Por otra
parte, la realizacion de varias mediciones del mesurando minimiza la incidencia de los
errores estadisticos. Dado el caracter aleatorio de estos tipos de errores es claro que, al
promediar los resultados, el promedio estara menos afectado de las desviaciones estadis-
ticas que lo que estan los valores individuales. En todos estos casos es aplicable el tra-
tamiento estadistico de datos que discutimos seguidamente. El procedimiento que se
describe a continuacion es un método para analizar estadisticamente las N mediciones y
determinar las incertidumbres asociadas al promedio de las mismas. El procedimiento
de repeticion de mediciones no es aplicable para reducir los errores de caracter sistema-
tico y mucho menos los espurios.

Supongamos que hemos hecho N mediciones de una misma magnitud con resulta-
dos x1,X5,...,X;,...X . Estas N determinaciones pueden ser consideradas una muestra

de todas las posibles mediciones que se podrian realizar (poblacion). Bajo condiciones
muy generales puede demostrarse que el mejor estimador de la magnitud x viene dado
por el promedio de los valores:

N
ijlxj

N

x = (2.7)

Este resultado es Ilamado también el mejor valor, €l estimador o el valor mas pro-
bable del mesurando. Llamaremos a

Ax, =x,-x =1 2. N

J
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la desviacion de cada medicion respecto de x . También definimos la desviacion estan-
dar o desviacion cuadratica media de cada medicion, S,

(2.8)

que es un estimador muestral de la desviacion estandar poblacional y da una idea global
acerca de la dispersion de los puntos X alrededor del promedio x . Si la distribucion es

ancha, S, serd grande, mientras que si esta afinada alrededor del promedio x, su valor
sera pequefio (ver Fig. 2.1). S, tiene las mismas dimensiones fisicas que X, lo que hace
posible compararla directamente con ésta a través del cociente S, /x . La calidad del

proceso de medicion sera mayor cuanto menor sea S, / x , que en general es una constan-
te del proceso de medicion y no depende de M.

Si suponemos ahora que realizamos varias series de mediciones de x, y para cada
una de estas series calculamos el valor medio x, es de esperar que estos valores tam-
bién se presenten distribuidos (puesto que variaran entre si) pero con una menor disper-
sion que las mediciones individuales. Se puede probar que a medida que el nimero N de

mediciones aumenta, la distribucion de x serd normal con una desviacién estandar dada
[1,2,4,5].
por :

(2.9)

oy Se llama la desviacion estandar del promedio y en un experimento es una medida

de la incertidumbre estadistica asociada a x en el proceso de medir la magnitud N ve-
ces.

L3 Cuando el resultado de una medicion se expresa como (x+o,,), esto es

equivalente a decir que el valor de x esta contenido en el intervalo (x — Ax, x +
AXx) con probabilidad po = 0.68. Esto es equivalente a expresar:

P(x—-Ax <X <X+Mx)=p,,

que se interpreta como “la probabilidad de que el mejor estimador de x esté
comprendido entre x — Ax y x + Ax es igual a po.” El valor de po se conoce con
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el nombre de coeficiente de confianza y el intervalo (x - Ax, x + Ax) determina
un intervalo de confianza para x.

Numero optimo de mediciones

Recordemos que S, mide la dispersion de cada medicién y que no depende de N si-
no de la calidad de las mediciones, mientras que o, si depende de N'y es menor cuanto
mas grande es N [Ec.(2.9)]. En principio parece tentador pensar que si medimos una
magnitud un gran ndmero de veces, podremos despreciar la contribucion de la incerti-
dumbre estadistica en la Ec.(1.3). Ciertamente g, disminuye al aumentar N, pero desde
un punto de vista fisico, solo tiene sentido que disminuya hasta hacerse igual o del orden
que O,,m, que esta determinado por el instrumental y el método de medicion. Pensemos
que si, por ejemplo, estamos midiendo una longitud con una regla graduada en milime-
tros, un aumento en el nimero de mediciones llevara a disminuir la incertidumbre de
caracter estadistico, pero nunca con este instrumento podremos obtener con certeza ci-
fras del orden de los micrones —por méas que realicemos mas y mas mediciones.

La Ec. (1.3) indica que no es razonable esforzarse en disminuir o, mucho més que
O,om- El balance 6ptimo se logra cuando o, = 0,,,,. ESto nos da un criterio para decidir
cual es el nimero 6ptimo de mediciones a realizar. Como suponemos que S, es inde-
pendiente de N, la idea es hacer un nimero pequefio de mediciones preliminares N,,.; —
digamos entre 5y 10—y luego calcular Sy. Puesto que de un analisis previo de las carac-
teristicas del instrumento y de los procedimientos ya conocemos d,,,,, podemos estimar
el nimero 6ptimo de mediciones, N,,, como

~1+0° [, (2.10)

que resulta de imponer la condicion g, = g,,, y usar la Ec.(2.9); el término unidad del
segundo miembro nos asegura que siempre es necesario realizar al menos una medicion.
Si N, > Nprel, S€ cOmpletan las mediciones para lograr N,, valores y se recalcula o. Si
N, < Npret, NO se realizan mas mediciones que las preliminares y se usan todas ellas.
Finalmente, en todos los casos la incertidumbre absoluta combinada Ax vendra dada por
la Ec. (1.3):

Ax=.|o,, +0; 2.11)
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Para la mayoria de los casos de interés practico, si medimos 100 veces una magni-
tud x, aproximadamente 68 de ellas caeran en el intervalo (x -0 ,x +0 ), 96 de ellas en
el intervalo (x—20 ,x+20,) y99 de ellas en el intervalo (x-30,,x+30,) . Estos resul-
tados valen estrictamente para el caso en que los errores se distribuyan "normalmente”,
es decir, si el histograma formado con los resultados de las mediciones adopta la forma
de una campana de Gauss.

Decalogo practico

En resumen, los pasos a seguir para medir una magnitud fisica X son:

1. Se analizan posibles fuentes de errores sistematicos y se trata de minimi-
zarlos.

. Se estima la incertidumbre nominal G,,,,

Se realizan unas 5 a 10 mediciones preliminares y se determina la des-
viacion estandar de cada medicion Sy, (2.8).

Se determina el nimero 6ptimo de mediciones N,, (2.10)

. Se completan las N,, mediciones de X.

. Secalcula el promedio X y la incertidumbre estadistica .

. Se evalua la incertidumbre absoluta de la mediciéon combinando todas las
incertidumbres involucradas (error efectivo (1.3)),

AX = |o?+0;

X nom .

w N

~No oA

8. Se expresa el resultado en la forma X = X +AX con la unidad corres-
pondiente, cuidando que el nimero de cifras significativas sea el correc-
to.

9. Es atil calcular e indicar la incertidumbre porcentual relativa de la medi-
cion &,=100* AX /X, lo que puede servir en comparaciones con resul-

tados de otras experimentadores o por otros métodos.

10.Si se desea estudiar la distribucion estadistica de los resultados (por
ejemplo si es normal o no), se compara el histograma de la distribucion
de los datos experimentales con la curva normal correspondiente, es decir
con una distribucién normal de media X y desviacion estandar S,.

Combinacion de mediciones independientes

Una situacion frecuente en ciencia es la determinacion del mejor valor de una dada
magnitud usando varios valores provenientes de mediciones independientes (obtenidos
por diferentes autores, con diferentes técnicas e instrumentos, etc.). Cada una de estas
mediciones independientes puede tener asociada distintas incertidumbres. Es decir, te-
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nemos un conjunto de N mediciones, cada una caracterizada por un par (x;, Oy), con k =
1, 2, ..., N. Nuestro objetivo es obtener el mejor valor para la magnitud en discusién. Es
claro que al combinar los distintos resultados para obtener el mejor valor, <x>, es preci-
So tener en cuenta las respectivas incertidumbres, de tal modo que aquellas mediciones
mas precisas contribuyan mas (“que pesen mas”) en el resultado final. Es posible de-
mostrar en este caso que el mejor valor <x> viene dado port*:

<x>= T 20 2.12)
zk=l akz
con una incertidumbre absoluta &Ax =0 _.. dada por™
1 N1
~—= z - (2.13)
O%,> k=lg,

Un caso especial de interés, es cuando tenemos N determinaciones del me-
surando, todas ellas con al misma incertidumbre g. Como puede deducirse fa-
cilmente de la Ec. (2.12) el promedio sera:

N
X
<x>= P
N

que, como es de esperar, coincide con la expresion (2.7). La incertidumbre aso-
ciada a este valor ser, segun la Ec. (2.13):

g =9
<x> W’

que coincide con la Ec. (2.9). Ademas queda ilustrado el significado de
O como una medida de la dispersion asociada a cada medicion individual y
O-,~ como la dispersion asociada al mejor valor.

Discrepancia
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Si una magnitud fisica se mide con dos 0 mas métodos, o por distintos observado-
res, es posible —y muy probable— que los resultados no coincidan. Decimos entonces que
existe una discrepancia en los resultados. El término repetibilidad se usa para describir
la concordancia o no entre varias mediciones realizadas por el mismo observador con el
mismo método. En cambio la reproducibilidad esta asociada a la concordancia o no de
mediciones realizadas por distintos observadores o distintos métodos.

Lo importante es saber si la discrepancia es significativa o no. Un criterio que se
aplica frecuentemente es el siguiente. Si los resultados de las dos observaciones que se
comparan son independientes (caso usual) y tienen como resultados:

Medicion 1: X1 =X £AX,

Medicion 2: XzzyziAXz
definimos:
AX? =AX7 +AX2

Decimos que con un limite de confianza del p0 (=68% si los datos tiene distribu-
cién normal) las mediciones son distintas si:

‘Xl - Xz‘ > AX y
y que con un limite de confianza del 96% las mediciones son distintas si:
“Yl - )?2‘ > 2 mX
Estos criterios pueden generalizarse para intervalos de confianza mayores en forma
similar. También se aplican cuando se comparan valores obtenidos en el laboratorio con
valores tabulados o publicados. Noétese la diferencia entre discrepancia e incertidumbre.

La discrepancia esta asociada a la falta de superposicion de dos intervalos (incertidum-
bres) de dos resultados distintos.
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