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1. INTRODUCCION

Esta creacion antes que a otra causa, se debe nwagiue he aprendido de mis
alumnos.

También es el esfuerzo de siete afos de trabagdeda busqueda hasta la solucién de
un meétodo topografico, en las catedras de Top@geafilngenieria Civil, Gtil para la
localizacion de puntos en un espacio tridimensional

2. ENUNCIADO

Desde tres placas A, B y C definidas por sus wesdenadas topograficas, se observa
un punto Pa determinar con los angulos de inclinaciorg y y (Figura 1).



A(Al, A2, A3)
B(BI, B2, B3)
C(C1, CZ, C3)

P(P1, P2, P3)

Figura 1: Problema 'ALEPH'": planta con angulos @waeion hacia un punto por
definir, medidos desde tres puntos A, B y C, nerinsibles y de coordenadas X, Yy Z
conocidas.

3. DISCUSION

Cada visual, no horizontal, describira un conoutancrecto con vértice en su respectiva
placa. El punto P sera la interseccion comun gérés conos, cuya expresion es de la
forma:

z -z,

V=% )+ (y = yo ) RPORPRRRPTPRROON (0)

tan £ =

Si consideramos las visuales al punto P como geivesde los conos, a la altura del
punto pedido, las directrices seran tres circunfges interceptadas en P.



4. LA ROSA 'ALEPH'
Supongamos el desplazamiento de las visuales eB AFgura 2)

‘“Rosa ALEPH"

PERFIL
PLANTA

Figura 2: La Rosa ALEPH es la intersecciéon entre @bnos.

Si el anguloo es mayor qué, la interseccion de los dos conos estara endreitoulos
directrices del cono A y con alturas relativay m. Esta interseccion sera “la rosa
ALEPH” de pétalos plegados en la direccién AB.

Siayp son angulos iguales, la alturasera infinita.

La sombra de la rosa es la interseccion de laghasparac y —.



5. SOLUCION GRAFICA:

Dibujamos en el plano XY las curvas de nivel arvda constante, comprendidas entre
las alturas relativas iy m y que pertenezcan a cada uno de los conos, eg deci
representamos con directrices a partir_dg sobre el plano Zos tres conos segun los
angulosa, Byy.

Uniendo puntos de interseccion de los circulos deoA B que tengan igual altura,
obtenemos la “rosa ALEPH” (Figura 3). Esta esitarseccion de los conos, obtenida a
partir de sus curvas de nivel.

Figura 3: Interseccion de dos conos: los de lsisales A y B.

También se obtiene de las intersecciones de igutal entre los circulos de Ay C, la
"rosa ALEPH" correspondiente a este par de conos.

La tercera “rosa ALEPH” generada por los conos BCyinterceptara las rosas
anteriores, entregando como solucion el puntenHa comun interseccion de todas.
(Figura 4).



, Rosa "AR"
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Figura 4: Solucion grafica de "ALEPH:d3 la interseccion de las tres rosas.

6. AJUSTE ANALITICO

Para calcular las coordenadas del puntocBn despreciable error topografico,
utilizamos un algoritmo (Supongamos queeB interior al triangulo ABC). Si
asumimos como valor de tanteo inicial, una alturanZel punto_Ptal que su valor
supere el de modra calcularse las proyecciones de las distardda

BZ y CZ, sobre el plano XY que es el horizonte. raPtal efecto se utilizan las
ecuaciones siguientes de la funcion tangente, déhele la proyeccion de Z sobre XY:

AZ' = (Z-A3)1aNe coveeereereenean(1)
BZ' = (Z-83)taB eooivvevrernneon(2)
CZ' = (Z-C3)ta covveeereeerrennnn, (3)



Puede ocurrir con este primer valor de Z, proxin®) ajue Z < P3, o bien, que Z > P3
(Figura 5). P3 es la tercera coordenada de P.

Z> P3

Figura 5. Aproximacion al intercepto de las “roda&PH": Z<P y Z>P.

NOTA: "Con las tres proyecciones de las visualespemos tres radios de
circunferencias directrices o curvas de nivel altara Z. La Figura 4 ejemplariza tres
calculos sucesivos con Z > P3"

Ya podemos calcular los angulds, 62 y 63 en la vecindad de Z' con las ecuaciones
siguientes, segun la ley del coseno:

81 = Arcos{ (|AZ" |?+|BZ|*-|cz’|?) 1 2|AZ | |BZ ) F ioiiviviiin (4)
82 = Arcos{ (| BZ |?+]|CZ|*-|BZ |*)/2|BZ' | |CZ|)F iiiiiiiinnn. (5)
83 = Arcos{ (| CZ |?+|AZ |*-|AZ |*)1 2| CZ | |AZ |)} oovvviiiie. (6)

Los valores asi calculados quedan evaluados eramb fhorizonte XY. En estas
ecuaciones todos los términos "prima" son proyems de las respectivas lineas en el
plano Z mencionado.



AB', BC' y CA' son calculables con las coordenaplasnas Al, A2; B1, B2; C1, C2
respectivamente

La suma de los angul@d, 82 y 63 solo podréser 21 cuando Z asumido iguale el
valor de_P en caso contrario, esta suma excedera en algal@l 21 si Z < P, o
simplemente serd excedida si Z > P, dado ques PBunto interior al triangulo de
estaciones A, By C, en este caso. (Figura 6).

| Z=P1 &1 = &2 « &% > 2u | 2 » P: 41 » 82 &+ &% =< 3w

Figura 6: S010 Puede lograr quedl+ 62+ 363 = 21".

Un andlisis similar puede hacerse para obtenaolaienadas defBera del triangulo;
en tal caso (figura 6)

01 = 62 +83 Si P estd aladerechade AB ..... @)

02 = 63 +381 Si P estd ala derechade BC ..... (8)

83 = 81 +382 SiP estdaladerechade CA ..... (9)

Se recomienda, para evitar el problema de seleaci@nsolucion correcta, que en el
terreno se determine un punto skempre interior al triangulo ABC, y con baseusa



figura bien conformada (el punto P sobresalienttsyangulos del triangulo ABC entre
30°y 120° cada uno).

Con lo anterior la solucién interior al trianguls @nica, pues tedéricamente pueden
aparecer de_0Oa 4 soluciones paro la practica da comunmente doscisoles
diferenciadas.

Para administrar tanteos de Z en la basqueda gedele graficarse, contra Z, el error
en la ecuacion:

S1+ 824083 =21 wovoveeeeeeeeeeeea, (10)

El valor de P1y P2, a partir de P3, se ejecutaribhdo el angulo al, (Figura 7), con

al= Arsen| (P3 C3)tany sens3)/ ((Al-C1)*+ (A2 —C2)) *~....(11)

Con este valor, es inmediato el calculo de Ply &#endo de la direccion de AP y su
distancia en el plano XY. Esto es, con al se obti¢as coordenasas X e Y del punto P

by TS B

Figura 7: P (P1, P2, P3). Se recomiendatéior al triangulo ABC

Si se desea constatar la interioridad dpd@lemos calcular los seis angulos horizontales
sobre placas y debera cumplirse:



Identidad que resulta de igualar el valor de laypcoion horizontal de AP obtenido
desde la proyeccién horizontal de CB, por dos rd&sélculo diferentes en funcién de
los &ngulos horizontales c2 y b1, respectivaméitgira 7.

7. CURVATURA TERRESTRE Y REFRACCION ATMOSFERICA :

En la solucion grafica podra omitirse esta cor@tdedricamente administrable. Solo
gue si se desea mejorar en la precision de laglenadas de,Fhabra que ajustar el
resultado grafico.

g = Observador

s = Punto observado

gr = horizonte del observador,
tangente en q a los arcos gs y qt.

w = angulo cenital de la visual qs
w = w/2 (visual a nivel)

d = visual refractada de longitud gs

R = Radio de la tierra en la zona
R>> d

R'= Radio de curvatura de la visual gs
R’>R

gt = superficie de nivel paralela al
mar

rt = error de curvatura terrestre
rs = error de refraccion atmosférica

Figura 8: Curvatura terrestre y Refraccion atnmicsdiépara una visual a nivel.

En la Figura 8, la visual horizontal tendra aptesrente el itinerario qr, pero se
curvara logrando caer al punto s, con un angulefitacciéne y un radio de curvatura



R’. En la distancia d, el error de curvatura teéreesespecto alatum de q, sera rt. Los
puntos g y t estan sobre un misdatum.En este caso, ehrco de circulo gt paralelo al
nivel del mar, y cuya curvatura es R y de valor

Si 0 es el valor del arco gt, podemos calcular, enitésndee y de8, la correccion
altimétrica doble para el punto s observado codngulo vertical cenital w, valor que
se denominara v

Llamando K al coeficiente de refraccion, dado por:

2K = RIR' oo (13)

Podemos decir, por séry ¢ pequefios, que:

K070 coveeeoeeeeeee e (14)

Y de la gréfica, la correccion st requerida pamgue, es la diferencia (rt — rs), puede ser
expresada por el angulo v, asi

V=0(0,5-K)eoee oo, (16)

Expresandd® en términos de las distancias planas aproximamdsc{on grafica) y el
angulo_ v en segundos de arco, se llega finalmente a egtaseon:

vV'=(05-Kd/RSenl1" ...........ceennnnen. a7

En angulos estrechos el seno y la tangente se raberiucon el arco, por lo que el
inverso de sen 1” equivale a 206.265 que es el migesegundos en un radian.

Ahora, el desnivel H corregido por curvatura tdareey refraccion atmosférica, en la
nivelacion trigopnométrica, cuando no se aplicamadiss reciprocas y simultaneas, sino
la observacion en un solo sentido, estara daddgsiguiente expresion:



H =d(tane)+(05- k)d% +(h=h)....... (18)

Donde d es la distancia planimétrieal angulo vertical medido a partir del horizonte y
R el radio de la Tierra. Esta incluyen las alturssrumentales hdel transito y fide la
sefal observada.

En la ecuacién (18), el término (0,5-KR corresponde a la correccién y alcanza
valores que superan el medio centimetro, a pagtitod 300m. A un kilbmetro, la
correccion resulta de orden de los 6,8 cm.

8. METODOS NUMERICOS:

Para la solucién numérica, entrar al enlaaleph01 para la solucion grafica, al enlace
aleph02

La solucion numérica que se presenta, fue elabgraddiguel Duque Bernalen
marzo de 2006, con el software Matlab, empleandmétbdo iterativo de Newton-
Raphson para resolver el sistema no lineal deréssdcuaciones (1), (2), y (3) del
numeral 6, por Miguel Duque Bernal 2006- donde iiasdgnitas son las tres
coordenadas de, Pconsidera que los conos tienen vértice en etlejenclinacion del
telescopio sobre cada una de las placas A, B ydqDgysus generatrices son las visuales
no refractadas que se encuentran en P. Ademasesgpemo existe curvatura terrestre.
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Figura 9: Perspectiva de una interseccion conioasagroyeccion sobre el plano



horizontal.

Estas ecuaciones son de la forma:

-2,

tane = - -
V=) +(y=¥o) e (19)

Dadas las coordenadas de A, B y C deben afectarsa eoordenada Z, con la altura
instrumental. lgualmente la altura obtenida dsef la de la sefal observada.

El problema también obtiene una primera soluciém par punto Rnterior al triangulo
ABC, y a partir de ella hace un ajuste por cunaterrestre y refraccion atmosférica,
utilizando como radio de curvatura de la tierreb81%° m, valor que corresponde a la
latitud de Manizales, y a un azimut de 45°.

9. ERRORES EN LA MEDIDA DE LOS ANGULOS:

En trabajos de precision, ademas de los erroresggrdp la red de apoyo, asociados a
la precision en las coordenadas de los puntos AB Jos errores accidentales en la
determinacion de Bon fundamentalmente los de la medida de los éagdrticales:,

By v. Expresados en segundos de arco, para cada uaa tted visuales, el maximo
error accidental es de la forma:

E"S\/I2+t2+i2+r2

Donde el maximo error accidental E” es el resultadamulado de cuatro errores
accidentales elementales, expresados en segundosodesi:

El error I” que es el maximo error en la lectura &edulo vertical, es funcion a su vez
de la aproximaciom del limbo vertical. Su valor es 2{3por lectura. Si se hace doble
lectura, invirtiendo el aparato para compensar rsor @le colimacion, entonces se
aplica:

1 S UN2 3 (21)



El error t” que es el maximo error en punteriakeleyvar P, es funcion a su vez de la
amplificacion del telescopia. Si se hace doble lectura, invirtiendo el telegcpara
compensar su error de colimacion, entonces seaapli

..10(25+A)
t= 25AV/2

El error i” que es el maximo error en la verticatiddel instrumento, es funcién a su vez
de la sensibilidad del nivgl que se estima en una fraccion de la separacibe s
reparos para el control de su burbuja. Aunque se kable lectura, unicamente se
aplicay/12 unicamente, dado que este error en los anpolimontales valey/3:

El error r" que es el maximo error asociado a lweres k1 y k2 propios de la medida
de la altura instrumental del aparato y de la selisérva ubicada en P, respectivamente
donde influye a su vez de la longitud d de la disude su inclinaciére. El error r es
inversamente proporcional a d y directamente aulang uy a los errores k1 y k2.
Aunque se hace doble lectura angular, inicamerdaplsm el valor de r dado por:

r'< arctar{ﬂ> T (24)

d-k, +k,

10. EJERCICIO NUMERICO

Sean A ( 70; 630; 120), B ( 370; 520; 130), C (;2870; 140) tres puntos no
intervisibles ubicados en una red de apoyo cuyasdenadas en metros, incluyen en Z
la altura instrumental, y desde los cuales se noeAngulos de elevacion= 14°, =
10°y y = 9° para un cuarto punto inaccesible P, inteaidABC , él que se desea
conocer para ser utilizado a distancia como compiéonde la red de apoyo.



Entonces, la solucién aplicando métodos numérispdd = 249,26 m; P2 = 695,93 m;
P3 = 167, 62 m. Aqui, las distancias entre P ylasos A, B y C es del orden de los
200 m.
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Figura 10: Interseccién conica con su solucioniggd€ida en la interseccion de las tres
rosas Aleph.

Ahora, si se hace esta operacion con un equipeatara angular a 17, de alidada
telescopica con 20 aumentos y niveles con serdddilide 30 segundos de arco,
entonces: para una distancia media de 1 km y w@sud® 20° de inclinacion, asumiendo
que los errores de centrado alcanzan hasta larmaplicar las formulas (21) a (24),
m=1" A=20;%=30; D=1000; klyk2 e =20°Asi: los errores accidentales
maximos,



DEAYZ T =0."6
< X =2'5
12
r< arctar{ﬂ> =i =0"7
d -k, +k,

Y el maximo valor de E” en segundos de arco, catlacion (20), se puede estimar
en:

E"< \/0,52 +06°+25°+07% ...... =2"7

Supongamos el trabajo se desarrolla en la zonaecafeEvaluemos el error de
curvatura terrestre y refraccion atmosférica, pawavisual de 1 km, si el coeficiente de
refraccion en la zona de trabajo es 0,07 y el rddita tierra, dependiendo del azimut
en esta latitud, vale entre 6.330 y 6.370 Km.

Segun la ecuacion (17), aplicada para R = 6,38 m]@alor para un acimut de 45°,
v =(0,5-k)d /R Sen 1" =(0,5—-0,07)1000 /5x31C 4,8481368x18 = 14",0

Ahora, el ajuste de las 3 medidas de la cota padeterminacién de €on la precision
deseada, exige considerar los efectos de la cuavderrestre y la refraccion
atmosférica cuando las distancias superan los 3@omo las distancias son menores,
aqui no procede; mas sin embargo, para ilustrarl@eadcularan estas aplicando la
ecuacion (18), dando a k y R los anteriores valoye®stimando las distancias
horizontales AP, BP y CP, en de forma gruesa, asi:

Desde A: d =191 m; a = 14°; h - h,= 0. Luego,

Ha = 191 tag 14° +0,43x1916,35x16= 0,002 m

Desde B: =214 m; 3 = 10% R - h,= 0. Luego,

Hg = 214 tag 10° +0,43x214 6,35x16= 0,003 m



Desde C: d=174 m;y = 9° h - h,= 0. Luego,

Hc = 174 tag 9° +0,43x174 6,35x16= 0,003 m

11. OBSERVACIONEC PRACTICAS:

Debe procurarse una conformacion buena de "ALEPRBFa que la solucion interna o
externa, sea diferenciada e identificable (ya $i@idda conformacién de 'ALEPH").

Los cenitales que se midan en cada estacion deberdhpromedio de igual nimero de
observaciones en ambas posiciones del telescopio.

Las alturas absolutas A3, B3, C3 seran las denlstsuimentos a la altura de su eje de
basculamiento.

Puede ejecutarse tanteo, para lograr P3 analitidemeon la suma de los angulos aly
a2 (Figura 7).

Son buenos tres cenitales "no proximos al horiZoote error angular, en la medicién,
desplaza las coordenadas P1 y P2 en mayor propogcie a P3, si las visuales no
llegan a pendientes del 11% y con gran efecto phigiidor, si son préximas al

horizonte.

12. APLICACIONES DE "ALEPH"

"ALEPH" resulta con ventaja para lanzar coordenadaspuntos inaccesibles
(campanarios, etc.) facilitando la densificacionlae redes de apoyo. También este
método ofrece ventajas para el control de deforom&si sobre estructuras y las medidas
a distancia de desplazamientos absolutos en nresstallles de suelo y roca.

Esta practica podria conducir a la supresién derddes catastrales planimétricas
convencionales, las que serian sustituidas poopurdtorios de las ciudades.



El arrastre de coordenadas, entonces, se ejecateria aplicacion de los problemas de
"HANSEN" o de "POTHENOT" que se estudian en larsgeci6n inversa.

Se tendria asi, un procedimiento topogréafico de lsagto y alta eficiencia, ya que
minimizaria el nUmero de operaciones escalonadda éeterminacién de puntos para
el amarre de urbanizaciones, etc.

“ALEPH” como herramienta para la interseccién canide precisién, sirve para
complementar la triangulacion topografica al genaraa ecuacion de condicion
adicional, dado que con este método, para determimpunto notable, basta la medida
de tres angulos cenitales no horizontales a dicimbop efectuadas una a una desde tres
puntos conocidos no intervisibles.
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