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Formål:

At efterprøve om ligningen for et projektils banekurve kan bruges til at bestemme kastevidden for en kugle affyret med en fjederkanon.

Materialer:

Fjederkanon med vinkelmåler

Metalkugle

Carbonpapir og almindeligt papir

Bord

Målebånd

Forsøgsopstilling:
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Teori:

Vi kan finde et projektils (eller i denne sammenhæng en kugles) todimensionale bane gennem luften ved at bruge uafhængighedsprincippet og se på hver dimension for sig. Hvis vi ser bort fra  luftmodstanden kan vi stille følgende op:

Vandret er kuglens stedfunktion kun afhængig af dens begyndelsesfart, da den ikke er påvirket af nogle kræfter. Så hvis x er er førstekoordinaten til stedfunktion, v0 er begyndelsesfarten, ( er vinklen med vandret kuglen bliver skudt af sted med og ( er tiden gælder:
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Med andenkoordinaten y må der udover begyndelsesfarten også tages højde for tyngekraften g, hvorved ligningen kommer til at se således ud:
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Ved at separere ( i ligningen for x og indsætte denne i y’s ligning kan vi finde ligningen for banekurven udtrykt ved x og y:
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Da vi egentlig skal finde x må vi isolere denne. I vores forsøg var start- og sluthøjden den samme, dvs. y = 0. Herved kan vi løse det som en andengradsligning, hvor a = 
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Resultatet x = 0 er ved affyringen af kuglen, så det andet resultat er det vi skal bruge, nemlig dér hvor kuglen rammer bordet. Da vi fra matematik ved at 
[image: image10.wmf]a

a

a

2

sin

cos

sin

2

=

×

 kan vi omskrive kastevidden til
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Det ses at den største kastevidde indtræder når ( = 45(, da sin2( så opnår max-værdi, nemlig 1.

For at bruge denne formel har vi imidlertid brug for at kende vinklen ( og begyndelsesfarten v0 (idet vi kender tyngeacceleration på 9,82 m/s2). Vi kunne aflæse vinklen direkte på fjederkanonen, men begyndelsesfarten må vi finde vha. energi-relationer, idet vi går ud fra at hele opstillingen er et isoleret system (vi har set bort fra luftmodstanden):
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Vi lavede en måling af hvor højt kuglen nåede op hvis fjederkanon blev indstillet til at skyde lodret op. Ved denne højde (max-højden) er v = 0 og hvis vi udover dette sætter den potentielle energi til nul netop dér hvor fjederen blev affyret kan vi opstille følgende, idet vi siger at den kinetiske energi i startpunktet er lig den potentielle energi når kuglen er på sit højeste punkt, da kuglen har omdannet al sin kinetiske energi til potentiel energi:
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For at finde den maksimale højde metalkuglen opnår, må vi finde toppunktet af bevægelseskurven. Dette gøres ved at sætte differentialkvotienten af y lig nul:
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Dette indsættes nu i ligningen for y for at finde max-højden udtrykt ved y:
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Det ses hurtigt (og ganske indlysende) at den maksimale højde indtræder ved vinklen ( = 90( (lodret). 

Da vi tidligere fandt at den maksimale kastevidde var givet ved formlen
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og den indtraf ved ( = 45(, kan vi finde ud af forholdet mellem de to længder:
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Dvs. at den maksimale kastevidde i teorien er dobbelt så lang som den maksimale kastehøjde.

Fremgangsmåde:

Først indstillede vi fjederkanonen til at skyde lodret for at finde ud af, hvor højt kuglen kom op, hvis al energien blev brugt til lodret opdrift.

Dernæst indstillede vi fjederkanonen til at skyde i forskellige vinkler (30(-60( i forhold til vandret), flere gange ved hver vinkel. Efter fjederkanonen var affyret ramte metalkuglen carbonpapiret, som var lagt ovenpå et almindeligt papir, hvor der så var kommet et aftryk af kuglens nedslag. Ved hvert nedslag markerede vi ved hvilken vinkel nedslaget var fra, og til sidst tog vi et gennemsnit af nedslagene ved øjemål ved hver vinkel og målte denne gennemsnitslængde.

Måleresultater:

	Vinkel (
	Længde x [cm]
	Usikkerhed* [(cm]
	S-M** [cm]
	Antal målinger

	30(
	153,0
	1,5
	2,2
	4

	35(
	165,9
	4,5
	6,7
	4

	40(
	170,0
	6,5
	9,4
	7

	45(
	168,6
	1,4
	2,2
	5

	50(
	167,1
	0,5
	1,1
	4

	55(
	157,8
	2,0
	3,0
	4

	60(
	142,7
	4,5
	8,3
	5


* Afstand fra gennemsnitsværdi til den målte værdi der afvigede mest herfra.

** S-M = størsteværdi – mindsteværdi

Højde ymax ved vinkel på 90(: 85,5 cm

Behandling af måleresultater:

Begyndelsesfart:
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Vi kan finde de teoretiske x-værdier ved at indsætte i formlen 
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	Vinkel (
	Teoretisk længde [cm]
	Målt længde [cm]
	Afvigelse

	30(
	148,1
	153,0
	+ 3,315 %

	35(
	160,7
	165,9
	+ 3,244 %

	40(
	168,4
	170,0
	+ 0,9488 %

	45(
	171,0
	168,6
	- 1,404 %

	50(
	168,4
	167,1
	- 0,7732 %

	55(
	160,7
	157,8
	- 1,797 %

	60(
	148,1
	142,7
	- 3,640 %


Den maksimale kastehøjde skulle teoretisk være:
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At den målte højde passer med den teoretiske er ikke nogen tilfældighed, da vi netop tidligere brugte denne højde til at bestemme begyndelsesfarten vo, hvor vi nu bare er gået den anden vej. Der ville med andre ord være noget galt hvis ikke det gav præcis det samme.

Den længste kastevidde skulle være dobbelt så lang som max-højden, dvs. 171,0 cm. Den længste kastevidde vi målte var 170,0 cm, hvilket er 0,58 % mindre end det teoretiske. Vi ville højst sandsynligt være kommet endnu tættere på det teoretisk hvis vi havde målt ved vinkler mellem 40( og 45(, da den ”rigtige” 45(-vinkel nok lå ved ca. 43( (se konklusion). Ikke desto mindre må en afvigelse på 0,58 % siges at være en ganske lille afvigelse.

For at få lidt bedre overblik over situationen kan resultaterne også sættes ind på en 

((, x)-graf og en (sin(2(), x)-graf. I sidste tilfælde vil hældningskoefficienten 

så være 
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[image: image22.wmf]Kastevidde som funktion vinklen
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Herover ses kastevidden som funktion af vinklen metalkuglen blev skudt af sted med. Linjen med krydser er den målte og linjen med cirkler er den teoretiske. 

Det ses grafen er forskudt lidt til venstre i forhold til hvad den burde. 

[image: image23.wmf]Kastevidde som funktion af sin(2*vinkel)
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Herover ses kastevidden som funktion af sin(2(), hvor ( er vinklen metalkuglen blev skudt af sted med. Igen er linjen med krydser den målte og linjen med cirkler den teoretiske, hvor jeg har fundet bedste rette linie for hver af dem. At der er to forskellige grafer for de målte værdier skyldes, at WinDUO (programmet der har lavet graferne) ikke har kunnet indsætte den samme x-værdi to gange, fx sin(2(30() = sin(2(60().

I øvrigt fik jeg den gennemsnitlige hældning af den målte graf til at være a = 1,61 m, dvs. 
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, hvilket passer fint med de 4,10 m/s jeg fandt vha. energi-formlerne tidligere.

Som det tydeligst fremgår af den første graf, kunne det tyde på at vinklerne var en smule forskudt. Hvis grafen skal ’skubbes’ tilbage til højre, så den kommer til at passe med den teoretiske, skal der lægges nogle grader til. 

Ved at lægge 2( til gradtallet for hver af målingerne fås nedenstående grafer.
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Her ses samme graf som den første, hvor der blot er lagt 2( til de målte vinkler. Herved kommer grafen til at være næsten helt perfekt.
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Her ses samme graf som den anden, hvor der også er lagt 2( til de målte vinkler. Herved kommer også denne graf til at være næsten perfekt (Hvis vi indsætter punktet (0,0) på den målte graf kommer denne faktisk til at ligge næsten præcis oven på den teoretiske graf).

Det kunne med andre ord tyde på, at den vinkel vi målte på fjederkanonen var ca. 2( for lille.

Fejlkilder:

Vi kan være kommet til at rykke papiret med nedslagsaftrykkene lidt. Dette kan resultere i både for lang og for kort målt kastevidde, afhængig af hvilken vej papiret er blevet skubbet.

Ydermere kan vi eventuelt være kommet til at rykke fjederkanonen lidt da vi affyrede den. Både vandret og lodret kan den være blevet forskudt, samt at vinklen også kan være blevet skæv ved et eventuelt skub. Dette kan også påvirke måleresultatet i begge retninger afhængig af hvilken retning fjederkanonen har rykket sig. 

Det er meget sandsynligt at vi er kommet til at måle for små vinkler, da fjederkanonen rykkede sig op i en lidt større vinkel da man affyrede den. Da vi tog flere skud i træk ved samme vinkel, kan dette meget vel skyldes den forskydning af grafen som er opstået.

Vi valgte at lave det på øjemål, da vi skulle finde gennemsnitslængden ved hver vinkel, da det ville tage for lang tid at måle hvert enkelt punkt og så til sidst finde gennemsnitslængden ved at lægge sammen og dividere. Dette medfører selvfølgelig en vis usikkerhed på hvor præcise vores længdemål har været.

Endelig har vi ikke målt præcist fra hverken centrum af kuglen da den sad i fjederkanonen eller fra centrum af nedslagsstedet, men denne usikkerhed er dog ganske lille, og har nok ikke betydet ret meget i sidste ende.

Usikkerhed:
Instrumentusikkerhed:

Målebånd: 
1 mm

Vinkelmåler:
1(
Måleusikkerhed:

Man kan udregne den relative usikkerhed af et produkt ved at finde summen af de relative usikkerheder. Dvs. for at finde usikkerheden af x skal vi først finde usikkerheden af v02 og sin2(.

Usikkerheden af v02 sættes til det samme som usikkerheden af højden h, da v02=gh, (v02 = 
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Vi kan udregne måleusikkerheden på sin2( på følgende måde:
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Dvs. usikkerheden på x kan udregnes som:
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hvor (( er usikkerheden på vinkelmålingen, dvs. 
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Samlet usikkerhed:

Oven i den fundne usikkerhed skal vi så lægge usikkerheden på målingen af x med målebåndet, det som i et tidligere skema blev kaldt ’usikkerhed’, som var defineret som afstanden fra gennemsnitsværdien af en måling til det målte punkt der lå længst fra denne gennemsnitsværdi. 

Vi kan nu opstille et skema med usikkerhederne:

	Vinkel
	Målt længde
	Usikkerhed 1*
	Usikkerhed 2**
	Samlet usikkerhed

	30(
	153,0 cm
	1,5 cm
	6,901% = 10,56 cm
	12,1 cm

	35(
	165,9 cm
	4,5 cm
	4,143% = 6,873 cm
	11,4 cm

	40(
	170,0 cm
	6,5 cm
	1,970% = 3,350 cm
	9,8 cm

	45(
	168,6 cm
	1,4 cm
	0,2339% = 0,3944 cm
	1,8 cm

	50(
	167,1 cm
	0,5 cm
	1,623% = 2,712 cm
	3,2 cm

	55(
	157,8 cm
	2,0 cm
	2,721% = 4,294 cm
	6,3 cm

	60(
	142,7 cm
	4,5 cm
	3,567% = 5,090 cm
	9,6 cm


* Afstand fra gennemsnitsværdi til den målte værdi der afvigede mest herfra.

** Usikkerhed udregnet vha. formlen 
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Det skal lige nævnes at jeg har valgt at runde af til et decimal ved den samlede usikkerhed, da det ikke er nødvendigt med mere efter min mening. Ved afrundingen er brugt de præcise værdier for de to andre usikkerheder, hvorfor resultatet måske kan virke 0,1 cm for stort eller for småt.

Vi kan nu lave en (x, sin2()-graf hvor usikkerhederne er indtegnet:

[image: image32.wmf]Kastevidde som funk af sin(2*vink.) (m. usik.)
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Måske er det lidt utydeligt, men det kan dog godt ses, at ingen af de målte værdier falder uden for det acceptable i henhold til usikkerhedsberegningerne.

Konklusion:

Alt i alt må forsøget siges at være forløbet ganske godt. Forsøget om hvorvidt en fjederkanon kan skyde dobbelt så langt vandret som lodret, må siges at være lykkedes ganske godt, da den kun skød 0,58 % kortere end hvad den burde (og det var højst sandsynlig fordi vi ikke målte alle vinkler).

Den fejlmargin der var på forsøget skyldes højst sandsynligt, at vi har aflæst lidt for små vinkler (se fejlkilder). Vi så at hvis vinklerne havde været blot 2( større end det vi målte, så passede resultaterne næsten perfekt.

Mht. usikkerhedsberegningerne, så er er det første gang jeg har lavet sådanne udregninger for at finde usikkerhed. Men det ser da ud til, at de målte resultater lå inden for de usikkerheder jeg fandt, så hvis udregningerne er rigtige, så er forsøget også ganske acceptabelt, set ud fra hvor meget de målte værdier måtte afvige fra de teoretiske.
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