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EfortulEfortul de de calculcalcul al al MCMMPMCMMP cu cu modelulmodelul ARAR esteeste susţinutsusţinut, , deoarecedeoarece aîtaît numnumăărulrul datelordatelor
mmăăsuratesurate cîtcît şişi numnumăărulrul de de parametriparametri au au valorivalori marimari ((pentrupentru a a asiguraasigura o o precizieprecizie suficientsuficientăă).).

ObiectivObiectiv
Reducerea efortului de calcul prin metode alternative de identificare.ReducereaReducerea efortuluiefortului de de calculcalcul prinprin metodemetode alternative de alternative de identificareidentificare..

Algoritmul Levinson-Durbin (ALD)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin (Durbin (ALDALD))

Ideea lui N. Levinson
(1947)

IdeeaIdeea luilui N. LevinsonN. Levinson
((19471947))

Estimarea parametrilor necunoscuţi şi a dispersiei zgomotului alb 
se poate realiza apelînd la un algoritm recursiv, pe baza
proprietăţilor remarcabile ale matricilor de tip Toeplitz simetrice.

EEstimarea parametrilor necunoscustimarea parametrilor necunoscuţţi i şşi a dispersiei zgomotului alb i a dispersiei zgomotului alb 
se poate realiza apelse poate realiza apelîînd la nd la un un algoritmalgoritm recursivrecursiv,, pepe bazabaza
proprietproprietăăţţilorilor remarcabileremarcabile ale ale matricilormatricilor de tip de tip ToeplitzToeplitz simetricesimetrice..

Se Se pleacpleacăă tot de la tot de la sistemulsistemul YuleYule--WalkerWalker--WienerWiener, , îînn care se care se folosescfolosesc urmurmăătoareletoarele notanotaţţiiii
((pentrupentru a a punepune îînn evidenevidenţţăă indiceleindicele de de recurenrecurenţţăă —— ordinulordinul modeluluimodelului ARAR):):

•

, , 1,
ˆ{ }N p i i pa

∈
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ˆ
N pλ

ParametriiParametrii estimaestimaţţii din din NN date date mmăăsuratesurate, , pentrupentru modelulmodelul AR[pAR[p]]..

DispersiaDispersia estimatestimatăă a a zgomotuluizgomotului alb din alb din NN date date mmăăsuratesurate, , pentrupentru modelulmodelul AR[pAR[p]]..

1,p na∈ ,
ˆ

N pθ VectorulVectorul parametrilorparametrilor estimaestimaţţii din din NN date date mmăăsuratesurate, , 
pentrupentru modelulmodelul AR[pAR[p]]..

Pentru a rezolva sistemul Yule-Walker-Wiener de ordin na, se vor reactualiza succesiv soluţiile
sistemelor Yule-Walker-Wiener de ordine inferioare, plecînd de la sistemul de ordin 1.
PentruPentru a a rezolvarezolva sistemulsistemul YuleYule--WalkerWalker--Wiener de Wiener de ordinordin nana, se , se vorvor reactualizareactualiza succesivsuccesiv solusoluţţiileiile
sistemelorsistemelor YuleYule--WalkerWalker--Wiener de Wiener de ordineordine inferioareinferioare, , plecplecîîndnd de la de la sistemulsistemul de de ordinordin 11..

Matricile de tip Toeplitz simetrice joacă rolul principal în acest scenariu. MatricileMatricile de tip de tip ToeplitzToeplitz simetricesimetrice joacjoacăă rolulrolul principal principal îînn acestacest scenariuscenariu. . 
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ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))

FieFie n n×∈A R
Propoziţia 5 (proprietatea de invarianţă la răsturnare a matricilor simetrice de tip Toeplitz)PropoziPropoziţţiaia 5 (5 (proprietateaproprietatea de de invarianinvarianţţăă la la rrăăsturnaresturnare a a matricilormatricilor simetricesimetrice de tip de tip ToeplitzToeplitz))

o o matrice simetricmatrice simetrică ă de tip Toeplitz asociatde tip Toeplitz asociată ă operatorului liniar operatorului liniar : n n→R RA ..

Se Se noteaznoteazăă prinprin : n n→R RR izomorfismul spaţiuluiizomorfismul spaţiului nR care realizeazcare realizează ă inversarea totalinversarea totalăă

a ordinii elementelor orica ordinii elementelor oricăărui vector dinrui vector din nR ::

1 1( ) [ ]
def def

R T
n nx x x−= =x xR ,, 1 2[ ]T n

nx x x∀ = ∈x R ..

Atunci operatoriiAtunci operatorii A şşii R comutcomutăă.. Mai Mai precisprecis::

≡A R R A ( )R R=Ax Ax ..

operaoperaţţiaia de de rrăăsturnaresturnare a a 
vectorilorvectorilor

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

Matricea caracterisitcă a 
operatorului de răsturnare
MatriceaMatricea caracterisitccaracterisitcăă a a 

operatoruluioperatorului de de rrăăsturnaresturnare

0 0 1
0 1 0

1 0 0

def
n n×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

J R

diagonaladiagonala secundarsecundarăă

Analogie de notaţie cu 
cea din geometria plană. 
AnalogieAnalogie de de notanotaţţieie cu cu 
ceacea din din geometriageometria planplanăă. . 
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Diagonalele celor două matrici
sunt geometric perpendiculare. 
DiagonaleleDiagonalele celorcelor doudouăă matricimatrici
suntsunt geometric geometric perpendiculareperpendiculare. . 

Propoziţia 5PropoziPropoziţţiaia 55

=AJ JA

=JAJ A

Matricea de răsturnare
coincide cu propria sa inversă. 

MatriceaMatricea de de rrăăsturnaresturnare
coincide cu coincide cu propriapropria sasa inversinversăă. . 

Aceeaşi proprietate ca a matricii unitare. AceeaAceeaşşii proprietateproprietate ca a ca a matriciimatricii unitareunitare. . 



Se va deduce o relaţie recurentă de forma:Se Se vava deduce o deduce o relarelaţţieie recurentrecurentăă de forma:de forma:
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))

2
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1
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[1] [ ] [0]

[0] [1] [ 1] [1]
[1] [0] [ 2] [2]

[ 1] [ 2] [0] [ ]
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,
ˆ

N pθ

Sistemul Yule-Walker-WienerSistemulSistemul YuleYule--WalkerWalker--WienerWiener

exprimareexprimare matricialmatricialăă compactcompactăă

2
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, ,

1
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, 1N p+R

Proprietate remarcabilă de imbricareProprietateProprietate remarcabilremarcabilăă de de imbricareimbricare

,N pR

Această proprietate, împreună cu Propoziţia 5, va permite
exprimarea soluţiei curente în funcţie de soluţia precedentă. 
AceastAceastăă proprietateproprietate, , îîmpreunmpreunăă cu cu PropoziPropoziţţiaia 55, , vava permitepermite
exprimareaexprimarea solusoluţţieiiei curentecurente îînn funcfuncţţieie de de solusoluţţiaia precedentprecedentăă. . 

1,p na∀ ∈

vectorulvectorul parametrilorparametrilor
extinsextins cu cu valiareavaliarea unitarunitarăă

,N pR

, 1N p+R 1,p na∀ ∈
2,p na∀ ∈coeficientcoeficient de de adaptareadaptare

cece trebuietrebuie determinatdeterminat
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))
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,N pR
, 1

ˆ R
N p−θ

, 1 , 1,1 , 1, 1ˆ ˆ[ ] [ 1] [1]
def

N N N
N p y N p y N p p yr p a r p a r− − − −α = + − + +

Factorul de corecţie are 
amplitudini din ce în ce mai mici.
FactorulFactorul de de coreccorecţţieie are are 
amplitudiniamplitudini din din cece îînn cece maimai micimici..
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,N pR

2,p na∀ ∈

vectorulvectorul anterior al anterior al parametrilorparametrilor, , 
extinsextins cu cu valoareavaloarea nulnulăă

1,p na∀ ∈

, 1
ˆ

N p−θ

Factor de corecţie necesar pentru ca 
sistemul să fie compatibil.

Factor de Factor de coreccorecţţieie necesarnecesar pentrupentru ca ca 
sistemulsistemul ssăă fie fie compatibilcompatibil..

• DacDacăă pp==nana+1+1, , aceastaceastăă ecuaecuaţţieie aproximeazaproximeazăă urmurmăătoareatoarea
ecuaecuaţţieie extrasextrasăă din din sistemulsistemul YuleYule--WalkerWalker--Wiener:Wiener:

1 1[ ] [ 1] [1] 0y y p yr p a r p a r∗ ∗
−+ − + + =

Noul sistem moşteneşte matricea sistemului curent, 
dar operează cu soluţia sistemului precedent.
NoulNoul sistemsistem momoşşteneteneşştete matriceamatricea sistemuluisistemului curentcurent, , 
dardar opereazopereazăă cu cu solusoluţţiaia sistemuluisistemului precedent.precedent.

Noul sistem nu este echivalent cu sistemele curent sau precedent. NoulNoul sistemsistem nunu esteeste echivalentechivalent cu cu sistemelesistemele curentcurent sausau precedent. precedent. 

Prin răsturnarea celor 2 vectori, matricea
sistemului rămîne neschimbată. 
PrinPrin rrăăsturnareasturnarea celorcelor 2 2 vectorivectori, , matriceamatricea
sistemuluisistemului rrăămmîînene neschimbatneschimbatăă. . 

Propoziţia 5PropoziPropoziţţiaia 55
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Dispunem de două sisteme echivalente.DispunemDispunem de de doudouăă sistemesisteme echivalenteechivalente..
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))

AşadarAşadarAşadar
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Factorul de corecţie din primul sistem
poate fi anulat folosind al doilea sistem. 
FactorulFactorul de de corecţiecorecţie din din primulprimul sistemsistem
poatepoate fifi anulatanulat folosindfolosind al al doileadoilea sistemsistem. . 
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2,p na∀ ∈

1 1 2 2 
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Matricea sistemului este
aceeaşi în ambele ecuaţii. 
MatriceaMatricea sistemuluisistemului esteeste
aceeaaceeaşşii îînn ambeleambele ecuaecuaţţiiii. . 
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, 1 , 1,1 , 1, 1ˆ ˆ[ ] [ 1] [1]N N N
N p y N p y N p p yr p a r p a r− − − −α = + − + +

Soluţia recurentă a sistemului Yule-Walker-WienerSoluSoluţţiaia recurentrecurentăă a a sistemuluisistemului YuleYule--WalkerWalker--WienerWiener
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))

RezultăRezultRezultăă
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ α⎢ ⎥=
⎢ ⎥ −⎢ ⎥λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥α

⎢ ⎥−
⎢ ⎥λ⎣ ⎦

, 1, 1 , 1
, 2

, 1

ˆ ˆˆ
ˆ0 1

R
N pN p N p

N p
N p

−− −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

θ θθ

2
, 12 2

, , 1 2
, 1

ˆ ˆ
ˆ

N p
N p N p

N p

−
−

−

α
λ = λ −

λ

DADA

EsteEste dispersiadispersia corectcorect estimatestimatăă??

În contextul definit de ecuaţiile În contextul definit de ecuaţiile recurenterecurente
ale ale luilui Levinson, cantitatea:Levinson, cantitatea:

Propoziţia 6 (corectitudinea soluţiei recurente)PropoziPropoziţţiaia 6 (6 (corectitudineacorectitudinea solusoluţţieiiei recurenterecurente))

esteeste nenegativnenegativăă..

2
, 12

, , 1 2
, 1

ˆ
ˆ

def
N p

N p N p
N p

−
−

−

α
β = λ −

λ

Mai multMai Mai multmult

2
, 12 2 2

, , 1 , 14
, 1

ˆ ˆ ˆ0 1 ˆ
N p

N p N p N p
N p

−
− −

−

⎡ ⎤α
≤ λ = λ − ≤ λ⎢ ⎥

λ⎢ ⎥⎣ ⎦
2,p na∀ ∈

Cu cît modelul devine mai complex, 
cu atît el devine mai precis . 
Cu cCu cîît modelul devine mai complex, t modelul devine mai complex, 
cu atcu atîît el devine mai precist el devine mai precis . . 
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Modelul este stabil.ModelulModelul esteeste stabilstabil..

209209

Algoritmul Levinson-Durbin (ALD)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin (Durbin (ALDALD))

IniţializareIniIniţţializareializare

Buclă iterativăBuclBuclăă iterativiterativăă

Date de intrareDate de Date de intrareintrare

[0]N
yr

PentruPentruPentru 2,p na∈

Se evaluează cîştigul: Se Se evalueazevalueazăă ccîîşştigultigul: : 

Se reactualizează vectorul curent al parametrilor: Se Se reactualizeazreactualizeazăă vectorulvectorul curentcurent al al parametrilorparametrilor: : 

Date de ieşireDate de Date de ieieşşireire
ˆ

naθ
2ˆ
naλ

Parametrii estimaţi ai modelului AR[na]. ParametriiParametrii estimaestimaţţii aiai modeluluimodelului AR[naAR[na]]. . 

Dispersia estimată a zgomotului alb. DispersiaDispersia estimatestimatăă a a zgomotuluizgomotului alb. alb. 

1,{ [ ]}N n Ny n
∈

=D ((setulsetul de date de date mmăăsuratesurate la la ieieşşireairea procesuluiprocesului autoauto--regresivregresiv))

na ((ordinulordinul modeluluimodelului autoauto--regresivregresiv))

Se evaluează valorile secvenţei de auto-covarianţă a datelor: Se Se evalueazevalueazăă valorilevalorile secvensecvenţţeiei de autode auto--covariancovarianţţăă a a datelordatelor: : [1]N
yr [ ]N

yr na

1 1
ˆ ˆˆ
0 1

R
p p

p pk− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

θ θθ

2 2 2
1

ˆ ˆ 1p p pk− ⎡ ⎤λ = λ −⎣ ⎦Se reactualizează dispersia zgomotului alb: Se Se reactualizeazreactualizeazăă dispersiadispersia zgomotuluizgomotului alb: alb: 

Se estimează parametrii modelului de ordin 1: Se Se estimeazestimeazăă parametriiparametrii modeluluimodelului de de ordinordin 1: 1: 
1,1 1

[1] ˆˆ
[0]

N def
y
N
y

r
a

r
= − = θ

( )2 2
1 1,1

ˆ ˆ[0] 1N
yr aλ = −

Coeficienţii de reflexie
din cadrul Algoritmului
Schür-Cohn.  

CoeficienCoeficienţţiiii de de reflexiereflexie
din din cadrulcadrul AlgoritmuluiAlgoritmului
SchSchüürr--CohnCohn.  .  

( )1,1 1, 12
1

1 ˆ ˆ[ ] [ 1] [1]ˆ
N N N

p y p y p p y
p

k r p a r p a r− − −
−

= − + − + +
λ

Propoziţia 6PropoziPropoziţţiaia 66

1pk ≤
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare)AlgoritmulAlgoritmul LevinsonLevinson--Durbin Durbin ((continuarecontinuare))

☺☺ AlgoritmulAlgoritmul esteeste extremextrem de de eficienteficient, , deoarecedeoarece se se evitevităă inversareainversarea explicitexplicităă a a matriciimatricii sistemuluisistemului..

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu • SSăă se se proiectezeproiecteze un un algoritmalgoritm de de inversareinversare a a matricilormatricilor simetricesimetrice de tip de tip ToeplitzToeplitz, , 
folosindfolosind ALDALD. . 

Efortul de calculEfortulEfortul de de calculcalcul AdunăriAdunAdunăăririÎnmulţiriÎnmulţiriÎnmulţiri

Calculul auto-covarianţelorCalcululCalculul autoauto--covarianţelorcovarianţelor

Estimaţia iniţialăEstimaţiaEstimaţia iniţialăiniţială

Procesul iterativProcesulProcesul iterativiterativ

( 1)(2 2)
2

na N na

×

+ − +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ]3
×

[ ]( 1)( 4)na na
×

− +

( 1)(2 )
2

na N na

+

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ]1 +

( 1)(3 1)
2

na na na

+

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

TotalTotalTotal
( 1)( 2 10) ( 1)( 2 2)~

2 2ALD
na na N na na N

× +

+ + + + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
O

Exemplul 1ExemplulExemplul 11 1000N = 30na = Exemplul 2ExemplulExemplul 22 10N = 10na =
[ ]
[ ]

~ 1625

1415
MCMMP ×

+

+

+

O [ ]
[ ]

~ 1605

1440
MYWW ×

+

+

+

O [ ]
[ ]

~ 210

154
ALD ×

+

+

+

O

(off(off--line)line) (on(on--line)line)

[ ]
[ ]

~ 495625

493795
MCMMP ×

+

+

+

O [ ]
[ ]

~ 70515

69120
MYWW ×

+

+

+

O [ ]
[ ]

~ 31590

31434
ALD ×

+

+

+

O

Efortul de calcul a scăzut sensibil, în special în cazul identificării adaptive, 
cînd ordinul modelului este comparabil cu dimensiunea orizontului de măsură. 
EfortulEfortul de de calculcalcul a a scscăăzutzut sensibilsensibil, , îînn special special îînn cazulcazul identificidentificăăriirii adaptive, adaptive, 
ccîîndnd ordinulordinul modeluluimodelului esteeste comparabilcomparabil cu cu dimensiuneadimensiunea orizontuluiorizontului de de mmăăsursurăă. . 210210
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PredicPredicţţiaia optimaloptimalăă a a 
proceselorproceselor autoauto--regresiveregresive

EstimareaEstimarea spectralspectrală ă prinprin
modelaremodelare autoauto--regresivregresivăă

211211

AplicaţiiAplicaţiiAplicaţii

Predicţia optimalăPredicţiaPredicţia optimaloptimalăă

ObiectivObiectiv

Estimarea valorilor ieşirii unui proces stocastic dincolo de orizontul de măsură, 
cu ajutorul unui model de identificare.
EEstimarea valorilor iestimarea valorilor ieşşirii irii unuiunui procesproces stocasticstocastic dincolo de orizontul de m dincolo de orizontul de măăsursurăă, , 
cu ajutorul unui model de identificarecu ajutorul unui model de identificare..

P ∗∈N MargineMargine de de predicpredicţţieie: : numnumăăr ales plecr ales plecîînd de la anumite caracteristici nd de la anumite caracteristici 
ale procesului stocasticale procesului stocastic..

1,N N P+ + OrizontOrizont de de predicpredicţţiiee ((dincolodincolo de de orizontulorizontul de de mmăăsursurăă). ). 

• NotaNotaţţiiii specificespecifice::

pM PredictorPredictor: model : model matematicmatematic determinatdeterminat îînn scopulscopul predicpredicţţieiiei cu cu deplasamentuldeplasamentul pp. . 

Modelul de identificare determinat folosind datele măsurate
poate fi de asemenea un predictor.  
ModelulModelul de de identificareidentificare determinatdeterminat folosindfolosind dateledatele mmăăsuratesurate
poatepoate fifi de de asemeneaasemenea un predictor.  un predictor.  

[ | ]p Ny N p+ D ValoareaValoarea predictatpredictatăă cu cu deplasamentuldeplasamentul pp (la (la momentulmomentul NN++pp), ), 
folosindfolosind dateledatele achiziachiziţţionateionate pepe orizontulorizontul de de mmăăsursurăă..

ConvenþieConvenþieConvenþie

0( )
def
=θM M

1,p P∈

0[ | ]Ny N p+ D ValoareaValoarea predictatpredictatăă cu cu deplasamentuldeplasamentul pp (la (la momentulmomentul NN++pp), ), 
folosindfolosind modelulmodelul de de identificareidentificare..

Predictori eventual diferiţi pentru deplasamente diferite.  PredictoriPredictori eventual eventual diferidiferiţţii pentrupentru deplasamentedeplasamente diferitediferite.  .  
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Se Se cerecere determinareadeterminarea unuiunui set de set de predictoripredictori cu cu ieşirileieşirile1,{ }ˆ
p p P∈

M

212212

Aplicaţii: predicţia optimală (continuare)AplicaţiiAplicaţii: : predicţiapredicţia optimaloptimalăă ((continuarecontinuare))

Eroare de predicţie cu p paşiEroareEroare de de predicţiepredicţie cu cu pp paşipaşi [ ] [ ] [ | ]
def

p Np y N p y N pε = + − + D

ieieşşireairea mmăăsuratsuratăă ieieşşireairea predictatpredictatăă ((prognozatprognozatăă))
În cazul general, pentru fiecare
pas de predicţie se va utiliza
un predictor proiectat special.  

ÎÎnn cazulcazul general, general, pentrupentru fiecarefiecare
pas de pas de predicpredicţţieie se se vava utilizautiliza
un predictor un predictor proiectatproiectat special.  special.  

Caz particularCazCaz particularparticular 0( )
def
=θM M 0 0[ ] [ ] [ | ]

def

Np y N p y N pε = + − + D

Erorile de predicţie pot fi evaluate cu ajutorul unui
singur predictor: cel dat de modelul de identificare. 
ErorileErorile de de predicpredicţţieie pot pot fifi evaluate cu evaluate cu ajutorulajutorul unuiunui
singursingur predictor: predictor: celcel datdat de de modelulmodelul de de identificareidentificare. . 

Problema predicţiei optimaleProblemaProblema predicpredicţţieiiei optimaleoptimale

1,
ˆ{ }p p Py

∈ , care , care ssăă fiefie

optimalioptimali înîn sensulsensul minimizminimizăăriirii dispersieidispersiei eroriierorii de de predicţiepredicţie::

( ){ } ( ){ }2 2
ˆ[ ] [ | ] [ ] [ | ]p N p NE y N p y N p E y N p y N p+ − + ≤ + − +D D

((faţăfaţă de de alţialţi predictoripredictori

( ){ } ( ){ }2 2
0ˆ[ ] [ | ] [ ] [ | ]p N NE y N p y N p E y N p y N p+ − + ≤ + − +D D

((faţăfaţă de de predictorulpredictorul de de identificareidentificare).).

1,{ }p p P∈
M cu cu ieşirileieşirile 1,{ }p p Py

∈ ););

1,p P∀ ∈

1,p P∀ ∈

, 1,p P∀ ∈

, 1,p P∀ ∈

Eroare optimală de 
predicţie cu p paşi
EroareEroare optimaloptimalăă de de 
predicţiepredicţie cu cu pp paşipaşi ˆ ˆ[ ] [ ] [ | ]

def

p Np y N p y N pε = + − + D
1,p P∀ ∈
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Aplicaţii: predicţia optimală (continuare)AplicaţiiAplicaţii: : predicţiapredicţia optimaloptimalăă ((continuarecontinuare))

Cum Cum poatepoate fifi rezolvatrezolvatăă problemaproblema predicţieipredicţiei optimaleoptimale??

În forma originală, problemei nu i se poate construi o soluţie, deoarece
nu se dispune de setul de date măsurate pe orizontul de predicţie.
ÎnÎn forma forma originaloriginalăă, , problemeiproblemei nunu i se i se poatepoate construiconstrui o o soluţiesoluţie, , deoarecedeoarece
nunu se se dispunedispune de de setulsetul de date de date mmăăsuratesurate pepe orizontulorizontul de de predicţiepredicţie..

Problema trebuie relaxată, astfel încît să se poată construi o soluţie sub-optimală.ProblemaProblema trebuietrebuie relaxatrelaxatăă, , astfelastfel încîtîncît ssăă se se poatpoatăă construiconstrui o o soluţiesoluţie subsub--optimaloptimalăă..

FolosindFolosind inegalitateainegalitatea triunghiuluitriunghiului, se , se poatepoate obobţţineine o o condicondiţţieie de subde sub--optimalitateoptimalitate
din din condicondiţţiaia de de optimalitateoptimalitate. . 

( ){

•

}2
ˆ[ ] [ | ]p NE y N p y N p+ − + D =

se se adunadunăă şşii se se scadescade ieieşşireairea predictatpredictatăă
cu cu modelulmodelul de de identificareidentificare

( ){ }2

0 0 ˆ[ ] [ | ] [ | ] [ | ]N N p NE y N p y N p y N p y N p= + − + + + − +D D D ≤
inegalitateainegalitatea
triunghiuluitriunghiului

1,p P∀ ∈
( ){ } ( ){ }22

0 0 ˆ[ ] [ | ] [ | ] [ | ]N N p NE y N p y N p E y N p y N p≤ + − + + + − +D D D

• ÎÎn loc sn loc să ă fie minimizatfie minimizată ă dispersia erorii de predicdispersia erorii de predicţţie, ie, va fi minimizat termenul din dreapta inegalitva fi minimizat termenul din dreapta inegalităăţţiiii, , 
exprimat ca o exprimat ca o sumsumă ă de doude două ă dispersiidispersii..

Problema predicţiei sub-optimaleProblemaProblema predicpredicţţieiiei subsub--optimaleoptimale

( ){ } ( ){ }22
0 0 ˆmin [ ] [ | ] min [ | ] [ | ]N N p NE y N p y N p E y N p y N p+ − + + + − +D D D

1,p P∀ ∈
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