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©® Metode de identificare si validare 9
©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive |

® Efortul de calcul al MCMMP cu modelul AR este sustinut, deoarece ait numérul datelor ;
masurate cit s numarul de parametri au valori mari (pentru a asigura o precizie suficienta).

1‘@
Obiectiv

Metoda Yule-Walker-Wiener

Algoritmul Levinson-Durbin (ALD) |
9 ‘ :] Estimarea parametrilor necunoscuti $i a dispersiei zgomotului alb

Reducerea efortului de calcul prin metode alternative de identificare.

Algoritmul Levinson-Durbin

¢ ieca 111(;11;14%3 vinson se poate realiza apelind la un algoritm recursiv, pe baza
proprietatilor remarcabile ale matricilor de tip Toeplitz simetrice.

e Se pleaca tot de la sistemul Yule-Walker-Wiener, in care se folosesc urmitoarele notatii
(pentru a pune 1n evidenta indicele de recurentd — ordinul modelului AR):

{éN i }i o1 p | Parametrii estimati din N date mésurate, pentru modelul AR[p].

@ pelna | % éN »| = Vectorul parametrilor estimati din N date mésurate,
: R pentru modelul AR[p].

Ka n | Dispersia estimata a zgomotului alb din N date mésurate, pentru modelul AR[p].

Pentru a rezolva sistemul Yule-Walker-Wiener de ordin Na, se vor reactualiza succesiv solutiile
sistemelor Yule-Walker-Wiener de ordine inferioare, plecind de la sistemul de ordin 1.

¢ Matricile de tip Toeplitz simetrice joacé rolul principal in acest scenariu. I <203




© Metode de identificare si validare =

©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive e
Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) | E—
Propozitia 5 (proprietatea de invarianta la rasturnare a matricilor simetrice de tip Toeplitz) I

Fie A € R™" o matrice simetrica de tip Toeplitz asociata operatorului liniar o/ : R" — R",
Se noteazi prin R :R" — R" izomorfismul spatiului R" care realizeazi inversarea totala

a ordinii elementelor oricarui vector din R":

def def
@(X) — XR :[Xn Xn_]_( X]_]T , \v/X:[Xl X2 - Xn]T ERn.- )
Atunci operatorii o/ si 2 comuta. Mai precis: X@/ destil rastumare B
R vectorilor
oot oR=Roce/ () (AX)" =A
D2ionsirzarls | ’ Exercitiu I diagonala secundara
¢ Analogie de notatie cu
eR™" cea din geometria plan.

Matricea caracterisitca a J =
operatorului de rasturnare

4
Propozitia 5
Exercitiu | Al =JA
Matricea de résturnare . 3 ici
e ! 4 Dlafondele t:ielor ;1;:: dlircl;ztlna:;
- sunt geometric pe .
¢ Aceeasi proprietate ca a matricii unitare. I JAJ=A E 204 E
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) I

Sistemul Yule-Walker-Wiener |

ar, [+ +a,r,[na]- A =, [0]

r, [0] r, [1] - r[na-1]| a
r, [1] r,[0] -~ r,[na-2]| a 8

r,lna-1 r[na-2] - r,[0] a.;a

r, [
r, [2]

r, ['na]

exprimare matriciala compacta

Proprietate remarcabiléa de imbricare

R

.

' [0] i [p=11 ! r'p]

f N,p ; T
el - 0o v
r, [p] [ o]

1
L0 I R L ) PP
r ] c
/I 0] Tl 5| o
f i : N,p ; : :
‘[P | 1 [p-1 AU -
. — 3
R\ p+1i — ' vpcina
1 O
. hg vectorul parametrilor
An,pa | [ extins cu valiarea unitar3
0
ml Se va deduce o relatie recurentd de forma: I
— 0 — N —
AN, p.p_ .

‘v’pel,Tal

y Aceasta proprietate, impreund cu Propozitia 5, va permite
exprimarea solutiei curente in functie de solutia precedents.

coeficient de adaptare/ VP <2,na
ce trebuie determinat

<205 >
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) |

1
1] 0 N N s | e
: . r, [0 I =1} r P
ryN[o] ryN[p_l] ! ryN[p] éN,p,l X,z\lp y .[ ] R y [F.) ] : y !:p] :
= 0 ‘ il Ly 0
0 L. N Y - [T N N N N,p—1}| | —
Cre I e IR O
i AR P L [pl - [ n'[o]
L_ PP vpelna| L -
‘ .
Noul sistem mosteneste matricea sistemului curent, R N p+l I 9 A
dar opereazi cu solutia sistemului precedent. ’

4 Noul sistem nu este echivalent cu sistemele curent sau precedent. I vectorul anterior al parametrilor,

. 7 . . extins cu valoarea nuld
4 Prin risturnarea celor 2 vectori, matricea

sistemului rimine neschimbati.

Propozitia 5 I / ) ; def

Factor de corectie necesar pentru ca
sistemul sa fie compatibil.

N A N A N

- 0 . = (X‘N,p—l:ry [p]+aN,p—l,1ry [p_1]+"’+aN,p—1,p—1ry [1]

| ENE o - . = =
[0 .. r'[p-1] ! ry' [p] N’p;l’p ) Nop " || e Daca p=na+1, aceasti ecuatie aproximeazi urmatoarea

. Ry P — R ‘ : ecuatie extrasa din sistemul Yule-Walker-Wiener:

Np=1 -  M[0] |1 (N T ; )
- | Ty L |- 0 r[pl+ar[p—1]+--+a.,r [1]=0|
r.yN [ p] r.yN [1] i I,yN [0] ~ - y y p y
~ e =l B [ [ Mo ] Factorul de corectie are

<206 >
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©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive

Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) I

Asadar | Dispunem de doua sisteme echivalente. I

1 0 ]
1l a 5.2 . a [ oy in
ryN [O] J r-yN [ p— 1] ! r.yN [ p] N ,:prl N(,)p—l ryN [0] o ryN [ p— 1] ! ryN [ p] N, p._1, p-1 NOp 1
: e . ey - (.
L S ; - e o s 0
r; [p] o RS O rlpl - [ 01 . s
| 1 y I -| 8N, p-1,p-1 | Oy pti N y i . - Anpan _}”ﬁlvp—l_
0 . 1 —
= —VY pe2,na = = Vpe2na
m | — ¥pe2na
Q,/ Factorul de corectie din primul sistem “ T ' Xﬂ E ””“?ﬁ” i
poate fi anulat folosind al doilea sistem. come RIS o) | |2
- e ’ S—T
1
é _ a N,p-1 ~ — 5 —
N N Ne 1] ONp-11 T N,p-1,p-1 A Oy o
A A R A Mo Aipotl e
: 4. : i E : AN, -1
: . : o :
N N N = 0
Fy [p-1] - Ty [0] i Ty [1] 5 _ ONpt g i
SN - Ve || N p-Lp-1 T N,p-11 ;
i ry [ p] ry [1] i ry [O] il 7\‘N ,p-1 O
. . . a - .
¢ Matricea sistemului este S 2“ .p1
aceeasi in ambele ecuatii. i AN p1 k vpe .2 na||<q| 207 >
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Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) I

Rezulta | Solutia recurenti a sistemului Yule-Walker-Wiener I

N 2 N A N
(O(‘N,p—l =y [ p]+ ay p-11ly Nl jesess - Ay p-1,p-1 Iy [1]|
3 S -
aN,p—l,l . 5\42 N,p-1,p-1
—_— - N, p-1
aN,pl
k R 6 Oy ps éR L
TGP e LA L R L e
< N,p,p-1 Ay, p-1,p-1 52 N,p-11 h 0 KZN’p_l 1 4
a N, p-1
L aN’p’p - s N
_ Ynpa Este dispersia corect estimata ;
~ / _
| }\‘N,p—l ‘-
A & ocz
Mip=Aps — 5o Mai mult |
\ }\’N,p—l 9
L TR - - L] L] > a ~
Propozitia 6 (corectitudinea solutiei recurente) | 0 < kil _ xil . 1— N.p-1 | - x‘il )
= . - - e S 4 — P
In contextul definit de ecuatiile recurente Ay p—1

ale lui Levinson, cantitatea:

def .
va N,p—l 5\:2
N,p-1

este nenegativa.

‘v’pem|

¢ Cu cit modelul devine mai complex,
cu atit el devine mai precis .

'<[208
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©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive

Algoritmul Levinson-Durbin (ALD) |

A . - - Lo
% Date de intrare I{ n =1Y[NI}, i | (setul de date méisurate la iesirea procesului auto-regresiv)

N2
&‘\ Initializare |

¥

¢

M:) Parametrii estimati ai modelului AR[na]. | Schiir-Cohn.
Date de iesire

14| (ordinul modelului auto-regresiv)

@ Se evalueaza valorile secventei de auto-covariantd a datelor: I ryN [0] | ny [1]| | ryN [na]l

R ry [1] “ 9 Modelul este stabil. I
@ Se estimeaza parametrii modelului de ordin 1: x i ryN [0] 1
\ e N A2
j Bucla iterativa I ;}Ll =Ty [O](l_alvl)
() Pentru I pe2, nal Propozitia 6

1 A ~
(rYN [pl+a, ., ryN [p—1+-+a,, ryN [1])

s 2
p-1

\kp\ﬂ

® Se evalueaza cistigul: |kp =—

N NR
@ Se reactualizeaza vectorul curent al parametrilor: I() = [9 pl} +k, {0 pli|
0 1

® Se reactualizeazd dispersia zgomotului alb: I 7:?, = 71?,_1 [1— k; ] | ¢ Coeficientii de reflexie
din cadrul Algoritmului

Xﬁa h::) Dispersia estimata a zgomotului alb. I <209 >
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©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive -
Algoritmul Levinson-Durbin (continuare) I ==
Performantele ALD I
© Algoritmul este extrem de eficient, deoarece se eviti inversarea expliciti a matricii sistemului.

Exercitiu I e Sa se proiecteze un algoritm de inversare a matricilor simetrice de tip Toeplitz,
folosind ALD.

Efortul de calcul | nmultir | Adunir |

Calculul auto-covariantelor h [ " 1)(2'; it 2)} F [ (na+ 1)(22N - na)}
Estimatia initiald _ ﬂ— &I
Procesul iterativ _ [(na—1)(na+4)] h{ na(na —12)(3na _ 1)} ‘

Towl |0 {(na+1)(na+2N+10)} +[(na+1)(na+2N—2)}
0 | ALD

2 2
Exemplul 1 | N =1000|na = 30| (off-line) Exemplul 2 | N =10|na =10| (on-line)
D) — [495625]X + B [70515]X O, ~ [3159O]X + D [1625]X + 1 [1605]X +10,p ~ [210]x +
+[493795] +[69120] +[31434], +[1415]. +[1440] +[154].
¢ Efortul de calcul a scdzut sensibil, in special in cazul identificérii adaptive,
cind ordinul modelului este comparabil cu dimensiunea orizontului de mésura. <210
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Aplicatii

Predictia optimala a
proceselor auto-regresive

Predictia optimala

Estimarea spectrala prin
modelare auto-regresiva

A7 Estimarea valorilor iesirii unui proces stocastic dincolo de orizontul de masura,

Obiectiv % ajutorul unui model de identificare.

e Notatii specifice:

P € N* | & Margine de predictie: numar ales plecind de la anumite caracteristici
ale procesului stocastic.

N+1N+P | =» Orizont de predictie (dincolo de orizontul de méasurd).

¢ Modelul de identificare determinat folosind datele mésurate

M " \-)Predictor: model matematic determinat in scopul predictiei cu deplasamentul p. @ pelP |

& Conventie

poate fi de asemenea un predictor. \

Y, [N+ p|D,] | =» Valoarea predictatd cu deplasamentul P (la momentul N+p),
folosind datele achizitionate pe orizontul de mésura.

¢ Predictori eventual diferiti pentru deplasamente diferite.

def
M(0) = M,

YoIN + p|Dy] | = Valoarea predictati cu deplasamentul P (la momentul N+p),
folosind modelul de identificare.

<211[>
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o

Aplicatii: predictia optimald (continuare) |

def
Eroare de predictie cu p pasi |:>8[ pl=yIN +p]-y,[N+p |79N]| -

| | VpeLPl

¢ In cazul general, pentru fiecare o . . o T .
pas de predictie se va utiliza iegirea mésuratd  iegirea predictatd (prognozati)
un predictor proiectat special.

def def
Caz particular IM(G):MODSO[F)]:Y[N"‘ Pl - Yo[N + ple]l —
VpeLPl

Erorile de predictie pot fi evaluate cu ajutorul unui

Problema predictiei optimale | @ singur predictor: cel dat de modelul de identificare.

Se cere determinarea unui set de predictori {M p}peL—P cu iesirile {yp}peL—P , care sa fie

optimali in sensul minimizarii dispersiei erorii de predictie:
S 2 2 .
E{(YIN + pI-9,IN + pI2,1)°} <E{(yIN+ pl-y,IN+pI2,])}, vpelP
(fata de alti predictori {Mp}peL—P cu iesirile {yp}peL—P );

E{(YIN + p1- 9,IN + p12,1) [<E{(yIN + pI- N + pI2,])'} , vpeLP

(fata de predictorul de identificare).

Eroare optimalé de o R
predictie cu p pasi r:»g[ p] = Y[N + p]- yp[N +p[Dy ]|Vpel_P| <212
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©.0 ldentificarea i predictia proceselor autoregresive

Aplicatii: predictia optimalé (continuare) | ——=
5 % ‘ Cum poate fi rezolvatii problema predic!;iei op@

e/
» In forma originald, problemei nu i se poate construi o solutie, deoarece ‘

‘§ 4 nu se dispune de setul de date mésurate pe orizontul de predictie.

Problema trebuie relaxatd, astfel incit sa se poata construi o solutie sub-optimala. I

e Folosind inegalitatea triunghiului, se poate obtine o conditie de sub-optimalitate
din conditia de optimalitate.

se adund si se scade iesirea predictati
E{( YIN + p]-§,[N + p |pN])Z} / cu modelul de identificare

f—inegdimtea
& 2 . 9 Q
— E{(Y[N + 1= Yo[N + Dy 1+ Yo IN + p| Dy 1- §,IN + p| Dy ]) } < triunghiului

<E{(yIN+ Pl N + 12, ) |+ E{(o[N + A= PI2,]) }Vpel,—p

e In loc si fie minimizati)dispersia erorii de predictie, va fi minimizat termenul din dreapta inegalititii,

exprimat ca o sumd de doud dispersii.
Problema predictiei sub-optimale |

min E{(y[N + p]-y,[N + p|pN])2}+min E{(yO[N +p|Dy]-Y,IN + pIDN])z}‘

Vpel,_PlE 213 >
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