
MetodeMetode de de identificareidentificare şişi validarevalidare
. Metode adaptive de identificare.. MetodeMetode adaptive de adaptive de identificareidentificare

• MajoritateaMajoritatea proceselorproceselor furnizoarefurnizoare de date de date suntsunt neliniareneliniare şşi/saui/sau posedposedăă parametriparametri variabilivariabili îînn timptimp. . 

• IdentificareaIdentificarea proceselorproceselor cu cu parametriparametri variabilivariabili îînn timptimp se se realizeazrealizeazăă cu cu ajutorulajutorul
modelelormodelelor şşii metodelormetodelor adaptive (recursive)adaptive (recursive)..

• PrinPrin identificareaidentificarea adaptivadaptivăă, se , se urmurmăărereşştete asigurareaasigurarea
unuiunui compromiscompromis îîntrentre doudouăă caracteristicicaracteristici opuseopuse ale ale 
estimaestimaţţieiiei parametrilorparametrilor necunoscunecunoscuţţii
((variabilivariabili pepe orizontulorizontul de de mmăăsursurăă): ): 

DimensiuneDimensiune
orizontorizont de de adaptareadaptare

00

CaracteristiciCaracteristici
model model adaptivadaptiv
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PreciziePrecizieAdaptabilitateAdaptabilitate

KKoo
OptimOptim

KK
Adaptabilitatea scade, în timp ce 

precizia creşte odată cu dimensiunea 
orizontului de adaptare.

AdaptabilitateaAdaptabilitatea scadescade, , îîn timp ce n timp ce 
preciziaprecizia crecreşştete odat odată ă cu dimensiunea cu dimensiunea 

orizontului de adaptare.orizontului de adaptare.

Principiul metodelor adaptivePrincipiulPrincipiul metodelormetodelor adaptiveadaptive

Estimaţia vectorului parametrilor
necunoscuţi se reactualizează folosind
datele măsurate pe orizontul de adaptare.

EstimaEstimaţţiaia vectoruluivectorului parametrilorparametrilor
necunoscunecunoscuţţii se se reactualizeazreactualizeazăă folosindfolosind
dateledatele mmăăsuratesurate pepe orizontulorizontul de de adaptareadaptare..
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k k kK K K
K K K
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= +θ θ ∆
k ∗∀ ∈N

CorecţieCorecţieCorecţie

Cu cît se achiziţionează mai multe date între momentele de reactualizare, cu atît adaptarea se efectuează 
mai rar, modelul fiind incapabil să surprindă variaţiile caracteristicilor procesului între aceste momente.
Cu cCu cîît se achizit se achiziţţioneazionează ă mai multe datemai multe date îîntre momentele de reactualizare, cu atntre momentele de reactualizare, cu atîît t adaptarea se efectueazadaptarea se efectuează ă 
mai rarmai rar, modelul fiind incapabil s, modelul fiind incapabil să ă surprindsurprindă ă variavariaţţiile caracteristicilor procesului iile caracteristicilor procesului îîntre aceste momente.ntre aceste momente.

În schimb, precizia modelului creşte, deoarece parametrii săi 
sunt determinaţi cu ajutorul unui set mai bogat de date. 
ÎÎn schimb, n schimb, precizia modelului creprecizia modelului creşştete, deoarece parametrii s, deoarece parametrii săăi i 
sunt determinasunt determinaţţi cu ajutorul unui set mai bogat de date. i cu ajutorul unui set mai bogat de date. 
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AsigurareaAsigurarea compromisuluicompromisului precizieprecizie--adaptabilitateadaptabilitate esteeste dificildificilăă. . 

Tub de Tub de varianvarianţţăă îîngustngust

OrizontOrizont de de adaptareadaptare larglarg OrizontOrizont de de adaptareadaptare îîngustngust

ΘΘ

nn00

ΘΘ**

KK 3K3K2K2K ……

ΘΘ

nn00

ΘΘ**

KK 3K3K2K2K ……

Tub de Tub de varianvarianţţăă larglarg

ΘΘ̂̂ ΘΘ̂̂

☺☺ VValorile estimate ale parametrului sunt alorile estimate ale parametrului sunt 
relativrelativ apropiate de cele adevapropiate de cele adevăăraterate şşi i 
tubul de variantubul de varianţţă ă este este relativrelativ îîngust.ngust.

GGraficul parametrului estimat este neted, raficul parametrului estimat este neted, decideci
modelul sesizeazmodelul sesizează ă mai pumai puţţin variain variaţţiile locale iile locale 
ale parametrului adevale parametrului adevăărat.rat.

ExempluExempluExemplu Cazul parametrului scalar, variabil în timp. CazulCazul parametruluiparametrului scalar, scalar, variabilvariabil înîn timptimp. . 

VValorile estimate ale parametrului sunt alorile estimate ale parametrului sunt 
relativrelativ depdepăărtatertate de cele adev de cele adevăăraterate şşi i 
tubul de variantubul de varianţţă ă este este relativrelativ larglarg..

☺☺ GGraficul parametrului estimat raficul parametrului estimat urmurmăărereşştete
variavariaţţiile locale ale parametrului adeviile locale ale parametrului adevăăratrat, , 
cu o cu o anumitanumităă acurateacurateţţee..

?K = Se sacrifică precizia în
favoarea adaptabilităţii.
Se Se sacrificsacrificăă preciziaprecizia îînn
favoareafavoarea adaptabilitadaptabilităăţţiiii..

1
ˆ ˆ

k k k−= +θ θ ∆1K = k ∗∀ ∈N



MetodeMetode de de identificareidentificare şişi validare

MetodaMetoda KalmanKalman--BucyBucy
((MKBMKB))

MRPLMRPL RecursivRecursivă ă 
((MRPLMRPL--RR))

MMEPMMEP RecursivRecursivă ă 
((MMEPMMEP--RR))

MCMMPEMCMMPE RecursivRecursivă ă 
((MCMMPEMCMMPE--RR))

MetodeMetode de Gradientde Gradient
Recursive (Recursive (MM∇∇--RR))

MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR
((MCMMPQRMCMMPQR--RR))

MVIMVI--RR cu cu fereastrfereastrăă
dreptunghiulardreptunghiularăă ((MVIMVI--RR ))

MVIMVI--RR cu cu fereastrfereastrăă exponenexponenţţialialăă
((MVIMVI--RRλλ))

MCMMPMCMMP--RR cu cu fereastrfereastrăă
dreptunghiulardreptunghiularăă ((MCMMPMCMMP--RR ))

MCMMPMCMMP--RR cu cu fereastrfereastrăă
exponenexponenţţialialăă ((MCMMPMCMMP--RRλλ))
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.. MetodeMetode adaptive de adaptive de identificareidentificare

validare

Metodele abordate în acest cursMetodeleMetodele abordateabordate înîn acestacest curscurs

MetodaMetoda CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate
RecursivRecursivăă ((MCMMPMCMMP--RR))

MetodaMetoda VaribilelorVaribilelor Instrumentale Instrumentale 
RecursivRecursivă ă ((MVIMVI--RR))

Alte metode adaptive (de precizie şi complexitate ridicate)AlteAlte metodemetode adaptive (de adaptive (de precizieprecizie şişi complexitatecomplexitate ridicateridicate))

Va fi descrisă în
finalul cursului de IS. 
VaVa fifi descrisdescrisăă îînn
finalulfinalul cursuluicursului de de ISIS. . 

Strategia
generală
StrategiaStrategia
generalgeneralăă

Expresia generală a corecţiei pentru metoda recursivă (on-line) va fi dedusă
plecînd de la expresia finală a estimaţiei din metoda nerecursivă (off-line).

ExpresiaExpresia generalgeneralăă a a coreccorecţţieiiei pentrupentru metodametoda recursivrecursivăă ((onon--lineline) ) vava fifi dedusdedusăă
plecplecîîndnd de la de la expresiaexpresia finalfinalăă a a estimaestimaţţieiiei din din metodametoda nerecursivnerecursivăă ((offoff--lineline).).



Acest rezultat remarcabil se datorează în realitate IE, care 
permite aproximarea mediei statistice cu o medie temporală
exprimată prin intermediul unei sume. 

AcestAcest rezultatrezultat remarcabilremarcabil se se datoreazdatoreazăă înîn realitaterealitate IEIE, care , care 
permitepermite aproximareaaproximarea medieimediei statisticestatistice cu o cu o mediemedie temporaltemporalăă
exprimatexprimatăă prinprin intermediulintermediul uneiunei sumesume. . 
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MetodeMetode de de identificareidentificare şişi validarevalidare
.. MetodeMetode adaptive de adaptive de identificareidentificare

De De cece corecţiacorecţia aplicataplicatăă vectoruluivectorului curentcurent al al parametrilorparametrilor estimaţiestimaţi esteeste aditivaditivăă??

1
ˆ ˆ

k k k−= +θ θ ∆
k ∗∀ ∈N

De asemeneaDe De asemeneaasemenea

Eficienţa crescută a algoritmilor adaptivi de identificare se datorează unui rezultat din Teoria Matricilor. EficienEficienţţaa crescutcrescutăă a a algoritmiloralgoritmilor adaptiviadaptivi de de identificareidentificare se se datoreazdatoreazăă unuiunui rezultatrezultat din din TeoriaTeoria MatricilorMatricilor. . 

FieFie n n×∈A R
Lema 1 (Inversarea matricilor modificate aditiv de un produs exterior)LemaLema 1 (1 (InversareaInversarea matricilormatricilor modificatemodificate aditivaditiv de un de un produsprodus exterior)exterior)

o o matrice matrice inversabilinversabilă ă şişi n∈b R ,, doi vectori cu dimensiunile egaledoi vectori cu dimensiunile egale
1 1T − ≠ −c A b AtunciAtunci matriceamatricea

T+A bc esteeste inversabilinversabilăă,, inversa acesteia avînd exprimarea:inversa acesteia avînd exprimarea:

..( )
1 11 1

11

T
T

T

− −− −
−+ = −

+
A bc AA bc A

c A b

n∈c R
(compatibili dimensional cu matricea(compatibili dimensional cu matricea A), A), avîndavînd proprietateaproprietatea:: ..

DemonstraţieDemonstraDemonstraţţieie

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
((prinprin verificareverificare

directdirectăă))

Caz
particular

CazCaz
particularparticular b = c ( )

1 11 1
11

T
T

T

− −− −
−+ = −

+
A bb AA bb A

b A b

Dacă inversa unei matrici este deja evaluată, prin adăugarea unui produs exterior la 
matricea originală, rezultă o nouă matrice a cărei inversă poate fi evaluată
fără a efectua inversarea explicită a acesteia (se efectuează doar inversarea unui scalar).

DacDacăă inversainversa uneiunei matricimatrici esteeste dejadeja evaluatevaluatăă, , prinprin adadăăugareaugarea unuiunui produsprodus exterior la exterior la 
matriceamatricea originaloriginalăă, , rezultrezultăă o o nounouăă matricematrice a a ccăăreirei inversinversăă poatepoate fifi evaluatevaluatăă
ffăărrăă a a efectuaefectua inversareainversarea explicitexplicităă a a acesteiaacesteia (se (se efectueazefectueazăă doardoar inversareainversarea unuiunui scalarscalar).).
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MCMMP-R — varianta de bazăMCMMPMCMMP--RR —— variantavarianta de de bazbazăă

1

1 1

ˆ [ ] [ ] [ ] [ ]
k k

T
k

n n

n n n y n
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑θ ϕ ϕ ϕ

k ∗∀ ∈N

MCMMP nerecursivă (off-line)MCMMPMCMMP nerecursivnerecursivăă ((offoff--lineline)) Pentru orice model de regresie liniară. PentruPentru oriceorice model de model de regresieregresie liniarliniarăă. . 

kP
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NotaNotaţţieie sugeratsugeratăă de de TeoremaTeorema fundamentalfundamentalăă a a MCMMPMCMMP..

1
2

1

ˆ( ) [ ] [ ]
N

T
N

n

n n
−

=

⎛ ⎞
= λ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑P θ ϕ ϕ

matriceamatricea de autode auto--covariancovarianţţăă a a eroriierorii de de estimareestimare

• InverseleInversele matricilormatricilor PPkk verificverificăă o o relarelaţţieie recurentrecurentăă evidentevidentăă: : 

1

1

[ ] [ ]
kdef

T
k

n

n n−

=

= ∑P ϕ ϕ
1

1

[ ] [ ] [ ] [ ]
k

T T

n

n n k k
−

=

= +∑ϕ ϕ ϕ ϕ , .k ∗∀ ∈N1
1 [ ] [ ]T

k k k−
−= +P ϕ ϕ

1
1k

−
−P 0

n nθ× θ∈P R MatriceMatrice iniiniţţialialăă care care trebuietrebuie ssăă verificeverifice
proprietproprietăăţţileile tuturortuturor matricilormatricilor succesivesuccesive: : 
inversabilitateinversabilitate, , simetriesimetrie, , pozitivpozitiv (semi(semi--definiredefinire))..

• Folosind acelaFolosind acelaşşi artificiui artificiu, , estimaestimaţţiaia offoff--line se line se poatepoate de de asemeneaasemenea exprimaexprima recursivrecursiv::

1

ˆ [ ] [ ]
k

k k
n

n y n
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑θ P ϕ

1

1

[ ] [ ] [ ] [ ]
k

k
n

n y n k y k
−

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑P ϕ ϕ ( )1

1 1
ˆ [ ] [ ]k k k k y k−

− −= +P P θ ϕ =

1
1 1
ˆ

k k
−
− −P θ

( )1
1

ˆ[ ] [ ] [ ] [ ]T
k k kk k k y k−

−
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦P P θϕ ϕ ϕ

.k ∗∀ ∈N
( )1 1

ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] ,T
k k kk y k k− −= + −θ P θϕ ϕ

0
nθ∈θ R

iniiniţţializareializare
prestabilitprestabilităă
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MCMMP-R — varianta de bază (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantavarianta de de bazbazăă ((continuarecontinuare))

AşadarAşadarAşadar ( )1 1
ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ]T

k k k kk y k k− −= + −θ θ P θϕ ϕ

k∆
O primă relaţie recursivă. O O primprimăă relarelaţţieie recursivrecursivăă. . 

IneficientIneficientăă, , deoarecedeoarece la la fiecarefiecare pas pas 
trebuietrebuie inversatinversatăă o o matricematrice..CorecţieCorecţieCorecţie

k ∗∀ ∈N

1
ˆ[ ] [ ] [ ]

def
T

kk y k k −ε = − θϕ

CorecCorecţţiaia esteeste formatformatăă din 2 din 2 factorifactori::•

( ) 11 1 1
1 1

1

[ ] [ ][ ] [ ]
1 [ ] [ ]

T
T k k

k k k T
k

k kk k
k k

−− − −
− −

−

= + = −
+

P PP P P
P

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

Lema 1LemaLema 11
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EroareaEroarea de de predicpredicţţieie cu un pas.cu un pas.

[ ]
def

k k k=γ P ϕ CCîîşştigtig (de (de senzitivitatesenzitivitate)), cu , cu rolulrolul de a de a ponderapondera eroarea de prediceroarea de predicţţie ie 
pentru fiecare componentpentru fiecare componentă ă a vectorului parametrilor estimaa vectorului parametrilor estimaţţi.i.

Nu toţi parametrii sunt la fel de sensibili la reactualizare. Nu toNu toţţi parametrii sunt la fel de sensibili la reactualizarei parametrii sunt la fel de sensibili la reactualizare. . 

Metoda ar fi mult mai eficientă dacă inversarea
matricilor s-ar putea efectua tot de o manieră recursivă.
MetodaMetoda arar fifi multmult maimai eficienteficientăă dacdacăă inversareainversarea
matricilormatricilor ss--arar puteaputea efectuaefectua tot de o tot de o maniermanierăă recursivrecursivăă..

Cum Cum poatepoate fifi mmăăritrităă eficienţaeficienţa metodeimetodei??

1
ˆ ˆ [ ]k k k k−= + εθ θ γ

k ∗∀ ∈N

k ∗∀ ∈N

Efortul de calcul efectuat iniţial
pentru inversare este conservat
de-a lungul procesului recursiv, 
adaptarea inverselor necesitînd
numai împărţirea la un scalar.  

EfortulEfortul de de calculcalcul efectuatefectuat iniţialiniţial
pentrupentru inversareinversare esteeste conservatconservat
dede--a a lungullungul procesuluiprocesului recursivrecursiv, , 
adaptareaadaptarea inverselorinverselor necesitîndnecesitînd
numainumai împărţireaîmpărţirea la un scalarla un scalar.  .  
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MCMMP-R — varianta de bază (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantavarianta de de bazbazăă ((continuarecontinuare))

Mai mult, eficienţa metodei poate creşte şi printr-o organizare judicioasă a memoriei. Mai Mai multmult, , eficienţaeficienţa metodeimetodei poatepoate creştecreşte şişi printrprintr--oo organizareorganizare judicioasjudicioasăă a a memorieimemoriei. . 

• FolosindFolosind lemalema de de inversareinversare matricialmatricialăă se se poatepoate evaluaevalua şşii ccîîşştigultigul de de senzitivitatesenzitivitate: : 

231231

[ ]
def

k k k=γ P ϕ 1 1
1

1

[ ] [ ] [ ][ ]
1 [ ] [ ]

T
k k

k T
k

k k kk
k k

− −
−

−

= −
+

P PP
P

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ
=

se se aduceaduce la la acelaacelaşşii numitornumitor

Lema 1LemaLema 11

1 1 1 1 1

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 [ ] [ ]

T T
k k k k k

T
k

k k k k k k k
k k

− − − − −

−

+ −
=

+
P P P P P

P
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
.k ∗∀ ∈N

1

1

[ ] ,
1 [ ] [ ]

k
T

k

k
k k
−

−

=
+

P
P
ϕ

ϕ ϕ

Sumarul relaţiilor MCMMP-R (on line)SumarulSumarul relarelaţţiiloriilor MCMMPMCMMP--RR ((on lineon line))

Eroarea de predicţieEroareaEroarea de de predicţiepredicţie

Cîştigul de senzitivitateCCîîşştigultigul de de senzitivitatesenzitivitate

Matricea de auto-covarianţă a 
erorii de estimare

MatriceaMatricea de autode auto--covariancovarianţţăă a a 
eroriierorii de de estimareestimare

Vectorul parametrilor estimaţiVectorulVectorul parametrilorparametrilor estimaestimaţţii

1
ˆ[ ] [ ] [ ]T

kk y k k −ε = − θϕ

1

1

[ ]
1 [ ] [ ]

k
k T

k

k
k k
−

−

=
+

Pγ
P
ϕ

ϕ ϕ

1 1[ ]T
k k k kk− −= −P P γ Pϕ

1
ˆ ˆ [ ]k k k k−= + εθ θ γ

k ∗∀ ∈N

IniţializareIniţializare??

InformaInformaţţiiii preliminarepreliminare absenteabsente::

0
nθ∈θ R

arbitrararbitrar (eventual (eventual nulnul))
0 0nθ= α >P I

InformaInformaţţiiii preliminarepreliminare disponibiledisponibile
sub forma sub forma unuiunui set set redusredus de datede date::

0 0
1

0
1 1

ˆ [ ] [ ] [ ] [ ]
N N

T

n n

n n n y n
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑θ ϕ ϕ ϕ

0PMCMMP off-lineMCMMPMCMMP offoff--lineline
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MCMMP-R
varianta de 

bază
(continuare)

MCMMPMCMMP--RR
variantavarianta de de 

bazbazăă
((continuarecontinuare))
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Algoritmul adaptiv al Celor Mai Mici PătrateAlgoritmulAlgoritmul adaptivadaptiv al al CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate

IniţializareIniIniţţializareializare

Buclă iterativăBuclBuclăă iterativiterativăă

Date de intrareDate de Date de intrareintrare

PentruPentruPentru 1k ≥

Se evaluează eroarea de predicţie curentă: Se Se evalueazevalueazăă eroareaeroarea de de predicpredicţţieie curentcurentăă: : 

Se evaluează vectorul auxiliar: Se Se evalueazevalueazăă vectorulvectorul auxiliarauxiliar: : 

Date de ieşireDate de Date de ieieşşireire { }ˆ
k k∈
θ

N
Parametrii modelului reactualizaţi
la fiecare pas de adaptare. 
ParametriiParametrii modeluluimodelului reactualizareactualizaţţii
la la fiecarefiecare pas de pas de adaptareadaptare. . 

0 0 01, 1,{ [ ]} { [ ]}N n N n Nn y n
∈ ∈

= ∪ϕD (un set (un set redusredus de date de date mmăăsuratesurate, , dacdacăă esteeste posibilposibil))

nθ ((indiceleindicele structural al structural al modeluluimodelului de de identificareidentificare))

Se evaluează cîştigul de senzitivitate: Se Se evalueazevalueazăă ccîîşştigultigul de de senzitivitatesenzitivitate: : 

0
n nθ× θ∈P R 0

nθ∈θ R

1
ˆ[ ] [ ] [ ]T

kk y k k −ε = − θϕ

1 [ ]k k k−=ξ P ϕ

1 [ ]
k

k T
kk

=
+

ξγ
ξϕ

neutrneutrăă sausau personalizatpersonalizatăă, , dupdupăă cazcaz

indiceleindicele iterativiterativ iniiniţţialial0k =

Se reactualizează matricea de auto-covarianţă a erorii de estimare: Se Se reactualizeazreactualizeazăă matriceamatricea de autode auto--covariancovarianţţăă a a eroriierorii de de estimareestimare: : 1
T

k k k k−= −P P γ ξ

Se reactualizează vectorul parametrilor estimaţi: Se Se reactualizeazreactualizeazăă vectorulvectorul parametrilorparametrilor estimaestimaţţii: : 1
ˆ ˆ [ ]k k k k−= + εθ θ γ

Se incrementează indicele curent: Se Se incrementeazincrementeazăă indiceleindicele curentcurent: : 1k k← +
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MCMMP-R — varianta de bază (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantavarianta de de bazbazăă ((continuarecontinuare))

Tot prin intermediul conceptului de consistenţă, 
dar adaptat la anumite procese cu parametri variabili. 
Tot Tot prinprin intermediulintermediul conceptuluiconceptului de de consistenţăconsistenţă, , 
dardar adaptatadaptat la la anumiteanumite proceseprocese cu cu parametriparametri variabilivariabili. . 

Cum Cum poatepoate fifi caracterizatcaracterizatăă preciziaprecizia estimaţieiestimaţiei adaptive?adaptive?

Ipoteză

233233

{ } { }
1

lim [ ] [ ] [ ] [ ]
def

T

n
E n n E n y n

−
∗
∞ →∞

⎡ ⎤= ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦θ ϕ ϕ ϕ Parametrii adevăraţi se 
stabilizează la valori constante. 

IpotezIpotezăă
PParametrii arametrii adevadevăăraraţţii se se 
stabilizeazstabilizeazăă la la valorivalori constanteconstante. . 

Se Se vava ararăătata ccăă parametrii estimaparametrii estimaţţi folosind i folosind MCMMPMCMMP--RR tind, la rtind, la rîîndul lor, la ndul lor, la valorilevalorile constanteconstante,,
indiferent de iniindiferent de iniţţializarea utilizatializarea utilizatăă..

•
ˆ ˆ

k k=θ θ
k ∗∀ ∈N

• Se Se pleacpleacăă de la de la urmurmăătoareatoarea identitateidentitate evidentevidentăă:: ( ) 11ˆ ˆ
k k k kk

k
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
θ P P θ

k ∗∀ ∈N• ApoiApoi, se , se deducdeduc relarelaţţiiii recurenterecurente
pentrupentru fiecarefiecare din din ceicei 2 2 factorifactori. . 

1
11

k kk
k

−
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
P P ( )

1
1
1

1 [ ] [ ]T
k k k

k

−
−
−

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
P ϕ ϕ

1
1

0
1

1 [ ] [ ]
k

T

n

n n
k

−

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑P ϕ ϕ , .k ∗∀ ∈N

=

( )1
1 1 1

1 ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T
k k kk k k y k k k

k
−
− − −

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦P θ θϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

( )1 1
1 1

1 1ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ]T
k k k k k kk y k k

k k
− −

− −
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦P θ P θ P θϕ ϕ

( )1
1 1

1 ˆ [ ] [ ]k k k y k
k

−
− −= +P θ ϕ =

( )1 1
ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ]T

k k k kk y k k− −= + −θ θ P θϕ ϕ

1 1
1 [ ] [ ]T

k k k k− −
−= +P P ϕ ϕ

1
0 0

1

1 ˆ [ ] [ ]
k

n

n y n
k

−

=

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑P θ ϕ , .k ∗∀ ∈N
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Algoritmul recursiv de bază funcţionează şi în cazul unei iniţializări necorespunzătoare
(de exemplu, dacă matricea P0 nu este pozitiv definită), dar viteza de convergenţă scade. 

AlgoritmulAlgoritmul recursivrecursiv de de bazbazăă funcţioneazăfuncţionează şişi înîn cazulcazul uneiunei iniţializăriiniţializări necorespunznecorespunzăătoaretoare
(de (de exempluexemplu, , dacdacăă matriceamatricea PP00 nunu esteeste pozitivpozitiv definitdefinităă), ), dardar vitezaviteza de de convergenţăconvergenţă scadescade. . 
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MCMMP-R — varianta de bază (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantavarianta de de bazbazăă ((continuarecontinuare))

AşadarAşadarAşadar
1

1 1
0 0 0

1 1

1 1ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ]
k k

T
k

n n

k k n y n
k k

−

− −

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑θ P P θϕ ϕ ϕ

k ∗∀ ∈NContribuţia iniţializării se atenuează după o lege hiperbolică. ContribuContribuţţiaia iniiniţţializializăăriirii se se atenueazatenueazăă dupdupăă o o legelege hiperbolichiperbolicăă. . 

=
1

1 1
0 0 0

1 1

1 1ˆ ˆlim lim [ ] [ ] lim [ ] [ ]
k k

T
kk k k

n n

k k n y n
k k

−

− −

→∞ →∞ →∞
= =

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎨ ⎬⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑θ P P θϕ ϕ ϕ

=

{ } { }
1

lim [ ] [ ] [ ] [ ] .T

n
E n n E n y n

−
∗
∞→∞

⎡ ⎤= =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ θϕ ϕ ϕ

11 1
0 0 0

1 1

ˆ1 1lim lim [ ] [ ] lim lim [ ] [ ]
k k

T

k k k k
n n

n n n y n
k k k k

−− −

→∞ →∞ →∞ →∞
= =

⎡ ⎤⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑P P θ

ϕ ϕ ϕ

0 0
IEIEIE

În general, însă, sunt dificil de cuantificat
atît precizia, cît şi mai ales adaptabilitatea
(capacitatea de urmărire a) estimaţiei
parametrilor necunoscuţi. 

ÎÎnn general, general, îînsnsăă, , suntsunt dificildificil de de cuantificatcuantificat
atatîîtt preciziaprecizia, , ccîîtt şşii maimai ales ales adaptabilitateaadaptabilitatea
((capacitateacapacitatea de de urmurmăărirerire a) a) estimaestimaţţieiiei
parametrilorparametrilor necunoscunecunoscuţţii. . ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

• SSăă se se refacrefacăă raraţţionamenteleionamentele anterioareanterioare pentrupentru a a proiectaproiecta şşii
analizaanaliza AlgoritmulAlgoritmul recursivrecursiv al al VariabilelorVariabilelor InstrumentaleInstrumentale..

RezultăRezultRezultăă
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.. MetodeMetode adaptive de adaptive de identificareidentificare

MetodeMetode de de identificareidentificare şişi validarevalidare

MCMMP-R — variante cu fereastrăMCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă

• EExistxistă ă situasituaţţii (ii (îîn special n special îîn cazul proceselor rapid variabilen cazul proceselor rapid variabile) ) îîn care contribun care contribuţţia datelor anterioare ia datelor anterioare 
momentului curent de reactualizare momentului curent de reactualizare trebuie atenuattrebuie atenuatăă cu cu rapidrapiditateitate controlatcontrolatăă..

• Istoria comportamentului procesului poate distorsiona rezultatulIstoria comportamentului procesului poate distorsiona rezultatul operaoperaţţiei de adaptare curentiei de adaptare curentă ă dacdacăă datele datele 
achiziachiziţţionate ionate devin rapid devin rapid îînvechitenvechite şşi i tind stind să ă nu mai corespundnu mai corespundă ă comportamentului actual al procesuluicomportamentului actual al procesului. . 

Prin intermediul ferestrelor culisante fie de-a lungul setului de date, 
fie de-a lungul erorilor de predicţie. 
PrinPrin intermediulintermediul ferestrelorferestrelor culisanteculisante fie defie de--a a lungullungul setuluisetului de datede date, , 
fie defie de--a a lungullungul erorilorerorilor de de predicţiepredicţie. . 

Cum Cum poatepoate fifi controlatcontrolatăă atenuareaatenuarea istorieiistoriei datelordatelor??

OrizontOrizont de de 
mmăăsursurăă

FereastrFereastrăă de de 
ponderareponderare

Nw FereastrFereastrăă cu cu deschidereadeschiderea determinatdeterminatăă de de 
dimensiuneadimensiunea orizontuluiorizontului de de mmăăsursurăă..

wwindowindow

SelecSelecţţia datelor are loc prin ia datelor are loc prin îînmulnmulţţirea valorilor irea valorilor 
ferestrei (ferestrei (ponderiponderilorlor) cu valorile omoloage ale datelor.) cu valorile omoloage ale datelor.

ÎÎnn acestacest curs, curs, vava fifi abordatabordatăă problemaproblema estimestimăăriirii
recursive a recursive a parametrilorparametrilor prinprin minimizareaminimizarea unuiunui criteriucriteriu
ppăătratictratic îînn care care ppăătratultratul eroriierorii de de predicpredicţţieie curentecurente
esteeste ponderatponderat de o de o fereastrfereastrăă culisantculisantăă nenegativnenegativăă. . 

De regulă, nenegativă. De De regulregulăă, , nenegativnenegativăă. . 

În cazul modelelor de regresie
liniară, datele sunt ponderate de 

radicalul ferestrei. 

•

• ÎÎnn cazulcazul modelelormodelelor de de regresieregresie
liniarliniarăă, , dateledatele suntsunt ponderateponderate de de 

radicalulradicalul ferestreiferestrei. . 
2

1

( ) [ ] [ , ]
Ndef

N
n

w n n
=

= ε∑θ θV
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MCMMP-R — variante cu fereastră (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă ((continuarecontinuare))

• DDeponderarea eponderarea prea drasticprea drasticăă a datelor implic a datelor implică ă deteriorarea sensibildeteriorarea sensibilăă a preciziei modelului de identificare,  a preciziei modelului de identificare, 
astfel castfel că ă fereastra trebuie aleasfereastra trebuie aleasă ă cu atencu atenţţieie. . 

• AplicareaAplicarea ferestrelorferestrelor de de ponderareponderare asupraasupra datelordatelor esteeste o o operaoperaţţieie frecventfrecvent îîntntîîlnitlnităă îînn aplicaaplicaţţiileiile de de PSPS. . 

• SpreSpre deosebiredeosebire de de ferestreleferestrele din din aplicaaplicaţţiileiile de de PSPS (care, de (care, de regulregulăă, , suntsunt simetricesimetrice pepe orizontulorizontul de de mmăăsursurăă), ), 
ferestreleferestrele utilizateutilizate îînn aplicaaplicaţţiileiile de de ISIS pot pot fifi asimetriceasimetrice..

236236

ExponenExponenţţialialăă DreptunghiularDreptunghiularăă

Ferestre de culisare frecvent utilizate în aplicaţiile de ISFerestreFerestre de de culisareculisare frecventfrecvent utilizateutilizate înîn aplicaţiileaplicaţiile de ISde IS

OrizontOrizont de de 
mmăăsursurăă

FereastrFereastrăă
exponenexponenţţialialăă

λλNN--nn

MM
FereastrFereastrăă

dreptunghiulardreptunghiularăă
ww M,NM,N

OrizontOrizont de de 
mmăăsursurăă

,

1 , 1,
[ ]

0 , 1,

def

M N

n N M N
w n

n N M

⎧ ∈ − +⎪= ⎨
∈ −⎪⎩

[ ]
def

N n
Nw n −= λ

k∀ ∈N k∀ ∈N
Factor de uitareFactor de Factor de uitareuitare

De regulăDe De regulregulăă

[0.95 , 1]λ∈
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MCMMP-R — variante cu fereastră (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă ((continuarecontinuare))

MCMMP-RλMCMMPMCMMP--RRλλ

MVI-RλMVIMVI--RRλλ
ExerciţiiExerciţiiExerciţii

((deducereadeducerea relarelaţţiiloriilor recursive, recursive, algoritmulalgoritmul eficienteficient, , 
iniiniţţializareializare, , consistenconsistenţţăă))

1

1 1

ˆ [ ] [ ] [ ] [ ]
k k

T
k

n k M n k M

n n n y n
−

= − + = − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑θ ϕ ϕ ϕ

k M∀ ≥

kP
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MCMMP-R cu fereastră dreptunghiulară (MCMMP-R )MCMMPMCMMP--RR cu cu fereastrfereastrăă dreptunghiulardreptunghiularăă ((MCMMPMCMMP--RR ))

• DacDacă ă apare apare problema problema îînlnlăăturturăării complete a datelrii complete a dateloror îînvechitenvechite, mai util, mai utilă ă este este fereastra dreptunghiularfereastra dreptunghiularăă,,
care care permite aplicarea unui permite aplicarea unui factor de uitare totalfactor de uitare totalăă asupra datelor situate asupra datelor situate îîn afara deschiderii salen afara deschiderii sale..

,

1 , 1,
[ ]

0 , 1,

def

M N

n N M N
w n

n N M

⎧ ∈ − +⎪= ⎨
∈ −⎪⎩ k∀ ∈N

2 2

1 1

( ) [ ] [ , ] [ , ]
N Ndef

N
n n N M

w n n n
= = − +

= ε = ε∑ ∑θ θ θV
MCMMP
off-line

MCMMPMCMMP
offoff--lineline

RelaRelaţţiaia recurentrecurentăă a a inverselorinverselor
matricilormatricilor PPkk : : 

• PentruPentru a deduce a deduce 
expresiaexpresia coreccorecţţieiiei, se , se 
adoptadoptăă aceeaaceeaşşii strategiestrategie
ca ca îînn cazulcazul MCMMPMCMMP--RR..

•
SimetricSimetricăă şşii strict strict pozitivpozitiv definitdefinităă..

1

1

[ ] [ ]
kdef

T
k

n k M

n n−

= − +

= ∑P ϕ ϕ

, 1.k M∀ ≥ +1
1 [ ] [ ] [ ] [ ]T T

k k M k M k k−
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−P
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MCMMP-R — variante cu fereastră: MCMMP-R (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă: : MCMMPMCMMP--RR ((continuarecontinuare))

• UrmeazUrmeazăă deducereadeducerea expresieiexpresiei coreccorecţţieiiei::

1

ˆ [ ] [ ]
k

k k
n k M

n y n
= − +

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑θ P ϕ
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( )1
1 1
ˆ [ ] [ ] [ ] [ ]k k k k M y k M k y k−

− −= − − − +P P θ ϕ ϕ

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
k

k
n k M

n y n k M y k M k y k
−

= −

⎛ ⎞
= − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑P ϕ ϕ ϕ =

1
1 1
ˆ

k k
−
− −P θ 1 1

1 [ ] [ ] [ ] [ ]T T
k k k M k M k k− −
− = − − −P P + ϕ ϕ ϕ ϕ

=

( ) ]1
1

ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T
k k kk M k M k k k M y k M k y k−

−
⎡= + − − − − − − +⎣P P θϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ =

AşadarAşadarAşadar ( ) ( )1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T

k k k k k kk M y k M k M k y k k− − −= − − − − − + −θ θ P θ P θϕ ϕ ϕ ϕ

( ) ( )1 1 1
ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T

k k k k kk M y k M k M k y k k− − −= − − − − − + −θ P θ P θϕ ϕ ϕ ϕ , 1.k M∀ ≥ +

,b k∆ Corecţie
a priori

CorecţieCorecţie
a prioria priori

1k M∀ ≥ +
,f k∆Corecţie

a posteriori
CorecţieCorecţie

a posterioria posterioriCorecţia este formată din 2 termeni.CorecCorecţţiaia esteeste formatformatăă din 2 din 2 termenitermeni..

•
bbackwardackward fforwardorward

PentruPentru a a puteaputea determinadetermina coreccorecţţiileiile, , 
trebuietrebuie evaluate:evaluate:

1
ˆ[ ] [ ] [ ]

def
T

b kk M y k M k M −ε − = − − − θϕ EroareaEroarea de de predicpredicţţieie a prioria priori
((prognozprognozăă îînn trecuttrecut).).

1
ˆ[ ] [ ] [ ]

def
T

f kk y k k −ε = − θϕ EroareaEroarea de de predicpredicţţieie a posterioria posteriori
((prognozprognozăă îînn viitorviitor).).

Folosind numai datele
delimitate de fereastra

dreptunghiulară.

FolosindFolosind numainumai dateledatele
delimitate de delimitate de fereastrafereastra

dreptunghiulardreptunghiularăă..
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