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MCMMP-R — variante cu fereastră: MCMMP-R (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă: : MCMMPMCMMP--RR ((continuarecontinuare))

( ) ( )1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T

k k k k k kk M y k M k M k y k k− − −= − − − − − + −θ θ P θ P θϕ ϕ ϕ ϕ
1k M∀ ≥ +

Prin aplicarea succesivă, de două ori, 
a lemei de inversare matricială.
PrinPrin aplicareaaplicarea succesivsuccesivăă, , de de doudouăă oriori, , 
a a lemeilemei de de inversareinversare matricialmatricialăă..
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• De De asemeneaasemenea, , erorileerorile de de predicpredicţţieie suntsunt ponderateponderate de de 
doudouăă ccîîşştiguritiguri de de senzitivitatesenzitivitate::

, [ ]
def

b k M k k M− = −γ P ϕ CCîîşştigtig de de senzitivitatesenzitivitate
a prioria priori..

, [ ]
def

f k k k=γ P ϕ CCîîşştigtig de de senzitivitatesenzitivitate
a posterioria posteriori..

1 , ,
ˆ ˆ [ ] [ ]k k b k M b f k fk M k− −= − ε − + εθ θ γ γ

1k M∀ ≥ +
Cum Cum poatepoate fifi optimizatoptimizatăă

relaţiarelaţia recursivrecursivăă??

( ) 11 1 1
, 1 1

1

[ ] [ ][ ] [ ]
1 [ ] [ ]

Tdef
T k k

b k M k k T
k

k M k Mk M k M
k M k M

−− − −
− − −

−

− −
= − − − = +

− − −
P PP P P

P
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

Lema 1LemaLema 11

1k M∀ ≥ +

1 1
1 [ ] [ ] [ ] [ ]T T

k k k M k M k k− −
−= − −P P − ϕ ϕ + ϕ ϕ

1
,b k M
−

−P ((notanotaţţieie naturalnaturalăă))

( ) 1 , ,1
, ,

,

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 [ ] [ ]

T
b k M b k MT

k b k M b k M T
b k M

k k
k k

k k
− − −−

− −
−

= + = −
+

P P
P P P

P
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

Lema 1LemaLema 11

1k M∀ ≥ +

1k M∀ ≥ +
Acelaşi rezultat se 
obţine plecînd de la:
AcelaAcelaşşii rezultatrezultat se se 
obobţţineine plecplecîîndnd de la:de la:

1 1
, 1 [ ] [ ]

def
T

f k k k k− −
−=P P + ϕ ϕ
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MCMMP-R — variante cu fereastră: MCMMP-R (continuare)MCMMPMCMMP--RR —— variantevariante cu cu fereastrfereastrăă: : MCMMPMCMMP--RR ((continuarecontinuare))

Mai mult se se aduceaduce la la acelaacelaşşii numitornumitorMai Mai multmult
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, [ ]
def

f k k k=γ P ϕ

, , , , ,

,

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 [ ] [ ]

T T
b k M b k M b k M b k M b k M

T
b k M

k k k k k k k
k k

− − − − −

−

+ −
=

+
P P P P P

P
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

, ,
,

,

[ ] [ ] [ ]
[ ]

1 [ ] [ ]

T
b k M b k M

b k M T
b k M

k k k
k

k k
− −

−
−

= −
+

P P
P

P
ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

=

=

,

,

[ ]
1 [ ] [ ]

b k M
T

b k M

k
k k
−

−

=
+

P
P
ϕ

ϕ ϕ
, 1.k M∀ ≥ +

Lema 1LemaLema 11

, ,
,

,

[ ] [ ]
1 [ ] [ ]

T
b k M b k M

k b k M T
b k M

k k
k k

− −
−

−

= −
+

P P
P P

P
ϕ ϕ
ϕ ϕ

Pentru cel de-al doilea cîştig, ar trebui evaluată:PentruPentru celcel dede--al al doileadoilea ccîîşştigtig, , arar trebuitrebui evaluatevaluatăă::

( ) 11
, 1 [ ] [ ]

def
T

f k k k k
−−

−=P P + ϕ ϕ

Algoritmul adaptiv al Celor Mai Mici Pătrate cu fereastră dreptunghiularăAlgoritmulAlgoritmul adaptivadaptiv al al CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate cu cu fereastrfereastrăă dreptunghiulardreptunghiularăă

IniţializareIniIniţţializareializare

Date de intrare

1M ≥ ((deschidereadeschiderea ferestreiferestrei dreptunghiularedreptunghiulare))

1, 1,{ [ ]} { [ ]}M n M n Mn y n
∈ ∈

= ∪ϕD (un set de date (un set de date mmăăsuratesurate a priori a priori pepe duratadurata ferestreiferestrei))Date de Date de intrareintrare

nθ ((indiceleindicele structural al structural al modeluluimodelului de de identificareidentificare))

indiceleindicele iterativiterativ iniiniţţialial0k =

1

1 1

ˆ [ ] [ ] [ ] [ ]
M M

T
M

n n

n n n y n
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑θ ϕ ϕ ϕ

MP
MCMMP off-lineMCMMPMCMMP offoff--lineline
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Algoritmul adaptiv al Celor Mai Mici Pătrate cu fereastră dreptunghiulară
(continuare)

AlgoritmulAlgoritmul adaptivadaptiv al al CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate cu cu fereastrfereastrăă dreptunghiulardreptunghiularăă
((continuarecontinuare))
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Buclă iterativăBuclBuclăă iterativiterativăă

PentruPentruPentru 1k M≥ +

Se evaluează erorile de predicţie curente: Se Se evalueazevalueazăă erorileerorile de de predicpredicţţieie curentecurente: : 

Se evaluează vectorul auxiliar: Se Se evalueazevalueazăă vectorulvectorul auxiliarauxiliar: : 

Date de ieşireDate de Date de ieieşşireire { }ˆ
k k∈
θ

N
Parametrii modelului reactualizaţi
la fiecare pas de adaptare. 
ParametriiParametrii modeluluimodelului reactualizareactualizaţţii
la la fiecarefiecare pas de pas de adaptareadaptare. . 

Se evaluează cîştigul de senzitivitate a posteriori: Se Se evalueazevalueazăă ccîîşştigultigul de de senzitivitatesenzitivitate a posteriori: a posteriori: 

1
ˆ[ ] [ ] [ ]T

b kk M y k M k M −ε − = − − − θϕ

1 [ ]k k k M−= −ξ P ϕ

Se reactualizează matricea de auto-covarianţă a erorii de estimare: Se Se reactualizeazreactualizeazăă matriceamatricea de autode auto--covariancovarianţţăă a a eroriierorii de de estimareestimare: : 

Se reactualizează vectorul parametrilor estimaţi: Se Se reactualizeazreactualizeazăă vectorulvectorul parametrilorparametrilor estimaestimaţţii: : 

Se incrementează indicele curent: Se Se incrementeazincrementeazăă indiceleindicele curentcurent: : 1k k← +

1
ˆ[ ] [ ] [ ]T

f kk y k k −ε = − θϕ

(a priori)(a priori)

(a posteriori)(a posteriori)

Se evaluează matricea: Se Se evalueazevalueazăă matriceamatricea: : , 1 1 [ ]

T
k k

b k M k T
kk M− −= +

− −
ξ ξP P

ξϕ

Se reactualizează vectorul auxiliar: Se Se reactualizeazreactualizeazăă vectorulvectorul auxiliarauxiliar: : 

Se evaluează cîştigul de senzitivitate a priori: Se Se evalueazevalueazăă ccîîşştigultigul de de senzitivitatesenzitivitate a priori: a priori: 

, 1 [ ]
k

f k T
kk

=
+

ξγ
ξϕ

, ,
T

k b k M f k k−= −P P γ ξ

1 , ,
ˆ ˆ [ ] [ ]k k b k M f f k fk M k− −= − ε − + εθ θ γ γ

, [ ]k b k M k−=ξ P ϕ

, [ ]b k M k k M− = −γ P ϕ

MVI-RMVIMVI--RRExerciţiuExerciţiuExerciţiu

((deducereadeducerea relarelaţţiiloriilor
recursive, recursive, algoritmulalgoritmul
eficienteficient, , iniiniţţializareializare))

Complexitatea
algoritmului
este ridicată.

ComplexitateaComplexitatea
algoritmuluialgoritmului
esteeste ridicatridicatăă..
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Dezechilibrarea numerică a unei matrici inversabile conduce la 
erori numerice importante ale inversei (şi chiar la imposibilitatea
evaluării acesteia pe un mijloc automat de calcul). 

DezechilibrareaDezechilibrarea numericnumericăă a a uneiunei matricimatrici inversabileinversabile conduce la conduce la 
erorierori numericenumerice importanteimportante ale ale inverseiinversei ((şişi chiarchiar la la imposibilitateaimposibilitatea
evaluevaluăăriirii acesteiaacesteia pepe un un mijlocmijloc automat de automat de calculcalcul). ). 

242242

MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (MCMMPQR-R)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((MCMMPQRMCMMPQR--RR))

• Exploatarea Exploatarea MCMMPMCMMP îîn unele aplican unele aplicaţţii ii necesitnecesită ă o mare stabilitate numerico mare stabilitate numericăă..

OriOriOri [ ]
1

[1]
[2]

[1] [2] [ ] [ ] [ ]

[ ]

T

T Ndef
T T n n

n
T

N n n

N

θ× θ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = = ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑R Φ Φ "
#

R

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕCare se inversează.Care se Care se inverseazinverseazăă..

Este dezechilibrată
numeric.
EsteEste dezechilibratdezechilibratăă
numeric.numeric.

Raportul dintre valorile singulare maximă şi minimă este prea mare. RaportulRaportul dintredintre valorilevalorile singularesingulare maximmaximăă şişi minimminimăă esteeste preaprea maremare. . 

DezechilibratDezechilibratăă numeric?numeric?

Valorile singulare
ale unei matrici A
ValorileValorile singularesingulare
ale ale uneiunei matricimatrici AA

Valorile proprii ale 
matricii ATA. 

ValorileValorile propriiproprii ale ale 
matriciimatricii AATTAA. . 

Numărul de condiţionare numericăNumNumăărulrul de de condiţionarecondiţionare numericnumericăă max

min

( )
def σ

ν =
σ

Φ

Valorile singulare ale 
matricii Φ sunt valorile
proprii ale matricii R. 

ValorileValorile singularesingulare ale ale 

matriciimatricii ΦΦ suntsunt valorilevalorile
propriiproprii ale ale matriciimatricii RR. . 

1

1

1

1 2

1 1 1

( 1)
2

( 1) ( 1)(2 1)
2 6

N
p

n
N

p

nN

N N N
p p p

n n n

N NN n

N N N N N n

n n n

=

+

=

+

= = =

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑ ∑ ∑

R

"

"

# # % #

"

Matricea modelului
polinomial al datelor de ieşire

MatriceaMatricea modeluluimodelului
polinomialpolinomial al al datelordatelor de de ieşireieşire

2
0 1 2

0

[ ]
[ , , , ]

p
p

p

y n a a n a n a n
n a a

= + + + + +

+ ε

"
…

ExempluExempluExemplu

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu
2 1~ pN N+ �
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

De regulă, matricile dezechilibrate numeric pot fi inversate după aplicarea unei
tehnici de balansare (din domeniul Metodelor Numerice).
De De regulregulăă, , matricilematricile dezechilibratedezechilibrate numeric pot numeric pot fifi inversateinversate dupdupăă aplicareaaplicarea uneiunei
tehnicitehnici de de balansarebalansare (din (din domeniuldomeniul MetodelorMetodelor NumericeNumerice).).

CeCe se se poatepoate face?face?

Matricea modelului polinomial al datelor de ieşireMatriceaMatricea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al datelordatelor de de ieşireieşireExemplul precedentExemplulExemplul precedentprecedent

1

1

1

1 2

1 1 1

( 1)
2

( 1) ( 1)(2 1)
2 6

N
p

n
N

p

nN

N N N
p p p

n n n

N NN n

N N N N N n

n n n

=

+

=

+

= = =

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑ ∑ ∑

R

"

"

# # % #

"

• ÎÎnn loc loc ssăă se se inversezeinverseze aceastaceastăă matricematrice, se , se inverseazinverseazăă matriceamatricea
balansatbalansatăă ((echilibratechilibratăă numericnumeric):):

243243

N N NB R B 1 0 0

10 0

10 0

def

N

p

N

N N

N N

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

"

"

# # % #

…

bbalancing alancing 
matrixmatrix

Matrice diagonală. MatriceMatrice diagonaldiagonalăă. . 

Exerciţiu de simulareExerciţiuExerciţiu de de simularesimulare

• FolosindFolosind mediulmediul de de simularesimulare MMATLABATLAB, , evaluaevaluaţţii inverseleinversele
celorcelor doudouăă matricimatrici din din exempluexemplu ((nebalansatnebalansatăă şşii balansatbalansatăă) ) 
pentrupentru ccîîtevateva valorivalori ale ale graduluigradului polinomuluipolinomului modeluluimodelului, , 
apoiapoi verificaverificaţţii corectitudineacorectitudinea rezultatelorrezultatelor şşii evaluaevaluaţţii
numerelenumerele de de condicondiţţionareionare numericnumericăă prinprin apelareaapelarea funcfuncţţieiiei
de de bilbiotecbilbiotecăă numitnumităă condcond. . 

Prin echilibrare numerică, 
rezultatul final nu se modifică.
PrinPrin echilibrareechilibrare numericnumericăă, , 
rezultatulrezultatul final final nunu se se modificmodificăă.. ( ) 11

N N N N N N
−− =R B B R B B Matricea de balansare

nu trebuie inversată. 
MatriceaMatricea de de balansarebalansare
nunu trebuietrebuie inversatinversatăă. . 
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Operator GivensOperator GivensOperator Givens

244244

ÎnÎn general, general, construcţiaconstrucţia uneiunei matricimatrici de de balansarebalansare nunu esteeste simplsimplăă..

Cele mai “bune” matrici pentru inversare au numărul de condiţionare numerică unitar. CeleCele maimai ““bunebune” ” matricimatrici pentrupentru inversareinversare au au numnumăărulrul de de condiţionarecondiţionare numericnumericăă unitarunitar. . 

• Cu Cu ccîîtt numnumăărulrul de de condicondiţţionareionare numericnumericăă esteeste maimai mare, cu mare, cu atatîîtt matriceamatricea esteeste maimai
dezechilibratdezechilibratăă numeric, numeric, iariar inversainversa esteeste maimai eronateronatăă, , îînn absenabsenţţaa uneiunei tehnicitehnici de de balansarebalansare. . 

Pentru matricile simetrice (strict) pozitiv definite dezechilibrate numeric (cum este RN), 
o tehnică de balansare se bazează pe descompunerea QR a acestora,  cu ajutorul
matricilor de rotaţie (care au numărul de condiţionare numerică unitar).

PentruPentru matricilematricile simetricesimetrice (strict) (strict) pozitivpozitiv definite definite dezechilibratedezechilibrate numeric (cum numeric (cum esteeste RRNN), ), 
o o tehnictehnicăă de de balansarebalansare se se bazeazbazeazăă pepe descompunereadescompunerea QRQR a a acestoraacestora,  cu ,  cu ajutorulajutorul
matricilormatricilor de de rotaţierotaţie ((care au care au numnumăărulrul de de condiţionarecondiţionare numericnumericăă unitarunitar).).

ŞŞii atunciatunci?...?...

Proprietăţi remarcabile din Teoria MatricilorProprietProprietăăţiţi remarcabileremarcabile din din TeoriaTeoria MatricilorMatricilor

TriangularizareaTriangularizarea uneiunei matricimatrici monicemonice

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

R
QA

0

InvarianInvarianţţaa normeinormei euclidieneeuclidiene la la 
transformtransformăăriri ortogonaleortogonale

2 2T T T= = =Qv v Q Qv v v v

matricematrice
ortogonalortogonalăă

T T
m= =Q Q QQ I

matricematrice
superior superior 

triunghiulartriunghiularăăm

n

m∀ ∈v R

• ExistenExistenţţa matricii ortogonale din prima proprietate a matricii ortogonale din prima proprietate 
se poate demonstra cu ajutorul unui rase poate demonstra cu ajutorul unui raţţionament ionament 
constructivconstructiv, , îînn care care matricilematricile de de rotarotaţţieie joacjoacăă rolulrolul
principalprincipal. . 

Ideea
de bază
IdeeaIdeea

de de bazbazăă

Anularea succesivă a elementelor
sub-diagonale ale matricii monice
cu ajutorul operatorilor Givens. 

AnulareaAnularea succesivsuccesivăă a a elementelorelementelor
subsub--diagonalediagonale ale ale matriciimatricii monicemonice
cu cu ajutorulajutorul operatoriloroperatorilor GivensGivens. . 

Matrice elementară
de rotaţie.

MatriceMatrice elementarelementarăă
de de rotaţierotaţie..

ExempluExempluExemplu
cos sin
sin cos

def α α⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− α α⎣ ⎦

G
unghiunghi de de rotarotaţţieie
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Exemplu
11 12

21 22

def a a
a a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A

245245

ExempluExemplu Anularea elementului sub-diagonal al unei matrici de ordin 2AnulareaAnularea elementuluielementului subsub--diagonal al diagonal al uneiunei matricimatrici de de ordinordin 22

• EEcuacuaţţiaia care conduce la care conduce la determinareadeterminarea unghiuluiunghiului de de rotarotaţţieie
aferentaferent esteeste a a treiatreia..

21 21
11 12 11 12

21 21
21 22 220

a a r r

a a r

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G21 21

21 21

cos sin
sin cos

α α⎡ ⎤
⎢ ⎥− α α⎣ ⎦

21
11 21 21 21 11

21
12 21 22 21 12

21 21 11 21
21

22 21 12 21 22

cos sin
cos sin
cos sin 0
cos sin

a a r
a a r
a a
a a r

⎧ α + α =
⎪

α + α =⎪
⎨

α − α =⎪
⎪ α − α =⎩

21
21

11

atan2 a
a

⎛ ⎞
α = ⎜ ⎟

⎝ ⎠CalcululCalculul se se simplificsimplificăă, , prinprin determinareadeterminarea directdirectăă a a elementelorelementelor
operatoruluioperatorului Givens. Givens. 

• CelelalteCelelalte ecuaecuaţţii ii oferoferăă valorilevalorile matriciimatricii triunghiularetriunghiulare rezultaterezultate. . 

•

21 21 21 21 11 21

21 2 2
11 2121 21 21 21 21 11

cos sin 1
sin cos

def c s a a

a as c a a

α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− α α − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G

notanotaţţieie preluatpreluatăă din din RoboticRoboticăă sin
def

ij ijs = α cos
def

ij ijc = αSe evită utilizarea
funcţiilor trigonometrice. 
Se Se evitevităă utilizareautilizarea
funcfuncţţiiloriilor trigonometricetrigonometrice. . 

• ÎÎnn cazulcazul uneiunei matricimatrici monicemonice oarecareoarecare, , operatoruloperatorul
Givens care Givens care anuleazanuleazăă primulprimul element subelement sub--diagonal se diagonal se 
obobţţineine din din GG2121 prinprin extindereaextinderea cu cu matriceamatricea unitateunitate, , 
ffăărrăă a a recalcularecalcula elementeleelementele acestuiaacestuia. . 

21

2
2

def

m−

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

G 0
G

0 I

A 21R
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2 1
3 3 3=G G G

Acesta trebuie acum anulat. AcestaAcesta trebuietrebuie acumacum anulatanulat. . 
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

AşadarAşadarAşadar
2

2
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R
G A

A

[ ]21 2R B
Cum se pot Cum se pot anulaanula primeleprimele 2 2 

elementeelemente ale ale luilui AA22??

Prin intermediul a 2 operatori Givens, a căror topologie
este determinată de poziţiile celor 2 elemente.
PrinPrin intermediulintermediul a 2 a 2 operatorioperatori Givens, a Givens, a ccăărorror topologietopologie
esteeste determinatdeterminatăă de de poziţiilepoziţiile celorcelor 2 2 elementeelemente..

( )

21
31 31 11 31

31 221 2
11 31 21

31 31 31 11

0 0
10 1 0 0 1 0

0 0

def

c s r a

r a
s c a r

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥ + ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G

( ) ( )
31 31

32 32 32 22 322 231 31 31 31
22 3232 32 32 22

1 0 0 1 0 0
10 0

0 0

def
c s r r

r rs c r r

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G

31
1
3

3

def

m−

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

G 0
G

0 I
( )

31
1
3 2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R
G G A

A

31
32r Elementul din poziţia 32 

nu este neapărat nul şi
nici egal cu a32. 

ElementulElementul din din pozipoziţţiaia 32 32 
nunu esteeste neapneapăăratrat nulnul şşii
nicinici egalegal cu cu aa3232. . 

32
2
3

3

def

m−

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

G 0
G

0 I ( )
3

2 1
3 3 2

3

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R
G G G A

A

epicepicăă, superior , superior 
triunghiulartriunghiularăă

Operatorul care anulează
următoarele 2 elemente
sub-diagonale ale matricii. 

OperatorulOperatorul care care anuleazanuleazăă
urmurmăătoareletoarele 2 2 elementeelemente
subsub--diagonalediagonale ale ale matriciimatricii. . 

ultimeleultimele mm--22 liniilinii ale ale matriciimatricii AA

ultimeleultimele mm--33 liniilinii ale ale matriciimatricii AA

Epică. EpicEpicăă. . 
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AşadarAşadarAşadar 1 3 2m m− =G G G G A R"

Mai multMai Mai multmult Acest operator Givens elementar modifică
doar liniile i şi j ale matricii originale.

AcestAcest operator Givens operator Givens elementarelementar modificmodificăă
doardoar liniileliniile ii şişi jj ale ale matriciimatricii originaleoriginale..

Operatorul ortogonal
de triangularizare

OperatorulOperatorul ortogonalortogonal
de de triangularizaretriangularizare

1 2 1i j
i i i i i

−=G G G G G" "

247247

MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

În generalÎnÎn generalgeneral Anulează elementele sub-diagonale
ale matricii originale, de pe linia i. 
AnuleazAnuleazăă elementeleelementele subsub--diagonalediagonale
ale ale matriciimatricii originaleoriginale, de , de pepe linialinia ii. . 

Operator Givens 
compozit

Operator Givens Operator Givens 
compozitcompozit

2,i m∀ ∈

1

1

0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0

j

ij ij

def
j m m
i

ij ij

i

c s

s c

−

×

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

I 0 0 0 0 0
0 0
0 0

G
0 0
0 0
0 0 0 0 0 I

"
"
"

# # # % # # #
"
"
"

R

pozipoziţţiaia jj

pozipoziţţiaia ii

1, 1j i∀ ∈ −

1 3 2m m−=Q G G G G"
Ortogonal, deoarece este
format dintr-un produs de 
matrici de rotaţie elementare. 

OrtogonalOrtogonal, , deoarecedeoarece esteeste
format format dintrdintr--un un produsprodus de de 
matricimatrici de de rotarotaţţieie elementareelementare. . 

( )lin lin ( ) lin ( )j
i i ij i ij jc s= −G A A A

( )lin lin ( ) lin ( )j
j i ij j ij ic s= +G A A A

Elementele deja anulate rămîn
nule şi după aplicarea oricărui
operator Givens elementar. 

ElementeleElementele dejadeja anulateanulate rrăămmîînn
nulenule şşii dupdupăă aplicareaaplicarea oricoricăăruirui
operator Givens operator Givens elementarelementar. . 

ExerciţiuExerciţiuExerciţiu

• SSăă se determine se determine numnumăărulrul de de operatorioperatori
Givens Givens elementarielementari care care formeazformeazăă
operatoruloperatorul ortogonalortogonal de de triangularizaretriangularizare..

monicmonicăă, superior , superior 
triunghiulartriunghiularăă
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

• FolosindFolosind descompunereadescompunerea QRQR a a matriciimatricii regresorilorregresorilor, , criteriulcriteriul ppăătratictratic din din contextulcontextul modelelormodelelor de de 
regresieregresie liniarliniarăă poatepoate fifi minimizatminimizat printrprintr--oo tehnictehnicăă specialspecialăă, , stabilstabilăă din din punctpunct de de vederevedere numericnumeric..

Φ
N

nθ

Q
1 3 2m m−=Q G G G G"

1
1 12 2 1

1
11

ˆ ˆ
ˆ n nr r r

r
θ θ− θ − − θ

θ =
"1

ˆ n
n

n n

r
r

θ
θ

θ θ

θ =
1

1 ( 1)
1

( 1)( 1)

ˆ
ˆ n n n n

n
n n

r r
r

θ− θ− θ θ
θ−

θ− θ−

− θ
θ = ......

1
111 1( 1) 1 1

1
( 1)( 1) ( 1) 11

1

ˆ

ˆ0
0 0 ˆ

n n

n n n n nn

n n nn

r r r r

r r r
r r

θ− θ

θ− θ− θ− θ θ−θ−

θ θ θθ

⎡ ⎤θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

"
## % # # #

"
"

21
2 21 2

2
( )

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = − +⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

Rr
θ θ r Rθ r

0r
V

248248

==xx 0
N

N

N

nθ

2 2 2( ) ( ) ( )
def
= = − = −θ ε θ Y Φθ Q Y ΦθV

invarianinvarianţţaa normeinormei euclidieneeuclidiene la la 
transformtransformăăriri ortogonaleortogonale

2

( )
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R
θ QY θ

0
V

1

2

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

r
QY

r

nθ∈R

N n− θ∈R

Segmentare sugerată
de forma operatorului
aplicat lui θ. 

SegmentareSegmentare sugeratsugeratăă
de forma de forma operatoruluioperatorului

aplicataplicat luilui θθ. . 

R

Minimizarea constă
în anularea primului
termen.

MinimizareaMinimizarea constconstăă
înîn anulareaanularea primuluiprimului
termentermen..

1=Rθ r
0

Sistem compatibil şi
determinat, care se poate
rezolva prin procedeul
substituţiei înapoi
(sau al “exfolierii”). 

SistemSistem compatibilcompatibil şşii
determinatdeterminat, care se , care se poatepoate
rezolvarezolva prinprin procedeulprocedeul
substitusubstituţţieiiei îînapoinapoi
((sausau al al ““exfolieriiexfolierii””)). . 

,, 2~ nθO

2ˆ
Nγ λ
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1

[ ]

k

k T k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Φ
Φ

φ

( 1)
1

[1]
[2]

[ 1]

T

Tdef
k n

k

T k

− × θ
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

Φ
#

R

ϕ
ϕ

ϕ
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Se pleacă de la contextul curent definit pentru pasul k-1≥nθ.Se Se pleacpleacăă de la de la contextulcontextul curentcurent definitdefinit pentrupentru pasulpasul kk--11≥≥nnθθ..

Dar Dar înîn variantvariantăă adaptivadaptivăă??

1
1 1

k
k k

−
− −

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R
Q Φ 0

MatriceaMatricea curentcurentăă
a a regresorilorregresorilor..

DescompunereaDescompunerea QRQR a a matriciimatricii
curentecurente a a regresorilorregresorilor.

( 1) ( 1)k k− × −∈R

n nθ× θ∈R

1
1

k
k

−
− ∈Y R

.

1
1

1 1 2
1

k

k k
k

−

− −
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

r
Q Y

r
VectorulVectorul curentcurent al al datelordatelor
de de ieieşşireire mmăăsuratesurate..

SegmentareaSegmentarea curentcurentăă,,
îînn vedereavederea minimizminimizăăriirii..

nθ∈R

1k n− θ−∈R1
ˆ n

k
θ

− ∈θ R VectorulVectorul curentcurent al al parametrilorparametrilor estimaestimaţţii..
2

1
ˆ

k−λ DispersiaDispersia curentcurent estimatestimatăă a a zgomotuluizgomotului alb.alb.

• La La pasulpasul urmurmăătortor se se adaugadaugăă dateledatele: : [ ]y k [ ]kφ

ObiectivObiectiv

Reactualizarea descompunerii QR, a vectorului parametrilor necunoscuţi şi a 
dispersiei zgomotului alb, prin conservarea efortului de calcul de la pasul curent.
ReactualizareaReactualizarea descompuneriidescompunerii QRQR, a , a vectoruluivectorului parametrilorparametrilor necunoscunecunoscuţţii şşii a a 
dispersieidispersiei zgomotuluizgomotului alb, alb, prinprin conservareaconservarea efortuluiefortului de de calculcalcul de la de la pasulpasul curentcurent..

1

[ ]

k

k y k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Y
Y Relaţii recurente evidente.RelaţiiRelaţii recurenterecurente evidenteevidente..
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1
11 1 1

1

[ ]1 [ ]
[ ]

k
kk k k

k
k k T T

T
k k

k

−
−− − −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

R
ΦQ 0 Q Φ

Q Φ 0
φ0 φ

φ
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Reactualizarea descompunerii QR se bazează pe matricea Qk-1 bordată.ReactualizareaReactualizarea descompuneriidescompunerii QRQR se se bazeazbazeazăă pepe matriceamatricea QQkk--11 bordatbordatăă..
11

1

def
kk k k

k
−− ×

⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Q 0
Q

0
R

1

0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0

j

kj kj

def
j k k
k

kj kj

c s

s c

−

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

I 0 0 0 0
0
0

G

0
0

"
"
"

# # # % # #
"
"

R

pozipoziţţiaia jj ((variabilvariabilăă))
1,j n∀ ∈ θ

pozipoziţţiaia kk ((constantconstantăă))

O mare parte a efectului dorit
fiind realizată, doar ultima linie
mai trebuie anulată. 

O mare O mare parteparte a a efectuluiefectului doritdorit
fiindfiind realizatrealizatăă, , doardoar ultimaultima linielinie
maimai trebuietrebuie anulatanulatăă. . 

Colecţie de nθ operatori
Givens elementari.
ColecţieColecţie de de nnθθ operatorioperatori
Givens Givens elementarielementari..

( )21 2

[ ]

[ ]

j
k j

k
jj j

k
s

r k−

ϕ
=

+ ϕ

( )

1

21 2[ ]

k
jj

k j
k
jj j

r
c

r k

−

−
=

+ ϕ
1,j n∀ ∈ θ

RezultăRezultRezultăă
1 2 1 1

11 2 1

1

n n k
k k k k k k

kn n
k k k k

θ− θ −

−θ− θ

= =

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
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Q G G G G Q

Q 0
G G G G

0

"

"

1
1 2 1

0 [ ]

k k
n n

k k k k
T k

−
θ− θ
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

R R
0 G G G G 0

φ
" Descompunerea

QR reactualizată. 
DescompunereaDescompunerea
QRQR reactualizatreactualizatăă. . 
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Reactualizarea vectorilor liberi se bazează pe recurenţa din descompunerea QR.ReactualizareaReactualizarea vectorilorvectorilor liberiliberi se se bazeazbazeazăă pepe recurenţarecurenţa din din descompunereadescompunerea QR.QR.

1
1 1

111 2 1 1 2 1 2
2 1[ ]1

[ ]

k
kk kn n n n

k k k k k k k k k k k
k y k

y k

−
−−θ− θ θ− θ

−

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

rYr Q 0
Q Y G G G G G G G G r

r 0
" "

Uneori, nu este necesară determinarea vectorilor parametrilor la fiecare pas de reactualizare. Uneori, nu este necesarUneori, nu este necesară ă determinarea vectorilor parametrilor la fiecare pas de reactualideterminarea vectorilor parametrilor la fiecare pas de reactualizarezare. . 

Altfel

251251

1 1ˆ
k k k

−=θ R r Nu prin inversare, ci prin exfoliere.AltfelAltfel NuNu prinprin inversareinversare, , cici prinprin exfoliereexfoliere..

Algoritmul adaptiv al Celor Mai Mici Pătrate cu descompunere QRAlgoritmulAlgoritmul adaptivadaptiv al al CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate cu cu descompuneredescompunere QRQR

IniţializareIniIniţţializareializare

Date de intrareDate de Date de intrareintrare
1, 1,{ [ ]} { [ ]}M n n n nn y n

∈ θ ∈ θ
= ∪ϕD (un set de date (un set de date mmăăsuratesurate a priori)a priori)

nθ ((indiceleindicele structural al structural al modeluluimodelului de de identificareidentificare))

n n
n n n

θ× θ
θ θ θ= ∈Q Φ R R

vectoriivectorii liberiliberi iniiniţţialiiali (al (al doileadoilea —— vidvid))1 n
n n n

θ
θ θ θ= ∈r Q Y R 2 0[]nθ = ∈r R

vectorulvectorul iniiniţţialial al al parametrilorparametrilor ((prinprin exfoliereexfoliere))1 1ˆ
n n

−
θ θ=θ R rnθ

dispersiadispersia iniiniţţialialăă a a zgomotuluizgomotului2ˆ 0nθλ =

indiceleindicele iterativiterativ iniiniţţialialk n= θ

descompuneredescompunere QRQR offoff--lineline

Dimensiune
egală cu 
indicele
structural. 

DimensiuneDimensiune
egalegală ă cu cu 
indiceleindicele
structural. structural. 
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MCMMP-R bazată pe descompunerea QR (continuare)MCMMPMCMMP--RR bazatbazatăă pepe descompunereadescompunerea QRQR ((continuarecontinuare))

Algoritmul adaptiv al Celor Mai Mici Pătrate cu descompunere QR (continuare)AlgoritmulAlgoritmul adaptivadaptiv al al CelorCelor Mai Mai MiciMici PPăătratetrate cu cu descompuneredescompunere QRQR ((continuarecontinuare))

252252

Buclă iterativăBuclBuclăă iterativiterativăă

PentruPentruPentru 1k n≥ θ+

Se evaluează operatorii Givens elementari: Se Se evalueazevalueazăă operatoriioperatorii Givens Givens elementarielementari: : 

Se evaluează operatorul
Givens global: 
Se Se evalueazevalueazăă operatoruloperatorul
Givens global: Givens global: 

Date de ieşireDate de Date de ieieşşireire { }ˆ
k k∈
θ

N
Vectorii parametrilor
modelului. 
VectoriiVectorii parametrilorparametrilor
modeluluimodelului. . 

1

0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0

j

kj kj

def
j k k
k

kj kj

c s

s c

−

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

I 0 0 0 0
0
0

G

0
0

"
"
"

# # # % # #
"
"

R

1

n
j

k k
j

θ

=

=∏G G

Se reactualizează vectorul parametrilor şi dispersia zgomotului: Se Se reactualizeazreactualizeazăă vectorulvectorul parametrilorparametrilor şşii dispersiadispersia zgomotuluizgomotului: : 

Se incrementează indicele curent: Se Se incrementeazincrementeazăă indiceleindicele curentcurent: : 1k k← +

Se reactualizează
matricea triunghiulară
şi vectorii liberi: 

Se Se reactualizeazreactualizeazăă
matriceamatricea triunghiulartriunghiularăă
şşii vectoriivectorii liberiliberi: : 
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2
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k k
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−
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G r
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1 1ˆ
k k k

−=θ R r

1

0 [ ]
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T k

−
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R R

0 G 0
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1,j n∀ ∈ θ

( )21 2
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k
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k
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=
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21 2[ ]

k
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k j
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r
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−

−
=

+ ϕ

22 21ˆ
k k

k

λ =
γ

r

Se reactualizează operatorul ortogonal de triangularizare matricială: Se Se reactualizeazreactualizeazăă operatoruloperatorul ortogonalortogonal de de triangularizaretriangularizare matricialmatricialăă: : 
1

1

k

k k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q 0
Q G

0

{ }2ˆ
k k∈

λ
N

Dispersiile
zgomotului. 
DispersiileDispersiile
zgomotuluizgomotului. . 

Algoritm extrem de 
stabil din punct de 
vedere numeric. 

AlgoritmAlgoritm extremextrem de de 
stabilstabil din din punctpunct de de 
vederevedere numeric. numeric. 

{ , }N N n∈ − θ
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