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EEşşantionareantionare
neuniformneuniformăă

EEşşantionareantionare
uniformuniformăă

uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
NotaţiiNotaţii şişi definiţiidefiniţii de de bazbazăă))

Serie de timpSerieSerie de de timptimp Şir de date înregistrat în urma evoluţiei unui proces, fără a putea
cuantifica sau cunoaşte cauzele acelei evoluţii. 
ŞŞirir de date de date îînregistratnregistrat îînn urmaurma evoluevoluţţieiiei unuiunui procesproces, , ffăărrăă a a puteaputea
cuantificacuantifica sausau cunoacunoaşştete cauzelecauzele aceleiacelei evoluevoluţţiiii. . 

1,{ [ ] ( )}s n Ny n y n T == =D

1,{ ( )}n n Ny t ==D

1 2 n Nt t t t< < < < <

perioadperioadăă de de 
eeşşantionareantionare

momentemomente de de eeşşantionareantionare

" Convenþie: perioada de eşantionare
este egală cu minimul
duratei dintre oricare
două momente de 
eşantionare succesive. 

"" ConvenþieConvenþie:: perioadaperioada de de eşantionareeşantionare
esteeste egalegalăă cu cu minimulminimul
durateiduratei dintredintre oricareoricare
doudouăă momentemomente de de 
eşantionareeşantionare succesivesuccesive. . 

n st nT≥
t ∗∀ ∈N

** OrizontulOrizontul de de mmăăsursurăă esteeste limitatlimitat..

ObiectivulObiectivul
modelmodelăăriirii 8811..22

??

Predicţia/Prognoza
seriei de timp.
PredicPredicţţia/Prognozaia/Prognoza
serieiseriei de de timptimp..

Model 
matematic

Model Model 
matematicmatematic T S ARy y y y≡ + +M

Tendinţa
(orientarea generală)

TendinTendinţţaa
((orientareaorientarea generalgeneralăă))

Componenta sezonieră
(informaţia periodică)

ComponentaComponenta sezoniersezonierăă
((informainformaţţiaia periodicperiodicăă))

Componenta aleatoare
(informaţia nedeterministă)

ComponentaComponenta aleatoarealeatoare
((informainformaţţiaia nedeterministnedeterministăă))

maxT



EEşşantionareantionare
neuniformneuniformăă

EEşşantionareantionare
uniformuniformăă

uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp

TendinţăTendinTendinţţăă Model determinist asociat orientării generale a seriei de timp. Model Model deterministdeterminist asociatasociat orientorientăăriirii generalegenerale a a serieiseriei de de timptimp. . 

0 1( ) p
T py t a a t a t= + + +

0 1( ) p p
T s s p sy nT a a nT a n T= + + +

1 0 1n nt t t t t− −< < < < < < <

ÍÍ dacdacăă se se cunoacunoaşştete perioadaperioada de de eeşşantionareantionare

t∀ ∈R
** De tip De tip polinomialpolinomial..

8811..33

T S ARy y y y≡ + +M

uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei

n∀ ∈Z

0 1( ) p
T s py nT a a n a n= + + + ÍÍ dacdacăă nunu se se cunoacunoaşştete perioadaperioada de de eeşşantionareantionare

sausau esteeste consideratconsideratăă unitarunitarăăn∀ ∈Z

parametriparametri ((necunoscunecunoscuţţii))
ordinulordinul modeluluimodelului ((necunoscutnecunoscut))

0 1( ) p
T s n p ny nT a a t a t= + + +

n∀ ∈Z
ÍÍ pentrupentru oriceorice coleccolecţţieie de de momentemomente de de eeşşantionareantionare

** inclusivinclusiv uniformeuniforme

0

1 1
def

p

p

a
a

a

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

θ R

Folosind Metoda Celor Mai 
Mici Pătrate (MCMMP).
FolosindFolosind MetodaMetoda CelorCelor Mai Mai 
MiciMici PPăătratetrate ((MCMMPMCMMP).).

vectorulvectorul parametrilorparametrilor necunoscunecunoscuţţii

Dvst!JT!Dvst!JT!ÎÎ

ˆ arg min ( )N N
∈

=
θ

θ θ
S

V

( )2

1

( ) ( ) ( )
Ndef

N n T n
n

y t y t
=

= −∑θV

Cum Cum poatepoate fifi determinatdeterminat modelulmodelul??

∀ ∈θ S

domeniuldomeniul
de de 

stabilitatestabilitate

indiceleindicele stucturalstuctural necunoscutnecunoscut



Estimaţie consistentăEstimaEstimaţţieie consistentconsistentăă

uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
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uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei
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matricematrice
simetricsimetricăă

** poatepoate fifi construitconstruităă recursivrecursiv
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covariancovarianţţee

** poatepoate fifi construitconstruit recursivrecursiv
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Se construieşte o 
matrice de balansare.
Se Se construieconstruieşştete o o 
matricematrice de de balansarebalansare..

1 1 1diag
def

M p p
s s s s sMT MT MT M T MT

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

/ Cu toate acestea, matricea este
puternic dezechilibrată numeric 
(avînd un număr de condiţionare
numerică extrem de mare).

// Cu Cu toatetoate acesteaacestea, , matriceamatricea esteeste
puternicputernic dezechilibratdezechilibratăă numeric numeric 
((avavîîndnd un un numnumăărr de de condicondiţţionareionare
numericnumericăă extremextrem de marede mare))..

DADA

uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
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uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei
EsteEste matriceamatricea simetricsimetricăă inversabilinversabilăă??

raportulraportul dintredintre valoareavaloarea proprieproprie de de 
modulmodul maxim maxim şşii ceacea de de modulmodul minimminim

2

1

2 3
,2

1 1

2 3 4

1 1 1

1 11
2

1 1 1
2

1 1 1

1 50.5 3383.5
50.5 3383.5 255025

3383.5 255025 20503333.3

N

n

N N

N
n n

N N N

n n n

N n
N

N n n
N N

n n n
N N N

=

= =

= = =

⎡ + ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

R

ExempluExempluExemplu Momente de eşantionare uniforme, 
de la 1 la 100 şi polinom de gradul 2.
MomenteMomente de de eşantionareeşantionare uniformeuniforme, , 

de la de la 11 la la 100 100 şişi polinompolinom de de gradulgradul 22..

Se observă diferenţa sensibilă de ordin
de mărime dintre elementele matricii.
Se Se observobservăă diferendiferenţţaa sensibilsensibilăă de de ordinordin
de de mmăărimerime dintredintre elementeleelementele matriciimatricii..

( ),N pν R

( ) 8
100,2 1.9245 10ν = ⋅R !!** InversareaInversarea numericnumericăă

poatepoate introduce introduce erorierori
semnificativesemnificative!!

max
def

s

TM
T

⎢ ⎥
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Se poate aplica o tehnică de 
echilibrare numerică (a se vedea
cursul de Nfupef Ovnfsjdf).

Se Se poatepoate aplicaaplica o o tehnictehnicăă de de 
echilibrareechilibrare numericnumericăă (a se (a se vedeavedea
cursulcursul de de NfupefNfupef OvnfsjdfOvnfsjdf).).

CeCe se se poatepoate face?face? Formula de implementareFormula de Formula de implementareimplementare

( ) 1ˆ
N M M N M M N

−
=θ B B R B B r

** EchilibratEchilibratăă numeric.numeric.



PentruPentru fiecarefiecare structurstructurăă de model din de model din cece îînn cece
maimai bogatbogatăă ((mm∈∈{1,2,{1,2,……,,MM):):
¾¾se se determindeterminăă parametriiparametrii modeluluimodelului ales, ales, θθmm; ; 
¾¾se se evalueazevalueazăă preciziaprecizia modeluluimodelului ((VV ((θθmm).).

[ ]100 diag 0.1 0.001 0.00001
def
=B

100 100,2 100

0.1 0.00505 0.0033835
0.00505 0.0033835 0.00255025

0.0033835 0.00255025 0.00205033333

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B R B

uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei

100,2

1 50.5 3383.5
50.5 3383.5 255025

3383.5 255025 20503333.3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R

ExempluExempluExemplu Momente de eşantionare uniforme, 
de la 1 la 100 şi polinom de gradul 2.
MomenteMomente de de eşantionareeşantionare uniformeuniforme, , 

de la de la 11 la la 100 100 şişi polinompolinom de de gradulgradul 22..

( ) 8
100,2 1.9245 10ν = ⋅R

��

8811.6.6

//

BalansareBalansareBalansare

( ) 2
100 100,2 100 5.336 10ν = ⋅B R B ☺☺Condiţionarea numerică poate fi îmbunătăţită cu 

ajutorul unor tehnici de balansare mai sofisticate.
CondiCondiţţionareaionarea numericnumericăă poatepoate fifi îîmbunmbunăăttăăţţitităă cu cu 
ajutorulajutorul unorunor tehnicitehnici de de balansarebalansare maimai sofisticatesofisticate..

Se apelează la strategia generală
prezentată în cursul de JT.
Se Se apeleazapeleazăă la la strategiastrategia generalgeneralăă
prezentatprezentatăă înîn cursulcursul de de JTJT..

Dar Dar indiceleindicele structural? Cum se structural? Cum se poatepoate determinadetermina??

Dvst!JT!Dvst!JT!ÎÎ

 

Organizarea 
experimentului 
econometric 

Alegerea clasei 
de modele de 
identificare 

Achiziţia şi 
prelucrarea 

primară a datelor 

Alegerea 
modelului de 
identificare 

Pentru fiecare structură de model din ce în ce mai 
bogată (m∈{1,2,…,M): 
¾ se determină parametrii modelului ales, θm;  
¾ se evaluează precizia modelului (V (θm) sau P(θm)). 

M (θ) U 

Y 

Alegerea modelului 
adecvat datelor 
achiziţionate 

Alegerea 
metodei de 
identificare 

Validarea 
modelului 

Model valid 

M (θo) 

M (θo) 

DA NU 

¾ Informaţie preliminară despre proces 
¾ Scopul identificării procesului 

M (θ) 

Teste (criterii) 
de adecvanţă
TesteTeste ((criteriicriterii) ) 
de de adecvanţăadecvanţă

Modele de identificare de acelaşi tip sunt comparate
între ele în vederea alegerii celui adecvat. 
MModele de identificare de acelaodele de identificare de acelaşşi tipi tip suntsunt comparatecomparate
îîntre elentre ele îîn vederea alegerii celui n vederea alegerii celui adecvatadecvat. . 

AlegereaAlegerea modeluluimodelului
adecvatadecvat datelordatelor
achiziachiziţţionateionate

(experiment de (experiment de identificareidentificare))

Gradul maxim 
al modelului.

GradulGradul maxim maxim 
al al modeluluimodelului..

max 10P =



uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei

Criteriul utilizat în alegerea
structurii modelului tendinţei
CriteriulCriteriul utilizatutilizat îînn alegereaalegerea

structuriistructurii modeluluimodelului tendintendinţţeiei Calitatea predicţieiCalitateaCalitatea predicpredicţţieiiei

DefinitDefinit îînn final, final, pentrupentru toatetoate celecele 3 3 
modelemodele componentecomponente..

PQ [ , , ]K p P na

Implementarea algoritmului de estimare a coeficienţilor
modelului polinomial al tendinţei, bazat pe MCMMP.
ImplementareaImplementarea algoritmuluialgoritmului de de estimareestimare a a coeficienţilorcoeficienţilor
modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendinţeitendinţei, , bazatbazat pepe MCMMPMCMMP..

Care Care esteeste tematema de de laboratorlaborator??

PaPaşşiiii principaliprincipali aiai algoritmuluialgoritmului de de modelaremodelare))

Date de intrareDate de Date de intrareintrare
D ((seriaseria de de timptimp))
p ((gradulgradul polinomuluipolinomului; implicit: ; implicit: p p = 0)= 0)

IniţializareIniIniţţializareializare00 Evaluarea perioadei de eşantionare. EvaluareaEvaluarea perioadeiperioadei de de eeşşantionareantionare. . 

Evaluarea numărului de balansare.EvaluareaEvaluarea numnumăăruluirului de de balansarebalansare..

(( UnitarUnitarăă, , pentrupentru seriileseriile
eeşşantionateantionate uniform.uniform.

(( EgalEgal cu cu lungimealungimea serieiseriei de de timptimp, , 
pentrupentru seriileseriile eeşşantionateantionate uniform.uniform.

Determinarea lungimii seriei de timp.DeterminareaDeterminarea lungimiilungimii serieiseriei de de timptimp..

sT

M

N

8811.7.7



uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei

PaPaşşiiii principaliprincipali aiai algoritmuluialgoritmului de de modelaremodelare ((continuarecontinuare))))
Se estimează vectorul parametrilor necunoscuţi prin implementarea MCMMP cu balansare. Se Se estimeazestimeazăă vectorulvectorul parametrilorparametrilor necunoscunecunoscuţţii prinprin implementareaimplementarea MCMMPMCMMP cu cu balansarebalansare. . ,

ˆ
N pθ

Se evaluează seria de timp staţionarizată. Se Se evalueazevalueazăă seriaseria de de timptimp stastaţţionarizationarizatăă. . 

( ) ( ) ( )sta n n T ny t y t y t= −

Se corectează modelului tendinţei şi al 
seriei de timp staţionarizate cu media. 
Se Se corecteazcorecteazăă modeluluimodelului tendintendinţţeiei şşii al al 
serieiseriei de de timptimp stastaţţionarizateionarizate cu media. cu media. 

Date de ieşireDate de Date de ieieşşireire Tystay

1,n N∀ ∈

,
ˆ

N pθ

sta sta stay y y← − 0 0 staˆ ˆa a y← +

Se evaluează modelul efectiv al tendinţei pe orizontul de măsură. Se Se evalueazevalueazăă modelulmodelul efectivefectiv al al tendintendinţţeiei pepe orizontulorizontul de de mmăăsursurăă. . 

( ) 0 1ˆ ˆ ˆ p
T n n p ny t a a t a t= + + +

1,n N∀ ∈

Rutină ce trebuie proiectatăRutinRutinăă cece trebuietrebuie proiectatproiectatăă

>> [ysta,yT,theta] = trend(y,p);>> [>> [ysta,yT,thetaysta,yT,theta] = ] = trend(y,ptrend(y,p););
vectorulvectorul datelordatelor
stastaţţionarizateionarizate

8811.8.8
vectorulvectorul

parametrilorparametrilor
modeluluimodelului

vectorulvectorul de date de date 
care care conconţţineine
seriaseria de de timptimp

gradulgradul
polinomuluipolinomului

tendintendinţţăă
vectorulvectorul tendintendinţţeiei pepe
orizontulorizontul de de mmăăsursurăă

** RecursivRecursiv!!

( )sta sta
1

1 Ndef

n
n

y y t
N =

= ∑
media media datelordatelor stastaţţionarizateionarizate



uu ModelareaModelarea şişi predicþiapredicþia seriilorseriilor de de timptimp
uu..nn EstimareaEstimarea modeluluimodelului polinomialpolinomial al al tendintendinţţeiei

8811.9.9

Se trasează graficele seriei de timp şi al tendinţei (în aceeaşi fereastră). Se Se traseaztraseazăă graficelegraficele serieiseriei de de timptimp şşii al al tendintendinţţeiei ((îînn aceeaaceeaşşii fereastrfereastrăă). ). 

Se trasează graficul seriei de timp staţionarizate
(cu precizarea mediei pe grafic). 
Se Se traseaztraseazăă graficulgraficul serieiseriei de de timptimp stastaţţionarizateionarizate
(cu (cu precizareaprecizarea medieimediei pepe graficgrafic). ). 

* Graficele trebuie trasate cu axele corect
scalate şi marcate, cu titluri sugestive şi
legendă de discriminare (dacă este cazul).

** GraficeleGraficele trebuietrebuie trasatetrasate cu cu axeleaxele corectcorect
scalatescalate şşii marcatemarcate, cu , cu titlurititluri sugestivesugestive şşii
legendlegendăă de de discriminarediscriminare ((dacdacăă esteeste cazulcazul))..

Programul de test al rutinei trendProgramulProgramul de test al de test al rutineirutinei trendtrend ISLAB_8AISLAB_8AISLAB_8A

PaPaşşii principaliprincipali))
Se introduce numărul fişierului care conţine seria de timp. Se introduce Se introduce numnumăărulrul fifişşieruluiierului care care conconţţineine seriaseria de de timptimp. . ntsntsnts

pppSe introduce gradul polinomului tendinţă. Se introduce Se introduce gradulgradul polinomuluipolinomului tendintendinţţăă. . 

Se încarcă seria de timp în spaţiul de lucru. Se Se îîncarcncarcăă seriaseria de de timptimp îînn spaspaţţiuliul de de lucrulucru. . evalevalevalcu cu ajutorulajutorul funcţeifuncţei:  :  

Se apelează rutina trend. 

•
Se Se apeleazapeleazăă rutinarutina trendtrend. . 

FişiereFişiere de date?de date?

Mini-programe
MATLAB.

MiniMini--programeprograme
MMATLABATLAB..

STnts.MSTnts.MSTnts.M

¾ Parametrii încărcaţi în spaţiul de lucru: ¾¾ ParametriiParametrii încărcaţiîncărcaţi înîn spaţiulspaţiul de de lucrulucru: : 

ÍÍ seriaseria de de timptimp
ÍÍ suportulsuportul serieiseriei de de timptimp ((momentelemomentele de de timptimp normalizatenormalizate))
ÍÍ perioadaperioada de de eşantionareeşantionare
ÍÍ unitateaunitatea de de mmăăsursurăă a a perioadeiperioadei de de eşantionareeşantionare
ÍÍ unitateaunitatea de de mmăăsursurăă a a valorilorvalorilor serieiseriei de de timptimp

y y 

TsTs
ntimentime

unit unit 
yunityunit

ÍÍ text care text care arataratăă cece reprezintreprezintăă seriaseria de de timptimplabel label 

10 p10 p

PunctajPunctaj??

nts∈{1,2,3,...,15}ntsnts∈∈{1,2,3,...,15}{1,2,3,...,15}
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