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ผลการเรียนรู้ที่คาดหวังรายภาค
ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน
1.  มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกับความสัมพันธ์และฟังก์ชัน  เขียนแทนความสัมพันธ์และฟังก์ชันในรูปต่างๆ  เช่น  ตาราง  สมการ และกราฟ
2.  เขียนกราฟของความสัมพันธ์และฟังก์ชันที่กำหนดให้ได้
3.  สร้างความสัมพันธ์หรือฟังก์ชันจากสถานการณ์หรือปัญหาที่กำหนดให้และนำไปใช้ในการแก้ปัญหาได้
4.  ใช้กราฟของสมการ อสมการ  ฟังก์ชันในการแก้ปัญหาได้
ผลการเรียนรู้ที่คาดหวังรายภาค
ฟังก์ชัน (เพิ่มเติม 1)

มีความคิดรวบยอดเกี่ยวกับฟังก์ชัน เขียนกราฟของฟังก์ชัน และสร้างฟังก์ชันจากโจทย์ปัญหาที่กำหนด  
      ให้ได้
       2.   นำความรู้เรื่องฟังก์ชันไปใช้แก้ปัญหาได้
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                                        1. ความสัมพันธ์
1.  คู่อันดับ (Ordered Pairs)
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    บทนิยาม    คู่อันดับ (a,b) เท่ากับ  คู่อันดับ  (c,d)  ก็ต่อเมื่อ  a = c   และ   b = d

ข้อสังเกต   คู่อันดับ  (a,b)  


 (b,a)
ตัวอย่างที่ 1     ให้  (5,a)  =  (b,-3)   จงหา  a,b  และ  a+b

วิธีทำ              จาก  (5,a)   =   (b,-3)       จะได้ว่า     5  =  b   และ   a  =  -3


                ดังนั้น     a+b  =   -3+5   =   2                              ตอบ
ตัวอย่างที่ 2   ให้  (x+1,4)  =   (3,y-2)       จงหา   (x , y)

วิธีทำ                    จาก      (x+1,4)   =   (3,y-2)


จะได้ว่า       x+1  =  3                      และ                4   =   y-2

                    ดังนั้น   x       =   3-1                                  4+2   =   y

        

      x        =    2
                                       6   =   y

ดังนั้น    (x,y)   =    (2,6)
ตอบ
2. ผลคูณคาร์ทีเซียน (Cartesian  Product)


ถ้าให้เซต  A = {1,2,3}  และ  B  =  {a,b}   ถ้าเขียนคู่อันดับโดยให้สมาชิกตัวหน้าเป็นสมาชิกของเซต A  และสมาชิกตัวหลังเป็นสมาชิกของเซต  B  แล้ว  จะได้เซตคู่อันดับทั้งหมดดังนี้
{(1,a),(1,b),(2,a),(2b),(3,a),(3,b)}   เรียกเซตนี้ว่า “ ผลคูณคาร์ทีเซียนของ  A  และ B “  เขียนแทนด้วย  
A x B  อ่านว่า   เอ คูณ บี
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บทนิยาม    ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต  A  และ  B  คือเซตของคู่อันดับ (a,b) ทั้งหมด  โดยที่ a  เป็นสมาชิกของเซต  A  และ  b  เป็นสมาชิกของเซต  B 


ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต  A  และ  B  เขียนแทนด้วย   A x B


เขียน   A x B   ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้

A X B   =  {(a,b)| a

 A  และ  b 

 B}

ตัวอย่างที่ 3      A  =  {2,4,6}  ,  B  =  {a,b}


ดังนั้น     A x B  =  {(2,a),(2,b),(4,a),(4,b),(6,a),(6,b)}      


          n(AxB)   =  6

             B x A   =  {(a,2),(a,4),(a,6),(b,2),(b,4),(b,6)}


          n(AxB)   =  6



   
A x A   =  {(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6)}


          n(AxA)   =  9
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ข้อสังเกต   1. ถ้า  A  มีจำนวนสมาชิก n ตัว ;  B  มีจำนวนสมาชิก  m  ตัว แล้ว  AxB    มีจำนวน สมาชิกทั้ง   หมดเท่ากับ  nm



        2.  ถ้า  n(A) = n  ตัว  และ  n(B) = m  ตัว   ความสัมพันธ์จาก A ไป B ทั้งหมดเท่ากับ  2nm
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แบบฝึกทักษะที่ 1
1.  ถ้า  (x,y)  =  (4,5)    จงหาค่า x , y

 ……………………………………………………………………………………………………………………

2.  ถ้า  (x,y)  

(4,5)    จงหาค่า  x , y

……………………………………………………………………………………………………………………

6.  (x,3)  =  (-2,y)     จงหาค่า  x , y

……………………………………………………………………………………………………………………
4. ให้ (2x+1 , 13)  =  (3,4y-3)   จงหาค่าของ x , y  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

5. ข้อต่อไปนี้จริงหรือเท็จ
………………
5.1  ถ้า  (a,b) 

(c,d)   แล้ว   a 

c   และ   b 

 d

………………
5.2  ถ้า  (a,b) 

(c,d)   แล้ว   a 

c   หรือ   b 

 d

………………
5.3  ถ้า  a 

c    หรือ   b 

 d   แล้ว       (a,b) 

(c,d)

………………
5.4  ถ้า  a 

c    และ   b 

 d   แล้ว       (a,b) 

(c,d)

7.  จงเขียน  A x B  และ  B x A  เมื่อกำหนดเซต A และ B  ดังต่อไปนี้
6.1   A = {1,2}   และ  B = {3,4}

    
A x B  = ………………………………………………………………………………………………….

    n(AxB)  =  …………………..

      B x A  = .…………………………………………………………………………………………………..

          n(BxA)  =   …………………..

 6.2      A = {1,2}   และ  B = {a,b,c}

    
A x B  = ………………………………………………………………………………………………….

    n(AxB)  =  ……………………

      B x A  = ………………………………………………………………………………………………….

          n(BxA)  =   ……………………

 6. 3      A = {a,b}   และ  B = {

}

    
A x B  = ………………………………………………………………………………………………….

    n(AxB)  =  ……………………..

      B x A  =…………………………………………………………………………………………………….

          n(BxA)  =   ……………………..

6.4   A =  

  และ  B = {3,4,5}

    
A x B  =…………………………………………………………………………………………………….

    n(AxB)  =  ………………………

      B x A  =…………………………………………………………………………………………………….

          n(BxA)  =   ………………………

6.5   A = {a,b}  และ  B = {1,2,3}

 AxA       = ………………………………………………………………………………………………

 n(AxA)   =   ………………….

    BxB       =   …………………………………………………………………………………………..

    n(BxB)  =    …………………..

7.1  กำหนด       A  =  {1,2,3}   ,  B = {2,3}  และ  C = {3,5}  จงหา
7.2    AxB                   = ……………………………………………………………………………….  

7.5    AxC   
        = …………………………………………………………………………………..


7.3   (AxB)

(AxC)   =  ………………………………………………………………………………. ..

7.4   Ax(B

C)          = ………………………………………………………………………………….  
7.6    พิจารณาว่า  (AxB)

(AxC)  =  Ax(B

C)  หรือไม่    ………………………………………………………………………………………………………….

7.7    (AxB)

(AxC)   = …………………………………………………………………………………..

7.8    Ax(B

C)          =  …………………………………………………………………………………
4.    พิจารณาว่า   (AxB)

(AxC)  =   Ax(B

C)  หรือไม่                

                                                ………………………………………………..

7.9    (AxB) - (AxC)     =.………………………………………………………………………………..
7.10   Ax(B - C)           =……………………………………………………………………………….
7.11   พิจารณาว่า  (AxB) - (AxC)  =  Ax(B - C)      หรือไม่           
                                    ……………………………………………….

ข้อสังเกต      ข้อ  7.5  ,  7.8   และ   7.11   เป็นสมบัติ ที่สำคัญที่ควรจำ
บันทึก
           …………………………………………………………………………………………………………..

           ………………………………………………………………….………………………………………

   …………………………………………………………………………………………………………..

           ………………………………………………………………….………………………………………

           …………………………………………………………………………………………………………..


    …………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………..           

 ……………………………………………….
……………………………………………………..

    …………………………………………………………………………………………………………..

           ………………………………………………………………….………………………………………

3. ความสัมพันธ์ (Relation)


บทนิยาม    r  เป็นความสัมพันธ์จาก   A  ไป  B  ก็ต่อเมื่อ r เป็นสับเซตของ  A x B


นั่นคือ  ความสัมพันธ์เป็นเซตของคู่อันดับ
ตัวอย่างที่ 4   กำหนดให้   A  = {1,2,3,4}  ,  B  =  {0,2,4,6}


ให้   r1  แทนความสัมพันธ์  “ น้อยกว่า”  จาก A ไป B      จะได้
                   r1   =  {(a,b)

  AxB | a < b} ……[แบบเงื่อนไข]

       

         r1  =  {(1,2),(1,4),(1,6),(2,4),(2,6),(3,4),(3,6),(4,6)}  ……… [แบบแจกแจง]


ให้  r2   แทนความสัมพันธ์  “ หารลงตัว “  จาก B  ไป  A   จะได้
                    r2  =  {(b,a) 

 B x A | b|a }


       r2  =  {(2,2),(2,4),(4,4)}
ตัวอย่างที่ 5    กำหนด   A  =  {x | x เป็นจำนวนเต็ม}




ฺฺB   =  {x |x เป็นจำนวนเต็มบวก}

     ถ้า
      r1  =   {(x,y) 

 A x B | y = x2 }  เขียน  r1 แบบแจกแจงสมาชิกได้ดังนี้

      r1  =  {(1,1),(-1,1),(2,4),(-2,4),… }
    ถ้า           r2  =  {(x,y) 

 A x B | y = 

 }  เขียน  r 2​ แบบแจกแจงสมาชิกได้ดังนี้

      r2​   =   {(2,1),(4,2),(6,3),(8,4) ,…}
1.  โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์

พิจารณาความสัมพันธ์  

    r1   =   {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}

    r2  =   {(x,y) 

 I+x I+ | y = x }


เซตสมาชิกตัวหน้าของความสัมพันธ์  r 1  คือ  {1,2,3,4}  เรียกเซตนี้ว่า   โดเมนของ r1
เซตสมาชิกตัวหลังของความสัมพันธ์  r 1  คือ  {2,3,4,5}  เรียกเซตนี้ว่า   เรนจ์ของ r1

ส่วน  r2 มีโดเมนและเรนจ์เท่ากับจำนวนเต็มบวก


บทนิยาม    ให้  r  เป็นความสัมพันธ์จาก  A ไป B 


                    โดเมนของ  r  คือเซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับใน r  เขียนแทนด้วย  Dr


                    เรนจ์ของ  r   คือเซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับใน r   เขียนแทนด้วย  R r
ตัวอย่างที่ 6   กำหนดให้  A  =  {-2,-1,0,1,2}     ,  B  =  {1,2,3,4}


กำหนด   r   =  {(x,y) 

 A x B | y = x2+1}     จะได้ 

              r    =  {(-1,2),(0,1),(1,2)}


ดังนั้น   D r  =  {-1,0,1}  ,   R r =  {2,1}

ตัวอย่างที่ 7     จงหา โดเมนและเรนจ์ ของ  r  เมื่อกำหนด    r  =  {(x,y)| 

 RxR | x+y = 5}

วิธีทำ    หาโดเมน จัดรูป y ในเทอม x   จะได้    y  =  5 - x    จะเห็นว่าเมื่อแทนค่า x ด้วยจำนวนจริงใดๆจะหาค่า y ได้เสมอ   ดังนั้น  โดเมนคือจำนวนจริง  หรือ เขียนในรูปเงื่อนไขได้เป็น    Dr =  { x|x 

 R }

             หาเรนจ์    จัดรูป  x ในเทอม  y  จะได้  x = 5 - y   จะเห็นว่าเมื่อแทนค่า y ด้วยจำนวนจริงใดๆจะหาค่า x ได้เสมอ   ดังนั้น  เรนจ์คือจำนวนจริง  หรือ เขียนในรูปเงื่อนไขได้เป็น          R r =  { x|x 

 R }
ตัวอย่างที่ 8     จงหาโดเมนและเรนจ์ของ  r  เมื่อกำหนด   r  =  { (x,y) | y = 

 }

วิธีทำ      หาโดเมน
            จาก    y = 

    จะหาค่า y ได้ ก็ต่อเมื่อ     x2- 9 

  0





          ดังนั้น
(x-3)(x+3)   

   0    
                -3    0     3      








 x  

 -3   หรือ   x 

  3

                ดังนั้น   D r =  { x

 R | x  

 -3   หรือ   x 

  3 }

              หาเรนจ์
     จาก   x 

 Dr  จะได้     x2-9   

  0    นั่นคือ    

  

  0


   ดังนั้น   R r =  { y 

 R | y  

 0 }

บันทึก  

………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

แบบฝึกทักษะที่ 2

2.  ถ้า  A  =  {1,2,3}  และ  r = {(1,1),(1,2),(2,3),(2,2),(3,3),(2,1)}   r  เป็นความสัมพันธ์ใน A  หรือไม่
     ……………………………………………………………………………………………………………………

3.  กำหนดให้  A  =  {0,2,4} ,B = {0,1,2}  และ r เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B  ถ้า (x,y) 

 r หมายถึง x > y 

     เขียน  r  แบบแจกแจงสมาชิกได้เป็น
                r  =  ……………………………………………………….

     เขียน  r  แบบบอกเงื่อนไขของสมาชิกได้เป็น        r   =   ….…………………………………………………..

5.  กำหนด  A  =  { -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 }  และ  r  =  { (x,y) 

 AxA | y = x2 }  จงเขียน  r  แบบแจกแจงสมาชิก     r  =  …………………………………………………………………………………………………

4.  กำหนด  A  = { x 

 N | x < 9 }   และ  r  =  { (x,y) 

 AxA | x+y = 9 }  จงเขียน   r  แบบแจกแจงสมาชิก
     r  = ……………………………………………………………………………………………………………….

6.  กำหนด  A  =  { -3,-2,-1,0,1,2,3 }  และ  R คือเซตของจำนวนจริง   และ
     r  =  { (x,y) 

 AxR | y = x2 +1 }   จงเขียน r  แบบแจกแจงสมาชิก
     r  =……………………………………………………………………………………………………………….

7.  กำหนด  A  = { 5,4,3 } ,  B = { 0,1,2 } และ  r  = {(x,y) 

 BxA | x > y }   จงเขียน   r  แบบแจกแจงสมาชิก
     r  =……………………………………………………………………………………………………………….

7.2  จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้
     7.1      r  =  {
(1,2),(4,5),(6,7)}
 Dr  =   …………………………………   

R r =  …………………………………..

7.3      r  =  { (-1,1),(1,2),(1,3),(-1,4) }

        Dr  =  ………………………………….   

       R r  = …………………………………..

7.4      r  =  {(x,y) 

 AxB | y > x+1}  เมื่อ  A = {1,2,3,4}  และ  B =  {2,3,4,5}

          r  =   ……………………………………………………………………..

        Dr =    …………………………………………………………………….

        R r =    …………………………………………………………………….

7.9     r  =  {(x,y) 

 AxA | y = x2}  เมื่อ  A = {-1,-2,-3,-4,0,1,2,3,4}   

         r  =     ..…………………………………………………………………..

        Dr =    …………………………………………………………………….

        R r =    …………………………………………………………………….

7.5    r  =  {(x,y) 

 NxN |  x + y = 10 }     

         r  =     ..…………………………………………………………………..

        Dr =    …………………………………………………………………….

        R r =    …………………………………………………………………….

7.6     r  =  {(x,y) 

 RxR | y = 3x+1} 

        Dr =    …………………………………………………………………….

        R r =    …………………………………………………………………….

7.7   r  =  {(x,y) 

 RxR | y = x2} 

           …………………………………………………………………………………………………..

 ……………………………………………………………………………………………………             …………………………………………………………………….………………………………

…………………………………………………………………….………………………………           …………………………………………………………………………………………………….

7.8   r  =  {(x,y) 

 RxR | y = -x2+1} 

   ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

7.10    r  =  {(x,y) 

 RxR | y = |x-5| } 

 ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

7.11    r  =  {(x,y) 

 RxR | y = 

 } 

……………………………………………………………………………………………………….                ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

3.  r  =  {(x,y) 

 RxR | y = 

} 

……………………………………………………………………………………………………….                ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

7.12   r  =  {(x,y) 

 RxR | y = x2-2x-8 } 

……………………………………………………………………………………………………….                ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

7.13  r  =  {(x,y)  | y = 

 } 

 ……………………………………………………………………………………………………….                ……………………………………………………………………………………………………….

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………...           …………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

7.14   r  =  {(x,y)| |x|+|y| = 4}

……………………………………………………………………………………………………….                         

 ………………………………………………………………………………………………………

……..…………………………………………………………………….……………………………     ………………………………………………………………………………………………………..           …………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………..

5. กราฟของความสัมพันธ์  


บทนิยาม   ให้  R   เป็นเซตของจำนวนจริง  r เป็นสับเซตของ  R x R   กราฟของความสัมพันธ์  r   คือ
     เซตของจุดในระนาบ โดยที่แต่ละจุดแทนสมาชิกสมาชิกของความสัมพันธ์  r

ตัวอย่างที่ 9    จงเขียนกราฟของความสัมพันธ์  r =  {(x,y)

 I x I  |y = x2 }







y






             9

           





4


                                                                        

              



     -2
0        2 

          x


ตัวอย่างที่ 10    จงเขียนกราฟของความสัมพันธ์  r =  {(x,y)

 R x R  |y = x2 }













8






6

                                


4






2

 



                0
ตัวอย่างที่ 11   จงเขียนราฟของความสัมพันธ์  r =  {(x,y)

 R x R  | 1

< 4  }







                                                          -2  -1  0  1   2    3   4


  ข้อสังเกต    ในการเขียนกราฟเส้นที่ต่อเนื่องจะสามารถหา โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ได้  โดย

         โดเมนให้ดูเส้นกราฟตามแนวแกน X  ว่าเริ่มต้นและสิ้นสุดที่ใด ก็จะได้ค่าโดเมน

         เรนจ์ให้ดูเส้นกราฟตามแนวแกน Y  ว่าเริ่มต้นและสิ้นสุดที่ใด ก็จะได้ค่าเรนจ์
         ดังนั้นจาก  ตัวอย่างที่ 10      จะได้โดเมน คือ { x | x 

 R }    และได้เรนจ์ คือ   { x | x 

 0 }



 ตัวอย่างที่  11     จะได้โดเมน คือ { x | 1 

 x < 4  }    และได้เรนจ์ คือ   { x | x

 R }


         แบบฝึกทักษะที่ 3
 จงเขียนกราฟความสัมพันธ์ต่อไปนี้
1.   r  =  {(2,2),(2,6),(2,8),(3,6),(4,8)}

2.   r  =  {(x,y) 

 AxA | y = 2x+1 }  เมื่อ  A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}

4.  r  =  {(x,y) | y = 2x+1 }

5.  r  =  { (x,y) | y > 2x+1 } 


1.  r  =  { (x,y) | y = |x| }

6.   r  =  { (x,y) | y = x2 }

6. อินเวอร์สของความสัมพันธ์

กำหนดให้  r  = { (1,2),(3,4),(5,6),(7,8) }    จะได้   โดเมน  r  คือ  { 1,3,5,7}      เรนจ์ r คือ { 2,4,6,8 }

ถ้าสลับที่สมาชิกตัวหน้าและตัวหลังของแต่ละคู่อันดับ จะได้ความสัมพันธ์  s = { (2,1),(4,3),(6,5),(8,7) }

จะได้ โดเมนของ s คือ   { 2,4,6,8 }  และเรนจ์ของ  s  คือ  { 1,3,5,7}    จะเห็นว่า โดเมนของ r คือเรนจ์ของ s  และเรนจ์ของ  r  คือโดเมนของ  s    เรียก s ว่า  อินเวอร์สของความสัมพันธ์  r     ดังนั้นจะได้บทนิยาม

           บทนิยาม   อินเวอร์สของความสัมพันธ์ r  คือความสัมพันธ์ซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้าและ
          สมาชิกตัวหลังของแต่ละคู่อันดับที่เป็นสมาชิกของ r   

          อินเวอร์สความสัมพันธ์  r  เขียนแทนด้วย  r-1 

                เขียน  r-1  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้
                          r-1  =  { (y,x) | (x,y)

 r }

ตัวอย่างที่ 12    จงหาอินเวอร์สของความสัมพันธ์ r พร้อมทั้งบอกโดเมนและเรนจ์


r = { (1,1),(3,2),(1,3),(4,1),(0,-1) }

วิธีทำ               r-1=  { (1,1),(2,3),(3,1),(1,4),(-1,0) }


      

=  {1,2,3,-1 }


      

= { 1,3,4,0 }

ตัวอย่างที่ 13    จงเขียนกราฟของ  r  และ  r-1  ในระบบแกนของมุมฉากเดียวกัน

กำหนดให้   r  =  { (x,y) 

 RxR | y = 2x+1 }

วิธีทำ             ถ้า     r  =  { (x,y) 

 RxR | y = 2x+1 }

                            r-1   =  { (y,x) 

 RxR | y = 2x+1 }

              หรือ       r-1   =  { (y,x)  

 RxR | x = 



 EMBED Equation.2  
}      หรือ       r-1   =  { (x,y)  

 RxR | y = 



 EMBED Equation.2  
}

      ดังนั้น  ในการหาอินเวอร์สของความสัมพันธ์ใดก็ตามที่อยู่ในรูปสมการ  อาจทำได้โดยสลับที่ตัวแปรในสมการนั้น






         3     r






         2
                     r-1


                                               1




            -2    -3    -1    0     1     2     3






       -1






       -2

แบบฝึกทักษะที่ 4

1.   จงหาอินเวอร์สของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ พร้อมทั้งบอกโดเมน และเรนจ์ของ  r  และ  r-1
1.  1    r       =  {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6)}


     

  r-1          =…………………………………………………………………   

            Dr       =  …………………………………………………………………..…………………………………….

             R r      =  ..……………………………………………………….

         

 =   ……………………………………………………………….


          

 =   .………………………………………………………………

2.  2    r      =  {(2,-1),(0,3),(1,-4),(-2,-3),(-5,6)}


    

  r-1      = …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

                R r    = …..……………………………………………………….

         

 = .…………………………………………………………………


          

 = …………………………………………………………………


1.3        r      =   {(x,y)

RxR | y = x+1 }

    

  r-1      = …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

                R r    = ..………………………………………………………….

         

 =  …………………………………………………………………


          

 =  …………………………………………………………………


1.4       r       =   {(x,y)

RxR | y = 3-2x }

    

  r-1      = …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

             R r     =  .………………………………………………………….

         

=……………………………………………………………………


          

= ..…………………………………………………………………


1.5      r        =   {(x,y)

RxR | y = x2 }

    

  r-1      = …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

                R r    = ………………………………………………………….

         

 = …………………………………………………………………


          

 = …………………………………………………………………


1.6       r       =   {(x,y)

RxR | y = 

 }

    

  r-1      =  …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

               R r    =…………………………………………………………….

         

 =  ………………………………………………………………….


          

 =  ………………………………………………………………….


1.7      r        =   {(x,y)

RxR | y =  | x | }

    

  r-1      =  ………………………………………………………………… .

            Dr      =  …………………………………………………………………..…………………………………………

               R r    = ……………………………………………………………

         

 =  ………………………………………………………………….


          

 =  .…………………………………………………………………


1.8     r         =   {(x,y)

RxR |  |x|+ |y| = 4 }

    

  r-1      = ………………………………………………………………… ..

            Dr      =  …………………………………………………………………..………………………………………….

                R r    = …………………………………………………………….

         

 =  …………………………………………………………………..


          

 =  …………………………………………………………………..


1.9     r         =   {(x,y)

RxR | y  > x }

    

  r-1      =  …………………………………………………………………  

            Dr      =  …………………………………………………………………..……………………………………….

               R r    = ..………………………………………………………….

         

 = …………………………………………………………………..

1. 
          

 = …………………………………………………………………..

2.  จงหา  r -1 และเขียนกราฟของ  r  และ  r-1  บนระบบแกนมุมฉากเดียวกัน  เมื่อกำหนด  r  ดังต่อไปนี้
       
2.1         r     =  {(x,y) | y = x+1} 

                

  r-1      = ……………………………………………………………………



2.2         r     =  {(x,y) | y = x2 }

                

  r-1      =…………………………………………………………………………



2.3         r     =  {(x,y) | y = |x-2| } 

                

  r-1      =  ………………………………………………………………………



2.4         r     =  { (x,y) | y = 

 } 

                

  r-1      = ……………………………………………………………………………


แบบฝึกทักษะที่ 5

 
กราฟที่กำหนดให้แต่ละข้อต่อไปนี้เป็นกราฟของความสัมพันธ์  r   จงเขียนกราฟของ  r -1 ลงบนระนาบ 

              มุมฉากเดียวกัน
1. 








            r
2.  


      



  r

3.


          





     r
4.

 

5.  


                            
 

         r


6. 






           r
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 2.ฟังก์ชัน
2.1   ความหมายของฟังก์ชัน  


          บทนิยาม   ฟังก์ชัน คือ ความสัมพันธ์  ซึ่งจะไม่มีคู่อันดับสองคู่อันดับใดในความสัมพันธ์ที่มีสมาชิกตัว        
                      หน้าเหมือนกัน แต่สมาชิกตัวหลังต่างกัน                                                                                                                           

ตัวอย่างที่  1      จงพิจารณาความสัมพันธ์   r   ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่
               1.    r     =     { ( 1,1 )  ,  ( -1,1 )  ,  ( 2, 2 )  ,  ( -2, 2 )  ,  (3, 3 )  ,  ( -3, 3 ) }

               2.    r     =     { ( -2, 1 )  ,  ( -1, 0 )  ,  ( 1, 1 )  ,  ( 2, 1 )  ,  ( 1, -1 ) }

วิธีทำ
1 ในความสัมพันธ์  r  จะพบว่าไม่มีสองคู่อันดับใดที่มีสมาชิกตัวหน้าเท่ากัน  แต่สมาชิกตัวหลังไม่เท่ากัน   
ดังนั้น   r   จึงเป็นฟังก์ชัน
2 ความสัมพันธ์ไม่เป็นฟังก์ชันทั้งนี้เพราะมีคู่อันดับ  ( 1, 1 ) 
[image: image355.png]


 r  และ  ( 1, -1 )
[image: image2.wmf]Î

 r  ซึ่งเป็นคู่อันดับที่มีสมาชิกตัวหน้าเท่ากัน   ( คือ   1 )  แต่สมาชิกตัวหลังไม่เท่ากัน
หมายเหตุ     ถ้าความสัมพันธ์ที่กำหนดให้อยู่ในรูปบอกเงื่อนไข  เช่น
           r   =  { ( x, y )
[image: image3.wmf]Î

R
[image: image4.wmf]´

R    | 2x + y  =  1 }

          การตรวจสอบดูว่าความสัมพันธ์เป็นฟังก์ชันหรือไม่    โดยไม่ต้องแจกแจงคู่อันดับ  ทำได้ดังนี้
   

   วิธีที่ 1     ถ้า  r   เป็นความสัมพันธ์ซึ่งประกอบด้วยคู่อันดับ  ( x, y )  และมีเงื่อนไข   r ( x, y )   แล้ว
            ให้นำเงื่อนไข  r ( x, y )  มาเขียนใหม่โดยเขียน  y   ในรูปของ  x  

           1.    ถ้าแต่ละค่าของ  x  หาค่า  y  ได้เพียงค่าเดียว  สรุปได้ว่า   r   เป็นฟังก์ชัน
           2.    ถ้าแต่ละค่าของ  x  ที่ทำให้หาค่า  y  ได้มากกว่า 1  ค่า    สรุปได้ว่า  r   ไม่เป็นฟังก์ชัน
ตัวอย่างที่ 2    กำหนดความสัมพันธ์  r   =  { ( x, y ) 
[image: image5.wmf]Î

R
[image: image6.wmf]´

R   |  2x + y  =  1 }    r   เป็นฟังก์ชันหรือไม่
วิธีทำ       เงื่อนไข  r  คือ                       2x  +  y  =  1

             เขียน  y  ในรูปของ  x  จะได้                y  =   1 - 2x

            จะพบว่าแต่ละค่าของ  x  จะให้ค่า  y  เพียงค่าเดียวเท่านั้น
            แสดงว่า  r  เป็นฟังก์ชัน     ###


   วิธีที่  2     เมื่อกำหนดความสัมพันธ์  r  ซึ่งประกอบด้วยคู่อันดับ  ( z, y )  และมีเงื่อนไข  r ( x, y )   สมมุติ
            ( x, y )  
[image: image7.wmf]Î

 r      และ       ( x, z )  
[image: image8.wmf]Î

 r     ดังนั้นได้เงื่อนไข       r ( x, y )    และ        r ( x, z )

            1.      ถ้าสามารถแสดงได้ว่า    y  =   z        แล้ว    r    เป็นฟังก์ชัน
            2.      ถ้ามีกรณีที่  y   และ  z  ไม่เท่ากันได้   แล้ว   r     จะไม่เป็นฟังก์ชัน                   
ตัวอย่างที่  3    กำหนดความสัมพันธ์  r  =  { ( x, y ) 
[image: image9.wmf]Î

R
[image: image10.wmf]´

R   |   5x + y  =  2 }    แล้ว r  เป็นฟังก์ชันหรือไม่
วิธีทำ         ให้  ( x, y ) 
[image: image11.wmf]Î

 r       และ        ( x, z )  
[image: image12.wmf]Î

  r      ดังนั้น
                   5x   +  y     =    2  ………………………………  ( 1 )

                   5x   +  z     =    2  ………………………………  ( 2 )

  ดังนั้น        5x   +  y     =    5x  +  z

 แสดงว่า                y      =    z

 เพราะฉะนั้น          r      เป็นฟังก์ชัน          ###


   วิธีที่  3       โดยใช้กราฟ
        กำหนดความสัมพันธ์   r

         ให้ลากเส้นตรงที่ขนานกับแกน   y    และให้ตัดกราฟของ   r

         1.    ถ้าเส้นตรงแต่ละเส้นตัดกราฟของ  r  ได้เพียงจุดเดียวเท่านั้น    แล้ว  r  จะเป็นฟังก์ชัน
         2.   ถ้ามีเส้นตรงบางเส้นที่ตัดกราฟของ  r  ได้มากกว่า  1  จุด    แล้ว  r  ไม่เป็นฟังก์ชัน                          
ตัวอย่างที่   4         ความสัมพันธ์ที่มีกราฟต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือ



                       ………………………………..                               …………………………………



                                        แบบฝึกที่    2.1

1.     ความสัมพันธ์ที่กำหนดให้ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่    เพราะเหตุใด
{ ( 5, 1 )  ,  ( 3, 2 )  ,  ( 1, 3 )  ,  ( 0, 1 ) }  ………………………………………………………………..

{ ( 2, 1 )  ,  ( 3, 1 )  ,  ( 4, 1 ) }                 ………………………………………………………………..

{ ( 3, 0 )  ,  ( 3, 1 )  ,  ( 2, 5 ) }                 ………………………………………………………………..

2.      กำหนด A  =  { -4, -3, … , 4 }   จงพิจารณาว่าความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่    เพราะเหตุใด
         2.1     { ( x, y ) 
[image: image13.wmf]Î

A
[image: image14.wmf]´

A   |  y  =   | x | }                

       …………………………………………………….

         2.2       { ( x, y ) 
[image: image15.wmf]Î

A
[image: image16.wmf]´

A  |  x2 +  y2   =    4 }        

       ……………………………………………………..

        2.3       { ( x, y ) 
[image: image17.wmf]Î

A
[image: image18.wmf]´

A  |  | x | - | y |   =  0 }       

        …………………………………………………….

3.         ความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่       
           3.1     r   =   { ( x, y ) 
[image: image19.wmf]Î

R
[image: image20.wmf]´

R   |   y   =   
[image: image21.wmf]x

x

5

1

2

+

   }      

         ……………………………………………………………

           3..2       r   =    { ( x, y ) 
[image: image22.wmf]Î

R+
[image: image23.wmf]´

R+   |   | x | - | y |    =    5 }   

         …………………………………………………………….

           3.3      r   =   { ( x, y ) 
[image: image24.wmf]Î

R
[image: image25.wmf]´

R   |   | x | - | y |    =    5  }   

         ……………………………………………………

          3.4      r   =   { ( x, y ) 
[image: image26.wmf]Î

R
[image: image27.wmf]´

R   |   y  =   x3  }                 

           ……………………………………………………

ฟังก์ชันจากเซตหนึ่งไปยังอีกเซตหนึ่ง
ฟังก์ชันจาก  A  ไป  B


            บทนิยาม     กำหนดให้     A    และ     B      เป็นเซต
                        f     เป็นฟังก์ชันจาก   A    ไป     B   (function   from  A   to   B )   ก็ต่อเมื่อ
           1.   f   เป็นฟังก์ชัน
           2.   Df   =   A

           3.   Rf       
[image: image28.wmf]Ì

  B

  f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไป  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f : A   (  B  อ่านว่า  f  เป็นฟังก์ชัน  จาก  A  ไป  B

ตัวอย่างที่  5  กำหนดให้  A  = { 0,1,2,3,4 }  และ  B  =  { 0,1,2,3,4,5,6 }  ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันจาก A ไป  B

         1.   f   =   { ( x, y ) 
[image: image29.wmf]Î

A
[image: image30.wmf]´

B   |   y   =   2x }

         2.   g  =   { ( x, y ) 
[image: image31.wmf]Î

A
[image: image32.wmf]´

B   |   y   =   x+2 }

วิธีทำ      ตรวจสอบดูว่า     โดเมนเท่ากับ  A   และเรนจ์เป็นสับเซตของ  B 

       1.     จากเงื่อนไขของ  f   ที่ว่า   y  =  2x   เมื่อ   x
[image: image33.wmf]Î

A    และ     y
[image: image34.wmf]Î

B    จะได้ว่า
                      ถ้า   x  =   0       แล้ว   y   =   0  
[image: image35.wmf]Î

  B

                      ถ้า   x  =   1       แล้ว   y   =   2  
[image: image36.wmf]Î

  B

                      ถ้า   x  =   2       แล้ว   y   =   4  
[image: image37.wmf]Î

  B

                      ถ้า   x  =   3       แล้ว   y   =   6  
[image: image38.wmf]Î

  B

                      ถ้า   x  =   4       แล้ว   y   =   8  
[image: image39.wmf]Ï

  B

       ดังนั้น  f  =   { ( 0, 0 )  ,  ( 1, 2 )  ,  ( 2, 4 )  ,  (3, 6 ) }

               Df    =   { 0 ,1 , 2 , 3 }   
[image: image40.wmf]¹

   A

       เพราะฉะนั้น    f   ไม่เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไป  B        ###

       2.     จากเงื่อนไข   g   ที่ว่า   y   =   x+2     เมื่อ   x  
[image: image41.wmf]Î

  A   และ   y  
[image: image42.wmf]Î

  B    จะได้ว่า
                     g  =  { ( 0, 2 )  ,  ( 1, 3 )  ,  ( 2, 4 )  ,  ( 3, 5 )  ,  ( 4, 6 ) }

      ดังนั้น    Dg   =  { 0,1,2,3,4 }  =  A               

     Rg  =  { 0,2,4,6 }  
[image: image43.wmf]Ì

  B

เพราะฉะนั้น    g    เป็นฟังก์ชันจาก   A  ไป   B          ###

ฟังก์ชันจาก  A   ไปทั่วถึง   B   
           

       บทนิยาม        f     จะเป็นฟังก์ชันจาก   A  ไปทั่วถึง   B   ( function    from  A   onto   B )   ก็ต่อเมื่อ
3                      1.     f   เป็นฟังก์ชัน
              2.    Df   =  A

              3.    Rf   =  B

        ฟังก์ชัน   f   จาก   A   ไปทั่วถึง  B   จะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์   f  :  A   ทั่วถึง   B  

ตัวอย่างที่  6

        1.        กำหนดให้     f  =  { ( x, y )  
[image: image44.wmf]Î

  R
[image: image45.wmf]´

 R   |   2x+3x-4     =     0 }

        2.       กำหนดให้     g  =  { ( x, y )  
[image: image46.wmf]Î

  R
[image: image47.wmf]´

R    |   y  =   x2- 6x –10  }

        จงตรวจสอบว่า    f, g     เป็นฟังก์ชันจาก   R   ไปทั่วถึง   R   หรือไม่
วิธีทำ       1.     จากสมการ     2x + 3x – 4   =   0      จะได้
                        y  =
[image: image48.wmf]3

2

4

x
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             และ          x  =  
[image: image49.wmf]2

3

4

y

-


          แสดงว่าแต่ละค่า   x  
[image: image50.wmf]Î

  R    จะหาค่า   y     ได้เสมอและได้เพียงค่าเดียว    ดังนั้น
         f    เป็นฟังก์ชัน     และ   D f     =   R

        นอกจากนั้น   แต่ละ   y  
[image: image51.wmf]Î

  R    จะหาค่า   x    ได้เสมอ     ดังนั้น
                                              R  f   =    R

        ดังนั้น       f     เป็นฟังก์ชันจาก    R    ไปทั่วถึง   R          ###

 ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก    A    ไป   B

 

       บทนิยาม         กำหนด   f  :  A  (   B

                               f     เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง    ( one – to – one   function )     จาก   A  ไป   B   ก็ต่อเมื่อ
       ถ้า    y  
[image: image52.wmf]Î

  R f    แล้ว    จะมี   x  
[image: image53.wmf]Î

  A     เพียงตัวเดียวซึ่งทำให้    ( x, y )  
[image: image54.wmf]Î

  f

       ฟังก์ชัน   f   ซึ่งเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   A    ไป   B    เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์    f  :  A  
[image: image55.wmf]¾
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 B

ตัวอย่างที่  7       กำหนดฟังก์ชัน
4. f  =  { ( 1, 0 )  ,  ( 2, 3 )  ,  ( -1, 4 ) }

2 .   g  =  { ( 1, 2 )  ,  ( 3, 4 )  ,  ( 4, 2 )  ,  ( 0, -1 ) }

f   และ  g   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่
วิธีทำ      1.  R  f    =    { 0, 3, 4 }

            จาก   f    ที่กำหนดให้   แต่ละสมาชิกของ   R f   จะถูกจับคู่เพียงครั้งเดียวเท่านั้น
            ดังนั้น    f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง         ###

                2.  Rg   =   { 2, 4, -1 }

           จะพบว่ามีสมาชิกใน   R g  บางตัวถูกจับคู่มากกว่าหนึ่งครั้งคือ     ( 1, 2 )  
[image: image56.wmf]Î

  g   และ    ( 4, 2 )  
[image: image57.wmf]Î

  g

           ดังนั้น      g     ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง         ###

          ในกรณีที่กำหนดฟังก์ชันออกมาในรูปแบบบอกเงื่อนไข  การตรวจสอบดูว่า  ฟังก์ชันนั้นเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่    สามารถทำได้   3    วิธีดังนี้

     วิธีที่  1   กำหนดให้  f  :  A ( B  ซึ่งประกอบด้วยคู่อันดับ  ( x, y )  ซึ่งมีเงื่อนไข  P ( x, y )  วิธีตรวจสอบการ               
          เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่    ทำได้ดังนี้
                 จากเงื่อนไข  P  ( x, y )    ให้เขียน   x   ในรูปของ   y

                 1.     ถ้าแต่ละสมาชิก   y   ใน   R f  ให้ค่า   x   เพียงค่าเดียวแล้ว   f   จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
                 2.    ถ้ามี   y  
[image: image58.wmf]Î

  R f     ซึ่งให้ค่า   x    เกินกว่า  1   ค่า   แล้ว   f   จะไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง                           

        วิธีที่  2      กำหนดให้   f   เป็นฟังก์ชันที่ประกอบด้วยคู่อันดับ   ( x, y )

                             สมมุติให้    ( x1, y )  
[image: image59.wmf]Î

  f      และ         ( x2, y )  
[image: image60.wmf]Î

  f

                  1.     ถ้าสามารถพิสูจน์ได้ว่า  x1   =     x2      แล้ว   f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
                  2.     ถ้า  x1    และ   x2    เป็นไปได้ที่จะไม่เท่ากัน   แล้ว   f   จะไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง                                

          วิธีที่  3       โดยการเขียนกราฟ
                    ในกรณีที่สามารถวาดกราฟของฟังก์ชัน    f    ได้      การตรวจสอบการเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
           อาจพิจารณาจากกราฟได้    โดยการลากเส้นตรงให้ขนานกับแกน   x   และให้ตัดกราฟของ   f   

         1.   ถ้าเส้นตรงทุกเส้นตัดกราฟเพียงจุดเดียวเท่านั้น   แล้วฟังก์ชัน  f  จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
          2.  ถ้ามีเส้นตรงบางเส้นตัดกราฟของ  f  มากกว่าหนึ่งจุด  แล้วฟังก์ชัน  f  จะไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
ตัวอย่างที่  8    กำหนดให้  f  = { ( x, y )  
[image: image61.wmf]Î

  R
[image: image62.wmf]´

R |  x+y+1  =  0 }  จงแสดงว่า f  : R 1(-1 R ( โดยใช้วิธีที่ 1 )

วิธีทำ            ( 1 )   จะแสดงว่า   f  :  R (  R

         จากสมการ     x + y + 1  =  0     จะได้
                                          y   =  -  x -1

        ดังนั้น    x  
[image: image63.wmf]Î

  R   แล้วสามารถหาค่า   y  
[image: image64.wmf]Î

  R    ได้เสมอและได้เพียงค่าเดียว
        ดังนั้น     f   เป็นฟังก์ชัน     Df =  R  ,   Rf    
[image: image65.wmf]Ì

   R

        นั้นคือ   f   เป็นฟังก์ชันจาก  R   ไป   R

                    ( 2 )    จะแสดงว่า   f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
        จากสมการ     x + y + 1    =    0    จะได้
                                          x    =     - 1 - y

        จะพบว่าแต่ละค่า     y  
[image: image66.wmf]Î

  Rf   จะได้ค่า  x   เพียงค่าเดียว
        ดังนั้น   f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
        จากข้อ   ( 1 )  และ   ( 2 )   สรุปได้ว่า    f  :  R
[image: image67.wmf]¾
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ตัวอย่างที่  9    กำหนดฟังก์ชัน  f    =   { ( x, y )   
[image: image68.wmf]Î

 R 
[image: image69.wmf]´

  R    |   4x + 3 y – 5   =   0 }

              จงแสดงว่า   f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง     ( โดยใช้วิธีที่  2 )

วิธทำ     ให้  ( x1, y )  
[image: image70.wmf]Î

 f    และ     ( x2, y )  
[image: image71.wmf]Î

  f

              ดังนั้น             4x1 + 3y  - 5    =   0

              และ               4x2 + 3y  - 5    =    0

             ดังนั้น             4x1 + 3y  - 5     =     4x2  +  3y - 5

                                                 4x1     =     4x2
                                                                                    x1      =     x2
             แสดงว่า     f    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง       ### 

ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   A    ไปทั่วถึง   B      (  ในแบบเรียนไม่มีหัวข้อนี้ )


           บทนิยาม    f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  A   ไปทั่วถึง  B ( one – to – one  function  from  A  onto B )

                   เป็นการสมนัยแบบหนึ่งต่อหนึ่ง   ( one – to – one   correspondence )   ก็ต่อเมื่อ
                  1.   f   เป็ฯฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
                  2.   D f    =     A

                  3.   R f    =     B

         f    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  A   ไปทั่วถึง   B   จะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์    f  :  A 
[image: image72.wmf]®
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ตัวอย่างที่   10     กำหนดให้    f  =  { ( x, y )  
[image: image73.wmf]Î

  R
[image: image74.wmf]´

R   | y3   =   x  }   จงแสดงว่า  f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก      R    ไปทั่วถึง   R  

วิธีทำ    ( 1 )     จะแสดงว่า   f   เป็นฟังก์ชัน  

                                จากเงื่อนไข   y3  =   x      จะได้      y  =   
[image: image75.wmf]3

x

 

                                จะพบว่า   แต่ละค่าของ  x  ในโดเมน   จะให้ค่า   y   เพียงค่าเดียวเท่านั้น
                                ดังนั้น     f     เป็นฟังก์ชัน
 ( 2 )      จะแสดงว่า    f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
                                  ให้     ( x1, y )   
[image: image76.wmf]Î

  f           และ          ( x2, y )  
[image: image77.wmf]Î

  f          ดังนั้น
                                                   y3    =    x1       และ            y3    =     x2  

                                  ดังนั้น         x1   =    x2 

                                  แสดงว่า     f     เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
               ( 3 )      หาโดเมนของ    f 
                              จากสมการ      y3    =     x

                               จะได้ว่า          y      =      
[image: image78.wmf]3

x


                                   จะพบว่า    x  
[image: image79.wmf]Î

  R      แล้วสามารถหาค่า    y      ได้เสมอ
                                ดังนั้น            Df     =      R

                      ( 4 )      หาเรนจ์ของ   f     

                                  จากสมการ      y3    =     x

                                   จะพบว่า   ถ้า  y  
[image: image80.wmf]Î

  R    แล้วสามารถหาค่า    x   ได้เสมอ
                                    ดังนั้น           R f     =     R

               จากข้อ   ( 1 ) – ( 4 )   สรุปได้ว่า    f    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   A   ไปทั่วถึง  B       ##.

แบบฝึกหัด    2.2

1.   กำหนดให้  A   =  { 1,2,3,4,5 }  และ  B   =   { a , b ,c, d }  ความสัมพันธ์ข้อใดต่อไปนี้   เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไป  B

          1.1    r   =   { ( 1, a )  ,  ( 2, b )  ,  ( 3, a )  ,  ( 4, c )  ,  ( 5, b ) }

                  ………………………………………………………………………………………………………………

 ………………………………………………………………………………………………………………

          1.2   r   =   { ( 2, a )  ,  ( 4, d )  ,  ( 1, a )  ,  ( 3, d )  ,  ( 5, e ) }                  ………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………...

          1.3   r   =   { ( 1, d )  ,  ( 2, c )  ,  (3, b )  ,  ( 4, a ) }

………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

         1.4   r   =   { ( 1, c )  ,  ( 2, b )  ,  ( 3, a )  ,  ( 4, d )  ,  ( 5, a )  ,  ( 2, a ) }

……………………………………………………………………………………………………………….

……………………………………………………………………………………………………………….

2.   กำหนดให้   A   =   { - 2, - 1, 0, 1, 2 }     B   =    { 0, 1, 2, 3, 4, 5 }  ฟังก์ชันในข้อใดเป็น
ฟังก์ชันจาก  A   ไป   B

      2.1     f   =   { ( x, y ) 
[image: image81.wmf]Î

A
[image: image82.wmf]´

B    |    y   =   | x + 3 | }

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

      2.2     f   =   { ( x, y ) 
[image: image83.wmf]Î

A
[image: image84.wmf]´

B    |    y   =   ( x + 1 )2 }

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

3.    ฟังก์ชันใดในข้อต่อไปนี้   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง   จาก    R    ไปทั่วถึง   R

       3.1     f   =   { ( x, y ) 
[image: image85.wmf]Î

R
[image: image86.wmf]´

R   |   2x + 3y – 6     =      0 }

……………………………………………………………………………………………………………….

……………………………………………………………………………………………………………….

       3.2    f   =   { ( x, y ) 
[image: image87.wmf]Î

R
[image: image88.wmf]´

R   |   x2 – y + 1     =      0 }

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

4.     ฟังก์ชันในข้อใดเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   R     ไปทั่วถึง     R

        แนะนำ   ( โดยการเขียนกราฟ   พิจารณา )
[image: image89.wmf]                             

               
[image: image90.wmf]







         2x + 1  เมื่อ   x
[image: image91.wmf]³

 0
      4.1    f  ( x )    =    4x + 1                             4.2     f  ( x )  =                                                                                                                                   
[image: image92.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]









         2x -  1  เมื่อ   x < 0



              

 ……………………………………..                                                    ………………………………………

        4.3     f  ( x )    =    x2 + 2x                                                 4.4     f  ( x )    =    | x3 |

                                                                                 



   …………………………………                                                         …………………………………. 

2.1 ฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลด    

บทนิยาม       ให้   f   เป็นฟังก์ชันจาก    Df  
[image: image94.wmf]Ì

  R       ไป   R      และ    A  
[image: image95.wmf]Ì

  D f

            (1 )     f    เป็นฟังก์ชันเพิ่ม    ( increasing    function )   ใน   A  ก็ต่อเมื่อ
                      ถ้า   x1  
[image: image96.wmf]Î

  A  ,  x2  
[image: image97.wmf]Î

  A   และ     x1 (   x2    แล้ว   f ( x 1)   (   f ( x2 )

           ( 2 )     f   เป็นฟังก์ชันลด      ( decreasing   function )    ใน  A  ก็ต่อเมื่อ
                      ถ้า   x1  
[image: image98.wmf]Î

  A  ,  x2  
[image: image99.wmf]Î

  A   และ     x1  (  x2   แล้ว   f ( x1 )  (  f ( x 2 )

  การแสดงว่าฟังก์ชันที่กำหนดให้เป็นฟังก์ชันเพิ่มหรือลด   โดยการเขียนกราฟ   หรือถ้ากำหนดในรูปเงื่อนไข
  สามารถสรุปวิธีพิจารณาเป็นขั้นตอนดังนี้

                  ขั้นที่  1     กำหนดให้   x1 
[image: image100.wmf]Î

 A  ,   x2 
[image: image101.wmf]Î

 A   และ   x1  (  x2
                  ขั้นที่   2     หาค่า   f ( x1 )     และ     f ( x2 )

               ขั้นที่   3     พิจารณา    f ( x1 )    และ     f ( x2 )

                                     ถ้า    f ( x1 )   (   f   ( x2 )     แล้ว   f   จะเป็นฟังก์ชันเพิ่มใน   A

                                     ถ้า    f ( x1 )   (   f ( x2 )      แล้ว    f    จะเป็นฟังก์ชันลดใน    A

ตัวอย่างที่  11   กำหนดฟังก์ชัน   f  ( x )    =    5x – 2  เมื่อ   x  
[image: image102.wmf]Î

  R    จงพิสูจน์    f   เป็นฟังก์ชันเพิ่มใน  R

วิธีทำ         กำหนดให้   x1  
[image: image103.wmf]Î

  R     และ     x2  
[image: image104.wmf]Î

  R     โดยที่   x1  (    x2
                   ดังนั้น     f ( x1 )    =    5x1 – 2       และ       f ( x2 )     =   5x2 – 2

                     เนื่องจาก     x1  (   x2       ดังนั้น
                                     5x1  (   5x2
                               5x1 – 2  (   5x2 – 2

         เพราะฉะนั้น     f (  x1 )  (   f ( x 2 )

                    แสดงว่า    f    เป็นฟังก์ชันเพิ่มใน    R              ###
แบบฝึกหัด  2.3
1.     จงตรวจสอบดูว่า   ฟังก์ชันที่กำหนดให้ต่อไปนี้   ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันเพิ่ม   ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันในเซต
        A   ที่กำหนดให้
       แนะนำ    ( ให้เขียนกราฟพิจารณา )

        1.1     f ( x )   =    
[image: image105.wmf]2
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           ;  A  =   R
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         1.2     f ( x )   =    x2 + 6x + 9    ;  A   =    ( -
[image: image106.wmf]¥
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       1.3     f ( x )   =    x2 + 9        ;  A   =    [ - 1, 1 ]

       ………………………………………….

       ………………………………………….
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2.4   ฟังก์ชันที่ควรทราบ
             1.ฟังก์ชันเชิงเส้น    ( Linear   Function ) 
              บทนิยาม     ฟังก์ชันเชิงเส้นหมายถึง     ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป           


  y = 2x+1


              f ( x )   =    ax  +  b     เมื่อ   a, b   เป็นจำนวนจริง
              เช่น     f ( x )   =    2x + 1    ,   f ( x )   =   - 5x    ดังรูป


                  y  =  -5x

             2.ฟังก์ชันกำลังสอง    ( Quadratic   Function )

             บทนิยาม      ฟังก์ชันกำลังสองหมายถึง   ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป                                        y = x2+3x-4

                           f ( x )    =   ax2 + bx + c

             เมื่อ   a, b, c   เป็นจำนวนจริง   และ   a  
[image: image107.wmf]¹

   0

             เช่น    f ( x )   =   x2 + 3x – 4   ,   f ( x )   =   -4x2  + 5
ดังรูป


    y = -4x2+5 

             3.ฟังก์ชันพหุนาม   ( Polynomial    Function )

             บทนิยาม      ฟังก์ชันพหุนามหมายถึง   ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป
                        f ( x )   =   anxn  +a n – 1x n – 1 +  an – 2 x n – 2 + … + a2x2 + a1x + a0

             เมื่อ     a0  ,  a1  a2  , … ,an     เป็นค่าคงตัว   และ   n   เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์
             เช่น      f ( x )   =   2x + 5   ,   f ( x )   =   x2 – 3x + 1   ,   f ( x )   =   10

            4.  ฟังก์ชันตรรกยะ       ( Rational   Function )

            บทนิยาม       ฟังก์ชันตรรกยะหมายถึง   ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป
                f ( x )   =   
[image: image108.wmf])
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        เมื่อ    p ( x )   และ   q ( x )    เป็นฟังก์ชันพหุนาม   และ   q ( x )   
[image: image109.wmf]¹

   0

            เช่น     f ( x )   =   
[image: image110.wmf]1
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+

x

x

               ,   f (  x )    =    
[image: image111.wmf]4
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+

x

 

            5. ฟังก์ชันขั้นบันได     ( Step   Function )

             บทนิยาม   ฟังก์ชันขั้นบันไดหมายถึง   ฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็นสับเซตของ   R   และเป็นฟังก์ชันคงตัว     

      เป็นช่วงๆ
                                              - 5     เมื่อ   x   
[image: image112.wmf]£

   -4

- 3     เมื่อ   -4  <   x   
[image: image113.wmf]£

   -2                                                                                                                   

           เช่น   f ( x )   =             - 2     เมื่อ   -2  <   x   
[image: image114.wmf]£

   1

 2      เมื่อ   1   <   x   
[image: image115.wmf]£

   3

 4      เมื่อ    x   >    3

           เมื่อเขียนกราฟ   จะมีลักษณะเป็นขั้นคล้ายขั้นบันได
           6. ฟังก์ชันค่าสมบูรณ์     ( Absolute   Value   Function )

           บทนิยาม     ฟังก์ชันค่าสมบูรณ์หมายถึง   ฟังก์ชันที่อยู่ในรูปค่าสมบูรณ์
           เช่น       f ( x )   =   | x |       ,       f ( x )   =   | 2 | + 1   

          7. ฟังก์ชันที่เป็นคาบ       ( Periodic   Function )

          บทนิยาม     ฟังก์ชันที่เป็นคาบหมายถึง   ฟังก์ชัน   f   ที่มีจำนวนจริงบวก   p   ซึ่งทำให้
                          f ( x  + p)    =     f ( x ) ……… ( 1 )

          สำหรับทุกค่าของ   x   และ   x + p   ที่อยู่ในโดเมนของ     f

          จำนวนจริงบวก   p   ที่น้อยที่สุด   ซึ่งสอดคล้องกับ   ( 1 )   เรียกว่า   คาบของฟังก์ชัน   f

   เช่น  f(x)  = sin x     ,  f(x)  =cos x       ดังรูป

                                 y = sin x


      y = cos x



2.5  ฟังก์ชันคอมโพสิต    ( Composite   Function )   ( ฟังก์ชันประกอบ )


                 บทนิยาม     กำหนดฟังก์ชัน   f   และ   g

                 ( 1 )     เรียกเซต   { x  
[image: image116.wmf]Î

  D f  |  f ( x )  
[image: image117.wmf]Î

  R f  
[image: image118.wmf]Ç

 D g }     ว่า   โดเมนของ   f   จำกัดเพื่อ   g

                            ซึ่งเป็นสับเซตของ     D f   เฉพาะที่มีเรนจ์เท่ากับ   R f
[image: image119.wmf]Ç

D g
                            เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์   D f | g
                 ( 2 )    เรียกเซต   { x  
[image: image120.wmf]Î

  D g   |   g ( x )  
[image: image121.wmf]Î

  R g
[image: image122.wmf]Ç

D f  }     ว่า   โดเมนของ   g   จำกัดเพื่อ   f

                           ซึ่งเป็นสับเซตของ   D g   เฉพาะที่มีเรนจ์เท่ากับ   R g
[image: image123.wmf]Ç

D f

                           ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์     D g | f

ตัวอย่างที่  12   กำหนดให้   f   =  { ( -3, 0 ) , ( -2, 1 )  , ( -1, 2 ) , ( 0, 3 ) , ( 1, 4 ) , (2, 5 ) , ( 3, 6 ) }

                                           g  =   { ( 0, 0 ) , ( 2, -3 ) , (4, -1 ) , (6, 1 ) , (8, 3 ) , ( 10, 5 ) }

                            จงหา     D f | g   และ    D g | f
วิธีทำ                 ( 1 )   หา    D f | g
                                           R f   =   { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 }

                                           D g  =   { 0, 2, 4, 6, 8, 10 }

                        ดังนั้น     R f
[image: image124.wmf]Ç

D g   =   { 0, 2, 4, 6 }

                        เนื่องจาก     f ( -3 )   =   0  ,  f ( -1 )  =  2  ,  f ( 1 )  =  4  และ  f ( 3 )  =  6

                        ดังนั้น      D f | g   =  { -3, -1, 1, 3 }

                           ( 2 )     หา     D g | f

                                              R g   =   { 0, -3, -1, 1, 3, 5 }

                                              D f     =   { 3-, -2, -1, 0, 1, 2, 3 }

                                       ดังนั้น      R g
[image: image125.wmf]Ç

D f     =     { -3, -1, 1, 3, 0 }   

                                       เนื่องจาก     g ( 2 )  =  -3  ,  g ( 4 )  =  -1  ,  g ( 6 )  =  1  และ  g ( 8 )  =  3

                                       ดังนั้น       D g | f     =     { 2, 4, 6, 8 }              ###

 ตัวอย่างที่   13     กำหนดฟังก์ชัน   f ( x )   =   x + 1     และ     g ( x )   =   
[image: image126.wmf]x

         จงหา
                      ( 1 )     D f | g                                      ( 2 )     D g | f

วิธีทำ              (1 )      หา     D f | g
                                           เนื่องจาก     R f   =   R     และ      D g   =   [0, 
[image: image127.wmf]¥

 )

                                           ดังนั้น          R f
[image: image128.wmf]Ç

D g   =   [0, 
[image: image129.wmf]¥

 )

                                           ต้องการให้     f ( x )  
[image: image130.wmf]Î

  R f
[image: image131.wmf]Ç

D g
                                           ดังนั้น            x + 1   
[image: image132.wmf]Î

  [0, 
[image: image133.wmf]¥

 )

                                           นั้นคือ           x + 1    
[image: image134.wmf]³

  0

                                           เพราะฉะนั้น     x  
[image: image135.wmf]³

   -1

                                   แสดงว่า     D f | g   =   { x  
[image: image136.wmf]Î

  R  |  x   
[image: image137.wmf]³

  -1 }  =   [-1, 
[image: image138.wmf]¥

)

                      ( 2 )      หา     D g | f
                                           เนื่องจาก     R g  =  [0,
[image: image139.wmf]¥

)     และ      D g  =  R

                                           ดังนั้น      R g
[image: image140.wmf]Ç

D f   =   [0, 
[image: image141.wmf]¥

)

                                           ต้องการให้      g ( x )  
[image: image142.wmf]Î

  R g
[image: image143.wmf]Ç

D f
                                            ดังนั้น            
[image: image144.wmf]x

   
[image: image145.wmf]Î

   [0, 
[image: image146.wmf]¥

)

                                            นั้นคือ             
[image: image147.wmf]x

   
[image: image148.wmf]³

   0

                                            เพาะฉะนั้น        x  
[image: image149.wmf]³

  0

                                    แสดงว่า     D g | f   =   { x  
[image: image150.wmf]Î

  R | x  
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  0 }   =   [0, 
[image: image152.wmf]¥

)                ###

( ข้อสังเกต     ในข้อนี้   R g  
[image: image153.wmf]Ì

  D f       ดังนั้น       R g  
[image: image154.wmf]Ç

  D f  =  R g     เพราะฉะนั้น   D g | f   =   D g )
ฟังก์ชันคอมโพสิท

               บทนิยาม      ให้   f   และ   g   เป็นฟังก์ชันโดยที่   R f
[image: image155.wmf]Ç

 D g   
[image: image156.wmf]¹

  
[image: image157.wmf]f


               ฟังก์ชันคอมโพสิทของ    f     และ    g   เขียนแทนด้วย   gof   ซึ่งเป็นฟังก์ชันจาก   D f | g ไป   R g
               ที่นิยามดังนี้      ถ้า    x  
[image: image158.wmf]Î

  D f | g         แล้ว
                                      ( gof )  ( x )   =   g ( f ( x ) )

ตัวอย่างที่ 14    กำหนดฟังก์ชัน



f   =   { (1,a) ,(2,a) ,(3,b) ,(4,c) ,(5,d) }




g  =  { (a,2) , (b,4) , (c,6) ,(e,8) }  จงหา  gof  และ  fog

วิธีทำ      
(1)  หา   gof  



เนื่องจาก     Rf  =  { a, b, c, d }   ,  Dg =  { a ,b ,c , e }


  ดังนั้น          Rf 
[image: image159.wmf]Ç

 Dg =  { a, c , d }     ดังนั้น   Dgof =  Df| g  =  { 1 ,2 , 3 , 4 }

                               f                            g

             1

       


 

  

   2

       a
 

  2          ดังนั้น   gof  =  { (1,2) , (2 ,2) , (3,4) , (4,6) }  



   3

       b


  4



   4

       c


  6



   
 
       e

            8




      gof

      (2)   หา   fog



เนื่องจาก    Rg =  { 1 , 4 ,6 , 8 }  ,  Df   =  { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 }


    จะได้     Rg 
[image: image160.wmf]Ç

Df =  { 2 , 4 }    จะได้    Dfog =  Df | g  =  { a, b }

    


g

f



a

2

a



b

4

c





         fog


            
ดังนั้น     fog   =  { (a,a) , (b,c)  }



ตัวอย่างที่ 15     กำหนดฟังก์ชัน   f(x)  =  3x + 1    และ    g(x)  =  
[image: image161.wmf]x

        ถ้ามีจงหา

1.   (gof)(x)
2.  gof

3.  (fog)(x)

4.  fog

วิธีทำ        ( 1 )     หา   ( gof )  ( x )

                           เนื่องจาก   R f     =     R        และ     Dg   =   [0, 
[image: image162.wmf]¥

)
                                 ดั้งนั้น     R f  
[image: image163.wmf]Ç

 D g    =     [0, 
[image: image164.wmf]¥

)    
[image: image165.wmf]¹

  (
                                 ดังนั้น     หา    ( gof )  ( x )   ได้    โดยที่
                                               D gof    =   D f | g    =    {  x  |   f ( x )  
[image: image166.wmf]Î

  R f  
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 D g }

                                                                             =   {  x  |   3x + 1  
[image: image168.wmf]Î

 [0, 
[image: image169.wmf]¥

)   }

                                                                             =   {  x  |   0  
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   3x + 1 }

                                                                             =   {  x  |  -  
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1
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  x  }   =   [- 
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1

, 
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)

                                 ดังนั้น        ( gof )  ( x )   =   g ( f ( x ))

                                                                      =   g ( 3x + 1 )

                                                                      =    
[image: image175.wmf]1
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+

x

             เมื่อ    x  
[image: image176.wmf]Î

  [- 
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1

, 
[image: image178.wmf]¥

)

               ( 2 )   หา   gof                       

                                 เนื่องจาก     ( gof ) ( x )   =   
[image: image179.wmf]1

3

+

x

     เมื่อ   x  
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  [- 
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1

, 
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)

                                 ดังนั้น     gof   =   { ( x, y )  |  y     =     
[image: image183.wmf]1

3

+

x

  }     เมื่อ    D gof   =   [- 
[image: image184.wmf]3

1

, 
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)

              ( 3 )   หา   ( fog )  ( x )

                                 เนื่องจาก     R g    =   [0, 
[image: image186.wmf]¥

)     และ    D f   =   R

                                 ดังนั้น      R g  
[image: image187.wmf]Ç

 D f  =  [0, 
[image: image188.wmf]¥

)  =  R g  
[image: image189.wmf]¹

  (
                                 แสดงว่า  มี      ( fog ) ( x )     โดยที่
                                              D fog     =     D g   =  [0, 
[image: image190.wmf]¥

)

                                 และ     ( fog ) ( x )   =   f ( g ( x ) )

                                                                =   f ( 
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 )

                                                                =   
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3

+ 1                  เมื่อ   x  
[image: image193.wmf]Î

  [0,
[image: image194.wmf]¥

)

             ( 4 )   หา   fog

                               เนื่องจาก       ( fog ) ( x )   =   
[image: image195.wmf]x

3

+ 1
[image: image196.wmf]               เมื่อ    x  
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  [0, 
[image: image198.wmf]¥

)

                        ดังนั้น      fog   =   {  (x, y )  |   y   =   
[image: image199.wmf]x

3

 + 1  }     เมื่อ   D fog   =   [0, 
[image: image200.wmf]¥

)              ###

ตัวอย่างที่ 16    กำหนดฟังก์ชัน   f ( x )  =  x + 2    ,  g ( x )  =  x2   และ   h ( x )   =   x3   จงหา  ( ถ้ามี )

                           ( 1 )    ( fog )oh                           ( 2 )    fo( goh )

วิธีทำ                  ( 1 )   พิจารณา      ( fog )
                                     เนื่องจาก    D f   =   R      ดังนั้น     R g  
[image: image201.wmf]Ì

  D f
                                     แสดงว่า   สามารถสร้าง     fog    ได้   และ
                                                      D fog   =   D g   =   R

                                     ต่อไปพิจารณา     ( fog ) oh

                                     เนื่องจาก     D fog     =     R       ดังนั้น     R h  
[image: image202.wmf]Ì

  D fog
                                     แสดงว่า   สามารถสร้าง      ( fog ) oh    ได้   และ    D ( fog ) oh  =   D h  =   R

                                                              ( ( fog ) oh )  ( x )   =   ( fog ) ( h ( x ) )

                                                                                            =   ( fog ) ( x 3 )

                                                                                            =   f ( g ( x 3 ) )

                                                                                            =   f ( x 6 )     =   x 6 + 2     เมื่อ   x  
[image: image203.wmf]Î

  R

                                   ดังนั้น     ( fog ) oh     =     {  ( x, y )  |   y   =   x 6 + 2      และ     x  
[image: image204.wmf]Î

  R  }

                          ( 2 )     พิจารณา   goh

                                     เนื่องจาก      D g   =   R       ดังนั้น     R h  
[image: image205.wmf]Ì

  D g
                                     แสดงว่า     สามารถสร้าง      goh     ได้   และ
                                                                    D goh     =     D h     =     R

                                     ต่อไปพิจารณา     fo ( goh )

                                     เนื่องจาก      D f     =     R       ดังนั้น       R goh  
[image: image206.wmf]Ì

  D f
                                     แสดงว่า    สามารถสร้าง     fo ( goh )    ได้   และ    D fo ( goh )  =   D goh  =   R

                                                             ( fo ( goh )  )  ( x )   =   f ( ( goh ) ( x ) )

                                                                                            =   f ( g ( h ( x ) ) )

                                                                                            =   f ( g ( x 3 ) )

                                                                                            =   f ( x 6 )      =     x6 + 2      เมื่อ   x  
[image: image207.wmf]Î

  R

                           ดังนั้น     fo ( goh)     =     {  ( x, y )   |   y   =   x6 + 2     และ    x  
[image: image208.wmf]Î

  R  }                ###
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แบบฝึกหัด   2.4

1.      กำหนดฟังก์ชัน   f   =   { (1, 2 )  ,  ( 2, 3 )  ,  ( 3, 4 )  ,  (4, 4 )  }

                                 g   =   { ( 0, - 1 )  ,  ( 1, 0 )  ,  ( 2, 1 )  ,  (3, 2 )  ,  ( 4, 3 )  }

                                 h   =   { ( - 3, 0 )  ,  ( - 2, 0 )  ,  ( - 1, 0 ) ,  ( 1, 1 )  ,  ( 2, 1 )  ,  ( 3, 1 )  ,  ( 0, 0 ) }

          จงหา   ( ถ้ามี )

           1.1   D f | g         =   ……………………………………………………………………………………

           1.2   D gof       =   ……………………………………………………………………………………

           1.3   gof         =   …………………………………………………………………………………...

           1.4   D f | h       =   …………………………………………………………………………………..

           1.5   D hof       =    ……………………………………………………………….…………………

           1.6   hof          =   ………………………………………………………………………………….

           1.7   fog          =   ………………………………………………………………………………….

           1.8   goh         =   ………………………………………………………………………………….

2.      กำหนดฟังก์ชัน     f ( x )   =   x2 – 1   และ   g ( x )   =   3x + 5      จงหา   ( ถ้ามี )

2.2 ( gof ) ( x )

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

         2.2     gof

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………

         2.3     ( fog ) (x )

………………………………………………………………………………………………………...

………………………………………………………………………………………………………..

……………………………………………………………………………………………………….

          2.4    fog

………………………………………………………………………………………………………..

……………………………………………………………………………………………………….

……………………………………………………………………………………………………….

3.      กำหนดฟังก์ชัน     f : R ( R  ,  g : R ( R   และ   h : R ( R     โดยที่
                                                                                             2x – 2      เมื่อ  x  (  0

          f ( x )  =  3x   ,   g ( x )  =  x2 + 1   ,   h ( x )  =       

                                                                                              2x – 3     เมื่อ  x  
[image: image209.wmf]³

  0
[image: image210.wmf]
         จงหา
( fo ( goh ) ) ( 2 )

………………………………………………………………………………………………….

………………………………………………………………………………………………….

………………………………………………………………………………………………….

( ( fog ) oh )  ( - 2 )

………………………………………………………………………………………………….

………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………

( ( gof ) oh )  ( 0 )

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………...

( ( goh ) of )  ( - 1 )

………………………………………………………………………………………………….

……………………………………………………………………………………………….…

………………………………………………………………………………………………….

( ( fog ) o ( foh ) ) ( 1 )

………………………………………………………………………………….……………...

………………………………………………………………………………….……………...

…………………………………………………………………………………………………

( ( hof ) o ( hog ) )  ( - 3 )

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………… …………...

2.6 ฟังก์ชันอินเวอร์ส ( Inverse   Function )

                   การหาอินเวอร์สของฟังก์ชันก็เหมือนกับการหาอินเวอร์สของความสัมพันธ์     เช่น
                   f   =   { ( 1, -1 )  ,  ( 2, 0 )  ,  ( 3, 2 )  ,  (4, 1 )  ,  ( 5, 2 ) }

                  g  =   { ( -4, 4 )  , ( -2, 2 )  ,  ( 0, 0 )  ,  ( 2, 2 )  ,  ( 4, -4 ) }

                  จะได้อินเวอร์สของ     f     และ     g     ดังนี้
                   f –1   =   { ( -1, 1 )  ,  ( 0, 2 )  ,  ( 2, 3 )  ,  ( 1, 4 )  ,  ( 2, 5 ) }

                  g-1      =   { ( 4, -4 )  ,  ( 2, -2 )  , ( 0, 0 )  ,  ( 2, 2 )  ,  ( -4, 4 ) }

หมายเหตุ     จากตัวอย่างสรุปได้ว่า     อินเวอร์สของฟังก์ชันไม่จำเป็นต้องเป็นฟังก์ชัน
                  ในกรณีที่กำหนดฟังก์ชัน   y  =  f ( x )   ซึ่งเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  และต้องการหา f –1( x )

มีวิธีการหา     2  วิธี   คือ
                      วิธีที่  1        โดยการสลับตัวแปร   มีวิธีการดังนี้
                                         1.   เขียน   y  =  f ( x )     ( ตามที่กำหนดให้ )

                                         2.   สลับตัวแปรระหว่าง  x  และ  y   ในสมการ  y  =  f ( x )

                                         3.   คำนวณหา  y  ในรูปของ  x   จากสมการใหม่ในข้อ  2

                                         4.   y   ที่ได้ใน ข้อ  3   คือ   f –1 ( x )   นั่นคือ   y  =  f –1 ( x ) 

                            วิธีที่  2           โดยการใช้ทฤษฎีบท  

                                         วิธีการนี้มีขั้นตอนดังนี้    ( ดูตัวอย่างประกอบ )

                                         กำหนด   y  =  f ( x )  =  x + 1     จงหา    f –1 ( x )

	ลำดับขั้นตอน
	ตัวอย่าง

	1.   เขียน   y   =   f ( x )

2.   จtได้   f –1 ( y )  =  x     ( ท. บ. )

3.   ให้   y  =  k   แล้วแก้สมการหา   x

4.   แทนค่า  y  และ  x  ที่ได้จากข้อ  3   ลงใน
     สมการข้อ  2    จะได้    f –1 ( k)

5.   แทน   k   ด้วย   x   จะได้   f –1 ( x )
	    1.   x + 1   =   f ( x )

    2.   f –1 ( x + 1 )   =   x

    3.   ให้  x + 1  =  k   จะได้  x  =  k – 1

f –1 ( k)  =  k – 1

5.   f –1 ( x )   =    x – 1


ตัวอย่างที่ 17        กำหนดฟังก์ชัน         f ( x )   =   2x + 4         จงหา
                      ( 1 )   D f –1                                           ( 2 )    f –1 ( x )

วิธีทำ         เนื่องจาก    f ( x )   =   2x + 4    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง   จาก   R   ไปทั่งถึง   R

                  ดังนั้น     f –1     เป็นอินเวอร์สฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   R   ไปทั่วถึง   R

                  ( 1 )      D f –1    =   R

                  ( 2 )     ในที่นี้จะแสดงวิธีหา      f –1 ( x )       ทั้งสองวิธีดังนี้
                             วิธีที่  1       เขียน   y   =   f  ( x )   =   2x + 4

                                                สลับตัวแปร            x  =  2y + 4

                                                หาค่า   y   ในรูป   x  จะได้       y   =   
[image: image211.wmf]2

4

-

x


                                                                      ดังนั้น     f –1 ( x )   =   
[image: image212.wmf]2

4

-

x


                       วิธีที่  2       เขียน     2x + 4     =     f ( x )
                                                ดังนั้น     f –1 ( 2x + 4 )   =   x

                                                ให้     2x + 4    =     k     จะได้     x     =   
[image: image213.wmf]2

4

-

k

      ดังนั้น
                                                                                         f –1 ( k )    =   
[image: image214.wmf]2

4

-

k


                                                ดังนั้น         f –1 ( x )       =      
[image: image215.wmf]2

4

-

x

       เมื่อ   x
[image: image216.wmf]Î

R

บันทึก
  ………………………………………………………………………………………………………………………

  ……………………………………………………………………………………………………………………..

  ……………………………………………………………………………………………………………………..

  ……………………………………………………………………………………………………………………..

  ……………………………………………………………………………………………………………………..

……………………………………………………………………………………………………………………… ……………………………………………………………………………………………………………………… ………………………………………………………………………………………………………………………

 ……………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

 ……………………………………………………………………………………………………………………..

ตัวอย่างที่ 18    กำหนดฟังก์ชัน     f ( x )   =   
[image: image217.wmf]4

5

+

x

      เมื่อ    x  
[image: image218.wmf]Î

  [0, 10 ]       จงหา     f –1 ( x )

 วิธีทำ           ก่อนอื่น   หา     D f –1  จาก     R f    ดังนั้น
                     เนื่องจาก                                0    
[image: image219.wmf]£

    x      
[image: image220.wmf]£

   10

                     ดังนั้น                                     0    
[image: image221.wmf]£

    5x     
[image: image222.wmf]£

   50

                                                                 4    
[image: image223.wmf]£

    5x + 4    
[image: image224.wmf]£

   54

                     ดังนั้น                                    2  
[image: image225.wmf]£

    
[image: image226.wmf]4

5

+

x

    
[image: image227.wmf]£

   
[image: image228.wmf]6

3


                     ดังนั้น       R f     =     [2, 3
[image: image229.wmf]6

 ]      =     D f –1

                     ต่อไปหา     f –1 ( x )

                     เนื่องจาก                     y   =     f ( x )     =     
[image: image230.wmf]4

5

+

x


                     สลับตัวแปร                                  x      =      
[image: image231.wmf]4

5

+

y


                     ดังนั้น                                    5y + 4     =       x2
                                                                        y       =       
[image: image232.wmf]5

4

2

-

x


                     ดังนั้น        f –1 ( x )     =     
[image: image233.wmf]5

4

2

-

x

       เมื่อ        x  
[image: image234.wmf]Î

  [2, 3
[image: image235.wmf]6

]                         ###

ตัวอย่างที่ 19      กำหนดฟังก์ชัน   f ( 3x – 4 )     =     4x + 3     จงหา   f –1 ( x )

วิธีทำ         วิธีการที่สะดวกในการหา     f –1 ( x )     ในตัวอย่างนี้   คือใช้ทฤษฎีดังนี้
                   4x + 3   =    f ( 3x - 4 )                                               ………… ( 1 )

                  ดังนั้น     f –1 ( 4x + 3 )   =   3x – 4

                  สมมุติให้    4x + 3   =    k      ดังนั้น     x   =   
[image: image236.wmf]4

3

-

k

     ………… ( 2 )

                    จาก   ( 1 )   และ   ( 2 )     จะได้     f –1 ( k )    =    3 (
[image: image237.wmf]4

3

-

k

) – 4

                                                                        f –1 ( k )    =    
[image: image238.wmf]4

16

9

3

-

-

k


                                                  ดังนั้น             f –1 ( x )    =     
[image: image239.wmf]4

25

3

-

x

                    ###

ตัวอย่างที่ 20       กำหนดฟังก์ชัน     f ( x )   =  
[image: image240.wmf]3

1

-

x

       จงหา
                     ( 1 )     f –1 ( 3 )                                ( 2 )     f –1 ( 4 )

วิธีทำ           โดยทฤษฎีบท  
                           จาก           
[image: image241.wmf]3

1

-

x

    =    f ( x )

                           จะได้       f –1 (
[image: image242.wmf]3

1

-

x

)     =     x

                    ( 1 )     สมมุติให้      
[image: image243.wmf]3

1

-

x

   =   3              จะได้     x   =   10

                                ดังนั้น          f –1 ( 3 )   =   10

                    ( 2 )     สมมุติให้       
[image: image244.wmf]3

1

-

x

   =   - 4             จะได้    x   =   - 11

                                ดังนั้น          f –1 ( - 4 )    =   -11                                    ###







2x + 2   เมื่อ  x 
[image: image245.wmf]³

  0

ตัวอย่างที่   21      กำหนดฟังก์ชัน   f(x)   =       







- x2  - 1   เมื่อ   x  <  0


จงหา    (1)  f-1(x)  

(2)   f- -1(1)

(3)  f-1(-5) 

วิธีทำ        (i)   พิจารณา     f(x)  = 2x + 2         เมื่อ   x   
[image: image246.wmf]³

   0 ,   y  
[image: image247.wmf]³

  2



สลับตัวแปร     x  =  2y  + 2    
เมื่อ    y 
[image: image248.wmf]³

 0  ,    x  
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  2


                 y  =   
[image: image250.wmf]2
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x

      เมื่อ  x  
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f –1(x)   =   
[image: image252.wmf]2

2

-

x

        เมื่อ   x  
[image: image253.wmf]³

 2

      (ii)   พิจารณา       y  =   f(x)   =   - x2 – 1      
เมื่อ    x <  0   , y  < -1



สลับตัวแปร   x   =   - y2 – 1                     เมื่อ    y < 0   ,  x  <  - 1




        y   =  - 
[image: image254.wmf]1

-

-

x


             เมื่อ   x  < - 1



นั่นคือ    f – 1(x)  =  -  
[image: image255.wmf]1
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-

x

               เมื่อ   x  < - 1

  จาก   (I)   และ  (ii)   จะได้ว่า   
   



      
[image: image256.wmf]2
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                เมื่อ   x  
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 2

                               f – 1(x)    =       





       -  
[image: image258.wmf]1

-

-

x

      เมื่อ   x < - 1


แสดงว่า    Df- 1  =  (-
[image: image259.wmf]¥

,
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-

) 
[image: image261.wmf]È

[2, 
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(2)     ไม่สามารถหา   f- 1(1)  ได้  และ   1 
[image: image263.wmf]Ï

Df-1

(3)     เนื่องจาก   - 5 
[image: image264.wmf]Î

Df-1      ดังนั้น
          f-1(-5)   =    - 
[image: image265.wmf]1

)

5

(

-

-

-

    =   - 
[image: image266.wmf]4

   =   - 2                ###

ตัวอย่างที่ 22        กำหนดให้        f ( x + 3 )    =    4x – 5       และ      g ( x – 3 )    =    2 – 3x

                               จงหา      ( 1 )      ( fog –1 )  ( 5 )              ( 2 )      ( gof –1 )  ( -1 )

วิธีทำ                       เนื่องจาก      f ( x + 3 )      =    4x – 5      ดังนั้น       f –1 ( 4x – 5 )     =     x + 3

                                และ             g ( x – 3 )     =     2 – 3x     ดังนั้น       g –1 ( 2 – 3x )    =     x – 3

                     ( 1 )     ( fog –1 ) ( 5 )     =     f ( g –1 ( 5 ) )                       2 – 3x   =   5   ดังนั้น   x   =   -1

                                                          =     f ( -1 –3 )                     

                                                          =     f ( -4 )                                  x + 3    =   -4  ดังนั้น   x   =    -7

                                                          =      4 ( -7 ) –5

                                                          =     - 33

                     ( 2 )     ( gof–1 ) ( -1 )    =     g ( f–1 ( -1 ) )                         4x – 5   =   -1  ดังนั้น   x   =   1

                                                         =     g ( 1 + 3 )

                                                         =     g( 4 )                                      x – 3    =    4   ดังนั้น   x   =   7

                                                         =     2 – 3 ( -7 )

                                                         =     - 19

แบบฝึกหัด   2.5

1.      โจทย์ต่อไปนี้   กำหนดฟังก์ชัน   f ( x )     จงหา    f –1  ( x )     พร้อมทั้งหาโดเมนของ   f –1
        1.1     f ( x )   =   
[image: image267.wmf]1

+

x


         ………………………………………………………………………………………………………………..

         ………………………………………………………………………………………………………………..

         ………………………………………………………………………………………………………………..

        1.2     f ( x )   =   
[image: image268.wmf]4

3

2

+

x


         ………………………………………………………………………………………………………………..

         ………………………………………………………………………………………………………………..

         ………………………………………………………………………………………………………………..

       1.3     f ( x )   =   
[image: image269.wmf]x

3

  +  1

        ………………………………………………………………………………………………………………..

        ………………………………………………………………………………………………………………..

        ………………………………………………………………………………………………………………..

        1.4     f ( x )  =   x 3 + 8

        ………………………………………………………………………………………………………………..

        ………………………………………………………………………………………………………………..

        ………………………………………………………………………………………………………………..

2.     กำหนดฟังก์ชัน     f :  R  (  R     และ    g : R  (  R   โดยที่
                                   f ( x )   =   
[image: image270.wmf]2

x

 + 1      และ     g ( x )   =   5x – 3       จงหา   

f –1 ( 1 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

f –1 ( -2 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

g –1 ( 2 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

g –1 ( 12 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

( fog –1 ) ( 7 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

( g –1 of ) ( 4 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

( f –1og - 1 ) ( 17 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

( gof ) –1 ( 17 )

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

………………………………………………………………………………………………………………..

2.7   พีชคณิตของฟังก์ชัน ( Algebra   of   Functions )

             สามารถเขียนฟังก์ชัน     f + g  ,  f – g  , f . g  ,  
[image: image271.wmf]g

f

    ในรูปเซตของคู่อันดับแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้
              

       f + g   =   { (x, y )  
[image: image272.wmf]Î

  R  
[image: image273.wmf]´

  R  |  y   =   ( f + g ) ( x )   =   f ( x ) + g ( x )    เมื่อ     x  
[image: image274.wmf]Î

  D f  
[image: image275.wmf]Ç

 D g }

       f – g   =   { (x, y )  
[image: image276.wmf]Î

  R  
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  R   |  y   =   ( f – g ) ( x )   =   f ( x ) – g ( x )    เมื่อ     x  
[image: image278.wmf]Î

  D f  
[image: image279.wmf]Ç

  D g }

       f . g   =   { (x, y )   
[image: image280.wmf]Î

  R  
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  R  |  y    =   ( f . g ) ( x )   =   f ( x ) . g ( x )      เมื่อ    x   
[image: image282.wmf]Î

  D f  
[image: image283.wmf]Ç

 D g }

     
[image: image284.wmf]g

f

   =   { (x, y )  
[image: image285.wmf]Î

  R  
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  R  |  y  =  (
[image: image287.wmf]g

f

 ) ( x )   =  
[image: image288.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

   เมื่อ   x  
[image: image289.wmf]Î

  D f  
[image: image290.wmf]Ç

  D g   และ   g ( x ) 
[image: image291.wmf]¹

0 }

ตัวอย่างที่   23    กำหนดฟังก์ชัน  f  =  { (0, 0)  ,  (1, 1 )  , (2, -1 )  ,  (3, 2 )  , (4, -2 )  , (5, 3 )  , (6, -3 ) }

                                                 g   =   { (0, 1 )  ,  (2, 3 )  ,  (4, 5 )  ,  (6, 6 )  ,  (8, 9 )  ,  (10, 10 ) }

                          จงหา     f + g  ,  f – g  ,  f.g    ,  
[image: image292.wmf]f

f


วิธีทำ  
            D f   =   { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 }    และ    Dg   =   { 0, 2, 4, 6, 8, 10 }

            ดังนั้น      D f  
[image: image293.wmf]Ç

  D g     =     { 0, 2, 4, 6 }

            ( 1 )     D f + g     =   D f  
[image: image294.wmf]Ç

  D g    =    { 0, 2 4, 6 }

                        f + g     =   { (0, 0 + 1 )  ,  (2, -1 + 3 )  ,  (4, -2 + 5 )  ,  (6, -3 + 6 ) }

                                     =   { ( 0, 1 )  ,  (2, 2 )  ,  (4, 3 )  ,  (6, 3 ) }

            ( 2 )     D f – g    =   D f  
[image: image295.wmf]Ç

  D g   =   { 0, 2, 4, 6 }

                        f – g      =   { ( 0, 0 – 1 )  ,  ( 2, -1 – 3 )  ,  ( 4, -2-5 )  ,  ( 6, -3-6 ) }

                                     =   { (0, -1 )  ,  ( 2, -4 )  ,  ( 4, -7 )  ,  ( 6, -9 ) }

           ( 3 )     D f . g   =   D f  
[image: image296.wmf]Ç

  D g   =   { 0, 2, 4, 6 }

                       f . g      =   { ( 0, 0 ( 1 ) )  ,  ( 2, -1 ( 3 ) )  ,  (4, -2 ( 5 ) )  ,  ( 6, -3 ( 6 ) ) }

                                   =   { ( 0, 0 )  ,  ( 2, -3 )  ,  ( 4, -10 )  ,  ( 6, -18 ) }

          ( 4 )     D f / g    =   D f  
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ตัวอย่างที่ 24     กำหนดฟังก์ชัน    f   =   { ( x, y )  
[image: image308.wmf]Î

  R  
[image: image309.wmf]´

  R  |  y    =   4x – 2   และ   x  
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  R  |  y     =   -2x       และ  x  
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  [ -1, 4 ] }

                             จงหา     f + g      พร้อมทั้งหาโดเมนและเรนจ์ของ     f + g

วิธีทำ                     ในที่นี้    f ( x )   =   4x – 2     เมื่อ    x  
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                              และ     g ( x )  =   -2x          เมื่อ   x  
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                              ดังนั้น   D f   =   [ -2, 2 ]     และ    D g  =   [ -1, 4 ]  

                              ดังนั้น          D f + g   =   D f  
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  D g     =     [ -1, 2 ] 

                               f + g   =    { ( x, y )  
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[image: image319.wmf]Î

 [ -1, 2 ] }

                                          =   { ( x, y )   
[image: image320.wmf]Î

  R  
[image: image321.wmf]´

  R   |   y   =   ( 4x – 2 ) + ( -2x )   และ  x  
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                               นั้นคือ      R f + g     =     { y  
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ตัวอย่างที่ 25      กำหนดฟังก์ชัน   f ( x )   =   4x    เมื่อ  x 
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                                                         h ( x )   =

                                                                                      x - 1       เมื่อ     x  <  0  ,  y  <  -1

                       จงหา        (1 )    ( f –1 + g + h –1 )  ( -2 )

วิธีทำ               เนื่องจาก     f –1 ( x )     =     
[image: image340.wmf]4

x
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                                            h -1( x )    =

                                                                       x + 1       เมื่อ     x  <  -1

                        ดังนั้น        f –1 ( -2 )       =    - 
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                                        h –1 ( -2 )       =    - 2 + 1    =   -1

                         และ        g ( 2 )            =    22 + 1     =   5

                         ดังนั้น       ( f –1 + g + h –1 ) ( -2 )        =   f –1 ( -2 ) + g ( -2 ) + h –1 ( -2 )

                                                                                  =   - 
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แบบฝึกหัด    2.6

1.        กำหนดฟังก์ชัน    f   =   { ( -3, -7 ) , ( -2, -5 ) , ( -1, -3 ) ,  ( 0, -1 )  ,  ( 1, 1 ) , ( 2, 3 ) , ( 3, 5 ) }

                                     g  =   { ( -4, -3 ) , ( -2, -1 ) , ( 0, 0 )  , ( 2, 1 )  , ( 4, 3 ) , ( 6, 5 ) }

             จงหา
             1.1     f + g   =   ………………………………………………………………………………………….

             1.2     g + f   =   ………………………………………………………………………………………….

             1.3     f – g    =  .…………………………………………………………………………………………

              1.4    g – f    =  ………………………………………………………………………………………….

              1.5     f . g    =  ………………………………………………………………………………………….

              1.6     g . f    =  ………………………………………………………………………………………….

               1.7     
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2.             กำหนดฟังก์ชัน     f ( x )   =   x + 5     และ     g(x ) ( x )     =   x2 – 25
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3.              กำหนดให้    f ( 2x – 3 )   =   2x + 3   และ   ( f + g ) ( x )   =   x2 + x – 3     จงหา
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