Unidad 3

i.) Sistemas de Particulas

Geburt, und Paarung, und Tod.
Das ist alles, was besteht,
wenn’s um’s Ganze geht:
Geburt, und Paarung, und Tod.
T.S. ELLiOoT

3.1 Sistemas de Particulas. Centro de Masas

Definimos a un sistema de N particulas como un conjunto de N triadas de coor-
denadas (z;,y;,2;) en R® en donde i = 1,2,- - -, N, para el cual asociamos con la i-ésima
triada a la masa inercial m;.

Para estudiar el comportamiento mecanico de un sistema de N particulas partimos del
estudio de sus posiciones por medio de los vectores de posicién 75(t) = z;(t)i+y; ()7 + 2 (¢)k.
Usamos como base la segunda ley de Newton para describir el movimiento de cada particula

—

F=p,i=12--- N (3.1)

en donde F; es la fuerza neta actuado sobre la particula i-ésima y ; = m;7; es la cantidad
de movimiento lineal o momento de la particula i-ésima con masa inercial m;
y velocidad v; = 7;. Otra manera de llamar al momento lineal es impetu. Este es un
conjunto de 3N ecuaciones escalares.

Para el analisis subsecuente es de gran utilidad la definicion del vector de posicién del
centro de masas como el lugar geométrico

Las definiciones mas relevantes estan marcadas en los margenes mediate DEF. y los resultados u
observaciones mas importantes mediante IMP.

DEF.

DEF.

DEF.
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1 N
oM. = - Z MyT (3-2)
M k=1

en donde la masa total del sistema es simplemente

DEF.

La introduccién del centro de masas nos va ha llevar a una simplificacién muy grande
del problema como veremos a continuacién. Como es facil darse cuenta, las coordenadas
del centro de masa no necesariamente coinciden con las coordenadas de ninguna de las
particulas del sistema, aunque tal cosa pudiera suceder. Considerando masas constantes
en el tiempo, obtenemos para la velocidad del centro de masas la expresion

1

Uom. = Vi > My (3.4)

k=1

Si ahora definimos al momento lineal del centro de masas como jpo) =
Mg . llegamos a que

N N
Pom. =Y MUy =) P =P (3.5)
k=1 k=1

en donde P es la suma de todos los momentos lineales de las N particulas. Asi pués, con-
cluimos que el momento lineal del centro de masas es igual al momento
lineal total para un sistema de particulas de masas constantes.

Si ahora sumamos las 3N ecuaciones del movimiento obtenemos que

F=P, (3.6)

en donde F' es la fuerza neta que actia sobre el sistema. Como acabamos de ver, ésta
ecuacion conduce a que

la cual nos dice que el centro de masa se comporta como una particula puntual
bajo al accion de la fuerza neta F.

Debido a la simplicidad de la ecuacién del movimiento para el centro de masa resulta
conveniente introducir un sistema de coordenadas Cartesiano cuyo origen es el centro de
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masas mismo. Desde un marco de referencia con origen en el centro de masas tenemos las
siguientes expresiones. Para el vector de posiciéon desde el centro de masa

Vi = — Z mk(UZ — Uk) = _»i — ﬁcm (39)
Para el momento lineal desde el centro de masa

N

P Mk:1mk(v Uk) = Pi = 3 pPem. (3.10)

Sumando vectorialmente ahora todos los momentos individuales, obtenemos al momento

total en el sistema de coordenadas del centro de masas

. N | NN .
PIIZ@/:MZZmimk(@—Uk)ZO- (3.11)
i=1 i=1 k=1

Esto es, la cantidad de movimiento total desde el centro de masas siempre se

anula. La razén de ello es simplemente geométrica ya que no hicimos ninguna suposicién
dinamica adicional.

3.2 Conservacion de la Cantidad de Movimiento

Para simplificar el analisis, separamos a la fuerza neta en la suma de las fuerzas ﬁewt cuyo
origen se encuentra fuera del sistema, a las que llamaremos fuerzas externas, y las
fuerzas Fipg cuyos origenes se encuentran en cualquiera de las particulas del sistema, a las
que llamaremos fuerzas internas

F_; — ﬁext + F:int- (312)

Ahora haremos dos suposiciones razonables acerca de la fuerzas internas. Primero supon-
dremos que las fuerzas internas son solamente entre parejas de particulas, esto es, no
consideraremos ni fuerzas de tres 6 mas particulas, como tampoco “autofuerzas” o fuerzas
de una particula sobre si misma. Con ésta suposicion podemos escribir que

— —

N N N
Fpe => Fiaw=>_Y_ Fy, Fi =0. (3.13)
=1

Seguidamente supondremos que las todas las fuerzas entre parejas de particulas satisfacen
la tercera ley de Newton

IMP.

DEF.
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iy (3.14)

9

en donde ﬁij es la fuerza que la particula i-ésima experimenta debido a la particula j-ésima,
o dicho de otro modo, la fuerza que la particula j-ésima ejerce sobre la particula i-ésima.
Con ésta segunda suposicién obtenemos que la fuerza neta interna se anula exactamente
dado que por cada término ﬁij hay un término F’]Z = —F;-j y su suma se cancela

—

Fop=Fo+Fs+- +Fj+ 4+ Fi+ + Fy_ v =0. (3.15)
Esto nos lleva a

—

Fext = ﬁCM (316)

Si la fuerza neta externa se anula, el miembro izquierdo de esta ecuacién se anula y obten-
€emos Pg ;. = = 0. O sea que la cantidad de movimiento total se conserva

P = constante. (3.17)
Este importante resultado es conocido como el principio de conservacion de

la cantidad de movimiento. Sera utilizado constantemente en este curso. A
los sistemas para los cuales la fuerza neta externa se anula se les denomina comtinmente
sistemas aislados.

3.3 Momento Angular

Usando como base a las ecuaciones de movimiento es posible deducir varios resultados de
gran importancia, ya vimos al principio de conservacion de la cantidad de movimiento. Mul-
tiplicando ahora vectorialmente (producto cruz) con el vector de posicién a las ecuaciones
del movimiento, obtenemos

ﬁzfix i = | L Yi Zi :ﬁX%@,iZLQ,--',N (318)
Fa:,i Fy,i Fzz

En donde definimos al producto 7 = 7 x F, como la torca 6 momento asociado a
la fuerza F' aplicada en el punto 7. Estas ecuaciones no contienen ninguna informacién
adicional a la ya contenida en las ecuaciones del movimiento.

Si ahora sumamos sobre el subindice ¢

N
T3 H=2 il X o pi= o 3 T X (3.19)
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En esta ecuaciéon 7 es la torca total y hemos utilizado que el producto cruz de dos vectores
paralelos, en este caso ¥; y p; = m;v;, se anula v; x p; = 0. Aqui es conveniente definir al
momento angular de una particula puntual por medio del vector

—

=7 x 7 (3.20

y al momento angular total de un sistema de particulas como la suma vectorial
siguiente

- %E (3.21)

i=1

Separando ahora a las fuerzas en fuerzas externas y fuerzas internas (binarias solamente)
que actian sobre la particula i-ésima E int = Z F; ;, encontramos que

N N - -
Teat + > Tix Fyj=L. (3.22)

Si ahora separamos la suma doble en dos sumas, una para ¢ < j y otra para ¢ > j y usamos
que Fj; = —F}; obtenemos

Tt + > (Fi — ) X Fyj = I (3.23)

1<j

Ahora notemos que si el vector 7; —7; es paralelo a la fuerza F; ;, esto es, st el vector que
une a la particula i-ésima con la j-ésima es paralelo a la fuerza entre ambas
particulas, entonces su producto cruz se anula y llegamos a que

-

Teat = L. (3.24)

Por lo cual, si la torca neta externa se anula la derivada con respecto al tiempo del momento

angular total se anula L = 0, obteniendo como resultado al llamado principio de
conservacion de la cantidad de movimiento angular

=

L = constante, (3.25)

para un sistema aislado.
El momento angular total medido desde un marco de referencia con origen en el centro

de masas se calcula partiendo de la definicion y de las expresiones para los vectores de
posicién y de momento lineal ec.(?7?) y ec.(??), obteniéndose

zzﬁi' Z Xp'=L — Lo, (3.26)

en donde el momento angular del centro de masas esta definido como L.,, = Tem X
MUy, = Ten. X P, siendo P el momento linear total.

DEF.

DEF.

IMP.
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La torca total vista desde el sistema del centro de masas se calcula igualmente, resul-
tando

EEDAED SEAED IS A (3.27)

7

con 7:;m = Fc.m. X Fext-

3.4 Enmergia y Trabajo

Definamos al trabajo para un sistema de particulas como a la suma de los trabajos inviduales

N B
W:Z/ L A7 (3.28)
Z:114Z
En donde la trayectoria de integracién une a las coordenadas iniciales A = {A;, As, -+, Ay}
al tiempo t4 con las coordenadas finales B = {By, Bs, - -+, By} al tiempo tg. Usando ahora
las ecuaciones del movimiento F, = mZ%U, y que (d vp) - U = %%(@ ;) = %%vf, llegamos
a
1Y P
=g / )t = Euin(B) = Ein(A) = Db Fein (3.29)
=1 gy

en donde llamamos a Ay_pE., el cambio en la energia cinética de A a B,y
E.in(A), E.n(B) son las energias cinéticas totales en los puntos A y B. Hemos definido
a la energia cinética de un sistema de particulas por medio de la suma de las energias
cinéticas de todas las particulas que constituyen al sistema

N
czn Z Ecin 7 Z §mzvi . (330)

Ahora separemos a la fuerza neta en fuerzas internas e externas (solo entre parejas de
particulas). Ello nos lleva a la definicién de trabajo interno W;,; y trabajo externo W,

B N B
VVint = Z/E] . dﬁj» Weact = Z/-Fi,ea:t . df; (331)
La suma corre sobre todos los subindices7=1,---, Ny 5 =1,---, N bajo la condiciéon ¢ < j.

Ademss, 7j; = 7; —77;, es el vector de posicién de la particula j-ésima respecto a la i-ésima.
A continuacién supondremos que todas las fuerzas internas son conservativas, esto es, que
pueden ser escritas como menos el gradiente de potenciales escalares U;; (245, Yij, 2ij)

— — ~ a ~ a [ 8
Fy =~V 2) = (i + o+ k
j VUij(xij, Yij, 2i5) (Zaxij+]ayij+ B2

)Uij (Iim Yij, Zz]) (3-32)
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Esta ecuacion es equivalente a decir que el trabajo asociado con estas fuerzas no depende
de la trayectoria de integracién, sino inicamente de los limites de integracién, ya que

B _ . B aUz 8U1 ouU, i
/A Fij : d?"ij = — /A <al‘lj dZUU aylj dyij + 9 ]dzw) = / dUlJ = Z] (333)

Con ello tendremos finalmente

Wint = — > {Uij(24(tB), vis(ts), 2i5(ts)) — Usj(wij(ta), yij(ta), 2i5(ta))}- (3.34)

i<j
Con lo cual tendremos al siguiente resultado conocido como teorema del trabajo y
la energia para un sistema de particulas

Wext = AAHBEint- (335)
En donde

Eint - Ecz'n + Uinta (336)

es la energia interna del sistema, siendo Uj,,; = > i<; Uij la energia potencial total del
sistema. Asi pués, el trabajo efectuado por las fuerzas externas U,,; es igual al cambio en
la energia interna del sistema.

Si adicionalmente, todas las fuerzas externas son también conservativas, esto es, nos
permiten escribir

ext - Z Uz ea:t ( ); Z(tB)) - Ui,ext(x(t/l)a y(tA)> Z(tA)) - _AA—>BUext7 (337)

en la que U,,; es la energia potencial total externa. Entonces, tendremos que

A pE =0, (3.38)

en donde F = E.;;, + Uy + Ueyr €5 la energia total del sistema. Este resultado es conocido
como el principio de conservacién de la energia y es fundamental en Fisica,
dado que las interacciones de la naturaleza mas importantes conocidas son conservativas.

3.5 Impulso

Dado que en general la manera en que una fuerza actia sobre un sistema de particulas
puede ser bastante complicada, resulta adecuado definir a la fuerza promedio que es ejercida
sobre un cuerpo. Para ello partimos de la ecuacién de movimiento y la integramos entre
los tiempos t; y £ en que queremos analisar la interaccion

DEF.

DEF.
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[ Feyde=pte) - ptts) = A7 (3.39)

Del lado derecho tenemos simplemente el cambio en el momento lineal 6 impetu. A la
cantidad del lado izquierdo se le denomina el impulso y lo escribimos como

f:lbﬁ@dt (3.40)

Claramente las unidades fisicas del impulso son las mismas que las del momento lineal.
A las fuerzas que son ejercidas durante un pequeno intervalo de tiempo se les denomina
fuerzas impulsivas. Ahora bien, si queremos definir a la fuerza promedio (F)
ejercida en el intervalo (1, t2) nos bastara con dividir al impulso por el tiempo transcurrido
At = ty — tl,

—

<ﬁ:;. (3.41)

3.6 Coordenadas polares

En diversos problemas es importante elegir el sistema de coordenadas mas adecuado. Tal
situacion ocurre con frecuencia cuando se analisan problemas relacionados con rotaciones
6 giros. En esta seccion recordamos algunos resultados bien conocidos para el estudiante
sobre coordenadas polares en el plano x — y. Para ello partimos de las relaciones

F=xi+y], r=rcos(¢), y=rsen(p). (3.42)

Dado que siempre podemos escribir a un vector, en nuestro caso r como el producto de su
modulo r por un vector unitario, llamémosle é,. Tenemos entonces claramente que

F=ré, é. = cos(¢) i+ sen(p)j, con |é|=1. (3.43)
Es facil ver que efectivamente é, - é, = cos?(¢) + sen*(¢) = 1.

Ahora bien, estamos interesados en la descripcién del movimiento de una particula en
el plano x — y como funcién del tiempo. El vector de posicién 7(t) depende en general
del tiempo y por ende su médulo r(t) y su direccién determinada por é,.(t) dependerdn
logicamente también del tiempo. Para escribir las ecuaciones del movimiento de cada
particula necesitamos primero evaluar las dos primeras derivadas de 7" con respecto al
tiempo. Calculamos pués, usando la regla de Leibniz,

. . dé
(t) = —F=re, 418, @:(;

= ¢ (—sen(d) i+ cos(p) ). (3.44)

En donde hemos escrito por ejemplo ¢ = d¢/dt, etcétera.

Llamaremos velocidad angular al vector & cuyo médulo (signado) estd dado por
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la rapidez angular w = ¢. El vector que aparece entre paréntesis en la tltima ecuacion y
que definimos como

g = —sen(¢) i+ cos(¢) J, (3.45)

es también un vector unitario, esto es €4 - €4 = 1. Mds ain, este vector es ortogonal al
vector unitario é, en la direccién de 7, ya que é,-é4 = 0. Notese también que tendremos que
i = cos(¢)é, — sen(d)éy v que j = sen(¢)é, + cos(¢)és. Con ello podemos concluir que
la velocidad tendré usualmente una componente 7(¢) en la direccién del vector de posicion
mas una componente transversal o perpendicular a dicho vector dada por rgﬁ(t). Vemos
asi que

br=wéy, Y Eyp=—wé, (3.46)
¥y que

U(t) =71é, +rwé,. (3.47)

Noétese que 7(t) NO es igual a 7 é,., lo cual sélo puede ocurrir para cuando la rapidez angular
se anula, w = 0.

Finalmente, necesitamos obtener a la aceleracién que estara dada por

du(t .
a(t) = Zc}iSf) =7=(F — rw?)é, + 2wr +7a)é,, (3.48)

con la aceleracion angular @ definida como aquel vector cuyo médulo (con signo)
estd dado por la derivada temporal de la rapidez angular o = w = ¢. El término — rw?é,
es llamado aceleraciéon centripeta , el término 2wé, es llamado aceleraciéon

de Coriolis y el término raé, es la aceleraciéon transversal.

Finalizamos esta secciéon calculando al momento angular para el movimiento de una
particula en el plano z — y. Obtenemos que
Lt) =m7x T=m(ré,) x (iré, +rwés) =mriwk, (3.49)
dado que tenemos que é, X €4 = l%, asi como €, X €, = 0. Esto es, el momento angular
es perpendicular al plano del movimiento. En esta tltima férmula reconocemos al
modulo (con signo) de la velocidad angular w multiplicado por el vector unitario k Por ello,
se define a la velocidad angular como el vector & = w k con w = qb y siendo k un vector
unitario que apunta en la direccion instantanea del eje de rotacién. Si ademas definimos
a la constante I = mr? (conocida como momento principal de inercia), tendremos para la
particula puntual
L=1a. (3.50)

En el caso de un movimiento en el plano x — y es claro que dlcha direccion es la del eje z.
En tal caso, en coordenadas cartesianas tenemos que ¥ = x 1+ y j y que U = v, i+ vy J, con
lo que ahora

~

L= m(x v, — yu,)k. (3.51)

DEF.

DEF.
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Pero como v, = rcos(¢) — rwsen(p), y v, = rsen(¢) + rwcos(¢), este resultado coincide
con el anterior dado por la ec.(?7?).

3.7 Colisiones

Entendemos por una colision 6 impacto a una interaccién entre dos cuerpos cuya duracion
es muy corta. Ademas pensamos que el sistema formado por los dos cuerpos durante la
colisién estd aislado, por lo que todas las fuerzas actuando son internas. Si ademds (como
hemos supuesto para la demostraciéon de la conservacion de la cantidad de movimiento
lineal total) suponemos ahora que todas las fuerzas internas son binarias y satisfacen la
tercer ley de Newton, entonces en una colision se conservara la cantidad de
movimiento total. Esto es AP = (. Esta ser4 la parte mas importante para resolver
problemas simples de colisiones para sistemas aislados. Si consideramos a dos cuerpos de
masas m; y me con momentos iniciales py; y pa; antes de la colisiéon y momentos finales pj
y D2y después de la colisién, tendremos

Dl + Do = P1,f + Dag- (3.52)

Ahora bien, consideraremos dos tipos de colisiones. A aquellas colisiones para las cuales
la energia cinética se conserva, AE,, = 0, las llamaremos colisiones elasticas y a
aquellas para las cuales la energia cinética no se conserva las llamaremos colisiones
inelasticas.

Para colisiones elédsticas tenemos entonces la condicién adicional

2 2 2 2
P1i + Pa; _ plf + p2f '

3.53
2m1 2m2 2m1 2m2 ( )

Consideraremos aqui solamente un tipo de colisiones ineldsticas: llamaremos coli-
siones completamente inelasticas aquellas colisiones ineldsticas para las cuales
los dos cuerpos quedan unidos después de la colisién. A estas colisiones también se les de-
nomina impactos pldsticos. En tal caso, no se conserva la energia cinética pero el problema
es ain mas sencillo por que al final tenemos solamente a un cuerpo de masa M = my + mo
y momento f’f. Por la conservacion del momento lineal se seguird que

m12717,~ + mgl_)'gﬂ‘ = MPf, (354)
que nos bastara para resolver este caso.
Finalmente, para problemas en una sola dimension, las ecuaciones anteriores se sim-

plifican notoriamente. La ec.(??) expresada en términos de las velocidades es equivalente
a

mi (Uli — Ulf) = mg('l}gf — Ugi). (355)
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A la condicién de conservacién de la energia cinética para colisiones elasticas la podemos
reescribir de la siguiente forma

ma(v; = vip) = ma(v3y — v3,). (3.56)

Por lo que dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones se llega a

V1; + V1 = Vo; + Vay, (3.57)
la cual junto con la ec.(??) nos permite escribir

mq — Mo 2m2 2m1 mo —

Uip = V1 + Uiy V2f = —p Ui + Vi




