TEORIA DE CONJUNTOS

 Teoría de Conjuntos es la rama de las matemáticas a la que el matemático alemán Georg Cantor dio su primer tratamiento formal en el siglo XIX. El concepto de conjunto es uno de los más fundamentales en matemáticas, incluso más que la operación de contar, pues se puede encontrar, implícita o explícitamente, en todas las ramas de las matemáticas puras y aplicadas. En su forma explícita, los principios y terminología de los conjuntos se utilizan para construir proposiciones matemáticas más claras y precisas y para explicar conceptos abstractos como el infinito.

DEFINICIONES   

Un conjunto es una agrupación, clase o colección de objetos denominados elementos del conjunto: utilizando símbolos a S representa que el elemento a pertenece o está contenido en el conjunto S, o lo que es lo mismo, el conjunto S contiene al elemento a. Un conjunto S está definido si dado un objeto a, se sabe con certeza que o a  S o a  S (esto es, a no pertenece a S).

Un conjunto se representa frecuentemente con el símbolo S = { }, en donde las llaves engloban los elementos de S, ya sea de forma explícita, escribiendo todos y cada uno de los elementos, o dando una fórmula, regla o proposición que los describa. Por ejemplo, S1 = {2, 4}; S2 = {2, 4, 6, ..., 2n, ...} = {todos los enteros pares}; S3 = {x | x2- 6x + 11  3}; S4 = {todos los varones vivos llamados Juan}. S3 se describe como el conjunto de todas las x tales que x2- 6x + 11  3. 

Subconjuntos y súperconjuntos  

Si todo elemento de un conjunto R pertenece también al conjunto S, R es un subconjunto de S, y S es un súperconjunto de R; utilizando símbolos, R  S, o S  R. Todo conjunto es un subconjunto y un súperconjunto de sí mismo. Si R  S, y al menos un elemento de S no pertenece a R, se dice que R es un subconjunto propio de S, y S es un súperconjunto propio de R, lo que se representa con los siguientes símbolos: R  S, S  R. Si R  S y S  R, es decir, todo elemento de un conjunto pertenece también al otro, entonces R y S son dos conjuntos iguales, lo que se escribe R = S. En los ejemplos del apartado anterior, S1 es un subconjunto propio de S2.

  
OPERACIÓN DE CONJUNTOS 

Unión:
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Unión" de A y B al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B.

Simbólicamente:

A B = {x: x A  x B}

Intersección:
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Intersección" de A y B al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A y pertenecen a B.

Simbólicamente:

A  B = {x: x A x B}

Diferencia:

Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Diferencia" de A "menos" B al conjunto formado por los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.

Simbólicamente:

A  B = {x: x A xB} 

Complemento:

Dados dos conjuntos cualesquiera A y B con B A (B Subconjunto de A) llamamos "Complemento de B respecto a A" al conjunto de elementos que pertenecen a A y no a B, esto es lo que le falta a B para ser igual a A.

 

Par Ordenado:

Un par ordenado es un conjunto de dos elementos donde nos interesa el orden en que estos aparezcan, esto es posee un primer elemento y un segundo elemento. Se representara con paréntesis y a los elementos se les denominara componentes:

(a, b) representa el par ordenado cuya primera componente es a y su segunda componente es b.
Debemos observar que para que dos pares ordenados sean iguales sus componentes deben serlo: 

(a, b) = (c, d) si y solo si a=c y b=d.

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y cuya segunda componente pertenece a B.

Simbólicamente:

AxB = {(a, b)/ ay b
 

ÁLGEBRA DE CONJUNTOS

 

Las siguientes propiedades, se cumplen si A, B, C,... son subconjuntos de un conjunto l: 

1. A  B = B  A
2. A  B = B  A
3. (A  B)  C = A  (B  C)

4. (A  B)  C = A  (B  C)

5. A   = A
6. A   = 

7. A  l = l
8. A  l = A
9. A  (B  C) = (A  B)  (A  C)

10. A  (B  C) = (A  B)  (A  C)

11. A  A = l
12. A  A = 

13. (A  B)  = A  B
14. (A  B)  = A  B
15. A  A = A  A = A
16. (A)  = A
17. A - B = A  B
18. (A - B) - C = A - (B  C)

19. Si A  B = , entonces (A  B) - B = A
20. A - (B  C) = (A - B)  (A - C)

 

Éstas son las propiedades del álgebra de conjuntos, que es un caso particular del sistema algebraico conocido como álgebra de Boole.

MULTIPLICACIÓN DE CONJUNTOS

 

Si A y B son dos conjuntos, el conjunto de todos los posibles pares ordenados de elementos de la forma (a, b), donde a pertenece a A y b pertenece a B, se denomina producto cartesiano de A y B, que se escribe normalmente A × B. Por ejemplo, si A = {1, 2} y B = {x, y, z}, entonces A × B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)}. Y B × A = {(x, 1), (y, 1), (z, 1), (x, 2), (y, 2), (z, 2)}. En este caso, A × B ≠ B × A, pues al ser pares ordenados, el par (1, x) es distinto del par (x, 1). 

CORRESPONDENCIA ENTRE CONJUNTOS

Los elementos del conjunto A = {1, 2, 3} se pueden relacionar, emparejar o hacer corresponder con los elementos del conjunto B = {x, y, z} de distintas maneras, de forma que: a todo elemento de B le corresponda uno de A, a todo elemento de A le corresponda uno de B, elementos distintos de un conjunto están emparejados con elementos distintos del otro. Por ejemplo, los elementos se pueden emparejar como (1, y), (2, z) y (3, x). Este tipo de correspondencia se denomina aplicación biunívoca o biyección, en la que a cada elemento de A le corresponde uno, y sólo uno, de B y viceversa. Dos conjuntos cuyos elementos forman una aplicación biunívoca deben tener, por tanto, el mismo número de elementos. Los elementos del conjunto A = {1, 2, 3} no pueden forman una biyección con los elementos de uno de sus subconjuntos propios, y es por tanto un conjunto finito o conjunto con un número finito de elementos. Los elementos del conjunto B = {1, 2, 3,...} pueden formar una correspondencia biunívoca con los elementos de su subconjunto propio C = {3, 4, 5,...} haciendo corresponder, por ejemplo, el elemento n de B con el elemento n + 2 de C para n = 1, 2, 3,... Este tipo de conjuntos se denomina conjunto infinito o conjunto con infinito número de elementos.

 

DIAGRAMA DE VENN

A cada conjunto se le considera encerrado dentro de una curva (plana) cerrada. Los elementos del conjunto considerado pueden ser específicamente dibujados o pueden quedar (implícitamente) sobreentendidos. Los diagramas son empleados, para representar tanto a los conjuntos como a sus operaciones, y constituyen una poderosa herramienta geométrica, desprovista de validez lógica. 

PROPIEDADES DEL ÁLGEBRA DE CONJUNTOS

	 Conmutativas 
	A  B  B  A 
	A  B  B  A 

	 Asociativas
	(A  B)  C  A  (B  C)
	(A  B)  C  A  (B  C)

	 Distributivas
	A  (B  C)  (A  B)  (A  C)
	A  (B  C)  (A  B)  (A  C)

	 Neutros
	A  E  A
	A    A

	 Propiedades negación
	A  Ac  E
	A  Ac  

	 Idempotentes
	A  A  A
	A  A  A

	 Absorbentes
	A  E  E
	A    

	 Doble negación (DN)
	(Ac)c  A

	 Leyes de De Morgan (LM)
	(A  B)c  Ac  Bc
	(A  B)c  Ac  Bc

	 Simplificativas
	A  (A  B)  A
	A  (A  B)  A


LÓGICA PROPOSICIONAL
La lógica proposicional trabaja con sentencias u oraciones a las cuales se les puede asociar un valor de verdad (cierto o falso); estas sentencias se conocen como sentencias declarativas o, simplemente, proposiciones. Existen proposiciones que son simples, así como proposiciones que están construidas por otras proposiciones usando elementos (conectivas lógicas) que las asocian. Al construir una proposición, se debe garantizar que esta puede ser evaluada (fórmula bien formada); de la misma forma, podemos construir proposiciones usando solo un grupo de conectivas, produciendo fórmulas que se dice están en su forma normal. Las formas normales son importantes por el hecho que permiten definir esquemas generales para el tratamiento de estas fórmulas. 

Otro aspecto importante es el de determinar si una proposición esta construida a partir de un conjunto de proposiciones, es decir, si es una consecuencia lógica de dicho conjunto.

  Proposiciones

Al escuchar algo como La rosa es una flor o El cocodrilo es un mamífero, fácilmente se puede determinar si estas sentencias son ciertas o falsas; sin embargo, al escuchar ¡No seas flojo! o ¿Quién ganará las elecciones?, no es posible asociar a ellas un valor de verdad. Sentencias como las primeras dos son los elementos fundamentales con los que trabaja la lógica proposicional. 

La lógica proposicional tiene el propósito de simbolizar cualquier tipo de razonamiento para su análisis y tratamiento. Específicamente, para simbolizar razonamiento, la lógica proposicional usa sentencias declarativas a las que se puede asociar un valor de verdad (cierto o falso); es decir, usa proposiciones. 

La asociación de proposiciones produce otras proposiciones conocidas como compuestas, por lo que es posible diferenciar a las proposiciones simples llamándolas fórmulas atómicas o, simplemente átomos y a las compuestas llamándolas fórmulas compuestas.  

 
 Conectivas lógicas

La construcción de fórmulas compuestas requiere del uso de elementos que permitan establecer una relación entre los átomos que la forman; estos elementos se conocen como conectivas lógicas. En la proposición ''El agua esta fría y el calentador está descompuesto'' se tienen dos átomos (El agua esta fría, el calentador está descompuesto), unidos por la partícula ''y'' la cual se dice que es una conectiva lógica. Otro ejemplo sería ''Si Luis es ingeniero, entonces Luis es inteligente'', donde la conectiva lógica es ‘‘Si... entonces''. 

Las conectivas lógicas usadas en la lógica proposicional son cinco y son representadas simbólicamente de varias formas, como se muestra en la tabla. 

	Conectiva 
	Símbolos asociados 

	Negación (No) 
	~, ¬ , - 

	Conjunción (Y) 
	, &,  

	Disyunción (O) 
	, , + 

	Condicional (Si ... entonces) 
	 

	Bicondicional (Si y solo si) 
	 , = 


Así, para los ejemplos mencionados, se tendría la siguiente representación: 

Ejemplo: ''El agua esta fría y el calentador está descompuesto'', se representa por AB. 

Donde: 

       A: El agua esta fría. 

       B: El calentador esta descompuesto. 

Ejemplo: ''Si Luis es ingeniero, entonces Luis es inteligente'', se representa por  P Q. 

Donde: 

       P: Luis es ingeniero. 

       Q: Luis es inteligente. 

Como es posible determinar si una proposición es cierta o falsa, al encontrarse con proposiciones unidas por conectivas lógicas, es necesario conocer cuales son las reglas que se aplican para determinar si la proposición completa es cierta o falsa. La tabla siguiente señala los valores resultantes para la evaluación de proposiciones compuestas a partir de las diferentes combinaciones de valores de verdad de sus átomos. En esta tabla P y Q son los átomos y se utiliza V para un valor cierto y F para uno falso. 

	P 
	Q 
	¬ P 
	PQ 
	PQ 
	P Q 
	P Q 

	V 
	V 
	F 
	V 
	V 
	V 
	V 

	V 
	F 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 

	F 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 
	F 

	F 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 
	V 


Tabla: Valores de verdad de proposiciones compuestas. 

Ejemplo: Si P tiene un valor V, Q tiene un valor F y R es V, el valor de P R es V y el valor de P Q es F. 

Fórmulas bien formadas

Las proposiciones compuestas son agrupaciones de átomos unidos por conectivas lógicas; es importante aclarar que al construir proposiciones, se requiere seguir una serie de reglas que establecen si una fórmula esta bien formada. Una formula bien formada (fbf) es aquella que cumple los siguientes cuatro puntos: 
1. Un átomo es una fórmula bien formada. 

2. Si P es una fórmula bien formada, ¬ P también es una fórmula bien formada. 

3. Si P y Q son fórmulas bien formadas, PQ, PQ, P Q y P Q son fórmulas bien formadas. 

4. Todas las fórmulas bien formadas se obtienen aplicando las reglas 1, 2 y 3. 

  
Jerarquía de conectivas

Para determinar el valor de verdad de una proposición compuesta, es necesario conocer cuales son las reglas que se aplican para determinar si la proposición completa es cierta o falsa; asimismo, al tener fórmulas con dos o más conectivas, se deben conocer las reglas de precedencia y asociatividad de las conectivas para asegurar que la evaluación es correcta. Aún cuando existen algunas diferencias en la determinación de una jerarquía de conectivas, en este texto se utilizará el siguiente orden: 

¬ , , ,  ,  

Donde ¬ (negación) es el operador con mayor jerarquía en la secuencia y  (Bicondicional) es el operador con el menor peso. 

Ejemplo: El orden de evaluación de ¬PQR es, utilizando paréntesis, ((¬ P)  (QR)); es decir, primero se evalúa ¬ P, posteriormente QR, y finalmente se aplica  al resultado de ambas evaluaciones. 

Al tener una fórmula con la presencia de dos o más conectivas iguales, el orden de asociatividad siempre es de izquierda a derecha. 

Ejemplo: El orden de evaluación de P Q R es ( ( P Q)  R) . 

Interpretación de fórmulas

Una interpretación de una fórmula es una asignación de valores de verdad a un conjunto de átomos; para una fórmula con dos átomos se tienen dos posibles interpretaciones, para una con tres se tienen ocho interpretaciones, y en general para una fórmula con n átomos de tienen 2n interpretaciones. 

Considerando las condiciones discutidas anteriormente, es posible determinar el valor de verdad cualquier una fórmula de la lógica proposicional. 

Ejemplo: Teniendo que P es V, Q es F, R es V y S es V, la interpretación para la fórmula ¬ (P Q)  (RS) es: 

	P 
	Q 
	R 
	S 
	P Q 
	¬ ( P Q) 
	RS 
	¬ ( P Q)  ( RS) 

	V 
	F 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 
	V 


Para evaluar una fórmula, se deben considerar todas sus posibles interpretaciones. 

Ejemplo: La evaluación de ¬ (P Q)  (RS) es: 

	P 
	Q 
	R 
	S 
	P Q 
	¬ ( P Q) 
	RS 
	¬ ( P Q)  ( RS) 

	V 
	V 
	V 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 

	V 
	V 
	V 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 

	V 
	V 
	F 
	V 
	V 
	F 
	F 
	V 

	V 
	V 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 

	V 
	F 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 
	V 

	V 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 

	V 
	F 
	F 
	V 
	F 
	V 
	F 
	F 

	V 
	F 
	F 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 

	F 
	V 
	V 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 

	F 
	V 
	V 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	V 
	F 
	V 
	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	V 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	F 
	V 
	V 
	V 
	F 
	V 
	V 

	F 
	F 
	V 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	F 
	F 
	V 
	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	F 
	F 
	F 
	V 
	F 
	F 
	V 


De la evaluación de una fórmula, se pueden definir los siguientes conceptos: 

Tautología o fórmula válida: Una fórmula es una tautología si es verdadera para todas sus posibles interpretaciones. Una tautología también se conoce como una fórmula válida. 

Contradicción, fórmula inconsistente o fórmula insatisfactible: Una fórmula es una contradicción si es falsa para todas sus posibles interpretaciones. Una contradicción también se conoce como una fórmula inconsistente o una fórmula insatisfactible. 

Fórmula consistente o fórmula satisfactible: Una fórmula que al menos tiene una interpretación verdadera se conoce como una fórmula consistente o satisfactible. 

Fórmula inválida: Una fórmula es inválida si es falsa para al menos una interpretación. 

Ejemplo: La fórmula (P Q) P es una tautología, ya que todas sus interpretaciones son verdaderas. 

	P 
	Q 
	P Q 
	( P Q) P 

	V 
	V 
	V 
	V 

	V 
	F 
	F 
	V 

	F 
	V 
	V 
	V 

	F 
	F 
	V 
	V 

	Ejemplo: La fórmula (P Q) ¬ P es consistente, ya que de sus interpretaciones, dos son verdaderas. 

P 
	Q 
	¬ P 
	P Q 
	( P Q) ¬ P 

	V 
	V 
	F 
	V 
	F 

	V 
	F 
	F 
	F 
	F 

	F 
	V 
	V 
	V 
	V 

	F 
	F 
	V 
	V 
	V 


Como consecuencia de las definiciones anteriores, se tiene que: 

· Una fórmula es válida si y solo si su negación es inconsistente. 

· Una fórmula es inconsistente si y solo si su negación es válida. 

· Una fórmula es inválida si y solo si existe por lo menos una interpretación sobre la cual la fórmula es falsa. 

· Una fórmula es consistente si y solo si existe por lo menos una interpretación sobre la cual la fórmula es verdadera. 

· Si una fórmula es válida, entonces es consistente, pero no viceversa. 

· Si una fórmula es inconsistente, entonces es inválida, pero no viceversa. 

Fórmulas equivalentes

Al evaluar las fórmulas P Q y ¬ PQ se observa que todas sus interpretaciones son iguales, por lo que se dice que ambas fórmulas son equivalentes. 

Ejemplo: P Q y ¬ PQ son fórmulas equivalentes: 

	P 
	Q 
	¬ P 
	P Q 
	¬ PQ 

	V 
	V 
	F 
	V 
	V 

	V 
	F 
	F 
	F 
	F 

	F 
	V 
	V 
	V 
	V 

	F 
	F 
	V 
	V 
	V 


Existen varias equivalencias entre fórmulas de la lógica proposicional, las cuales se conocen como leyes de equivalencia. La tabla siguiente muestra estas leyes. Se utiliza el símbolo Tautología para indicar una tautología y el símbolo Contradicción para indicar una contradicción. 

	Ley de equivalencia 
	Fórmula 

	Doble Implicación 
	FG = (F G)(G H) 

	Implicación 
	F G = ¬ FG 

	Distribución 
	F(GH) = (FG)(FH) 

	
	F(GH) = (FG)(FH) 

	Asociación 
	(FG)H = F(GH) 

	
	(FG)H = F(GH) 

	Complementación 
	F¬ F = Contradicción 

	
	F¬ F = Tautología 

	
	¬ ¬ F = F 

	Conmutación 
	FG = GF 

	
	FG = GF 

	Cero 
	FTautología = Tautología 

	
	FContradicción = Contradicción 

	Identidad 
	FContradicción = F 

	
	FTautología = F 

	Idempotencia 
	FF = F 

	
	FF = F 

	Absorción 
	FFQ = F 

	
	F(FQ) = F 

	
	F¬ FQ = FQ 

	Leyes de Morgan 
	¬ (FQH) = ¬ F¬ Q¬ H 

	
	¬ (FQH) = ¬ F¬ Q¬ H 


Tabla: Leyes de equivalencias para fórmulas lógicas. 

Formas normales

En lógica proposicional existen dos formas para presentar fórmulas que son importantes ya que permiten definir métodos genéricos de evaluación y análisis; estas formas se conocen como formas normales, y en particular: forma normal conjuntiva y forma normal disyuntiva. 

Forma Normal Conjuntiva: Una fórmula está en su forma normal conjuntiva (FNC) si es una conjunción de disyunciones, es decir, tiene la forma: F1F2...Fn, en la cual Fn es una fórmula construida por una agrupación de átomos unidos por disyunciones; esto es Fn es P1P2...Pm. En ambos casos n y m pueden ser mayores o iguales a 1. 

Forma Normal Disyuntiva: Una fórmula está en su forma normal disyuntiva (FND) si es una disyunción de conjunciones, es decir, tiene la forma: F1F2...Fn, en la cual Fn es una fórmula construida por una agrupación de átomos unidos por conjunciones; esto es Fn es P1P2...Pm. 

Para poder transformar cualquier fórmula a su forma normal (conjuntiva o disyuntiva), es necesario aplicar la siguiente secuencia de operaciones de equivalencia sobre la fórmula original: 

1. Sustituir todas las ocurrencias de conectivas  y  en la fórmula usando las correspondientes leyes de equivalencia. 

2. Asegurarse que las negaciones afecten solo a átomos, usando las leyes de Morgan y la eliminación de dobles negaciones. 

3. Aplicar las otras leyes para encontrar la forma normal (las principales leyes que se aplican son las distributivas). 

Consecuencias lógicas

Una consecuencia lógica es aquella fórmula (G) que es derivada de un grupo de fórmulas (F) cumpliendo la restricción de ser verdadera para todas las interpretaciones verdaderas del grupo de fórmulas (F). Esto es, G es una consecuencia lógica de las premisas F, si y solo si, al ser verdaderas las premisas, G siempre es verdadera. 

Para probar si una fórmula es una consecuencia lógica de un grupo de fórmulas se tienen dos métodos, que se producen a partir de los conceptos de validez e inconsistencia. Estos métodos se conocen en forma de teoremas: 

Teorema 1: Teniendo un grupo de fórmulas F1, F2,..., Fn y otra llamada G, G es una consecuencia lógica de F1, F2,..., Fn si y solo si la fórmula ( F1F2Fn)  G es válida. 

Teorema 2: Teniendo un grupo de fórmulas F1, F2,..., Fn y otra llamada G, G es una consecuencia lógica de F1, F2,..., Fn si y solo si la fórmula F1F2Fn¬ G es inconsistente. 

Para demostrar si G es una consecuencia lógica se pueden usar tablas de verdad o aplicar las leyes de equivalencia para encontrar su forma normal. 

Ejemplo: U es una consecuencia lógica de (¬ PS)  (¬ SU) P ya que: 

1) Definición de consecuencia lógica: 

Aplicando la definición de consecuencia lógica y aplicando tablas de verdad se tiene que: 
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Se observa que U es verdadero para la única interpretación verdadera de (¬ PS)  (¬ SU) P. 

2) Teorema 1: 

Usando tablas de verdad la fórmula ((¬PS)  (¬ SU) P)  U es una fórmula válida. 

	( ¬ PS) ( ¬ SU) P 
	U 
	( ( ¬PS) ( ¬ SU) P)  U 
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Otra forma es transformando la fórmula original en su forma normal disyuntiva: 

	( ( ¬ PS) ( ¬SU) P)  U 
	

	¬ ( ( ¬ PS) ( ¬ SU) P) U 
	eliminado condicional 

	( ¬ ( ¬ PS) ¬ ( ¬ SU) ¬ P) U 
	aplicando De Morgan 

	( ( ¬ ¬ P¬ S) ( ¬ ¬ S¬ U) ¬ P) U 
	aplicando De Morgan 

	( ( P¬ S) ( S¬ U) ¬ P) U 
	aplicando De Morgan 

	( P¬ S) ( S¬ U) ¬ PU 
	eliminando paréntesis innecesarios 

	( P¬ S) ¬ P( S¬ U) U 
	aplicando la ley conmutativa 

	( ( P¬ P) ( ¬ S¬ P) ) ( S¬ U) U 
	distribuyendo ¬ P en P¬ S 

	( Tautología ( ¬ S¬ P) ) ( S¬ U) U 
	aplicando complementación en P¬ P 

	( ¬ S¬ P) ( S¬ U) U 
	aplicando identidad en Tautología ( ¬ S¬ P) 


	( ¬ S¬ P) ( ( SU) ( ¬ UU) ) 
	distribuyendo U en S¬ U 

	( ¬ S¬ P) ( ( SU) Tautología ) 
	aplicando complementación en ¬ UU 

	( ¬ S¬ P) ( SU) 
	aplicando identidad en ( SU) Tautología 

	¬ S¬ PSU 
	eliminando paréntesis innecesarios 

	Tautología ¬ PU 
	aplicando complementación en ¬ SS 

	Tautología 
	aplicando complementación en Tautología ¬ PU


2) Teorema 2: 

Usando tablas de verdad la fórmula ((¬PS)  (¬ SU) P) ¬ U es una fórmula inconsistente. 
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Circuitos Lógicos

Debido a que una proposición puede ser evaluada y resultar solo verdadera o falsa, se puede deducir alguna equivalencia con el álgebra booleana, que maneja solamente dos valores (0 y 1). Las propiedades del cálculo proposicional son equivalentes a las del álgebra desarrollada por Boole. 

En el álgebra booleana, una proposición es equivalente a unas variables, y las conectivas lógicas se utilizan como compuertas lógicas. Los esquemas que resultan de aplicar las compuertas lógicas se conocen como circuitos lógicos. 

Una fórmula del cálculo proposicional se puede representar gráficamente usando compuertas lógicas. Como se observa, para representar fórmulas con condicionales o bicondicionales se debe transformar la fórmula para eliminarlas. 
HISTORIA DE LOS LENGUAJES
Hay, al menos, dos formas fundamentales desde las que pueden verse o clasificarse los lenguajes de programación: por su nivel y por principales aplicaciones. Además, estas visiones están condicionadas por la visión histórica por la que ha transcurrido el lenguaje. Además, hay cuatro niveles distintos de lenguaje de programación.

Los "Lenguajes Declarativos" son los más parecidos al castellano o ingles en su potencia expresiva y funcionalidad están en el nivel más alto respecto a los otros. Son fundamentalmente lenguajes de ordenes, dominados por sentencias que expresan "Lo que hay que hacer" en ves de "Como hacerlo". Ejemplos de estos lenguajes son los lenguajes estadísticos como SAS y SPSS y los lenguajes de búsqueda en base de datos, como NATURAL e IMS. Estos lenguajes se desarrollaron con la idea de que los profesionales pudieran asimilar más rápidamente el lenguaje y usarlo en su trabajo, sin necesidad de programadores o prácticas de programación. 

Los lenguajes de "Alto Nivel" son los más utilizados como lenguaje de programación. Aunque no son fundamentalmente declarativos, estos lenguajes permiten que los algoritmos se expresen en un nivel y estilo de escritura fácilmente legible y comprensible por otros programadores. Además, los lenguajes de alto nivel tienen normalmente las características de   “Transportabilidad". Es decir, están implementadas sobre varias maquinas de forma que un programa puede ser fácilmente " Transportado " (Transferido) de una maquina a otra sin una revisión sustancial. En ese sentido se llama "Independientes de la maquina". Ejemplos de estos lenguajes de alto nivel son PASCAL, APL y FORTRAN (para aplicaciones científicas), COBOL (para aplicaciones de procesamiento de datos), SNOBOL (para aplicaciones de procesamiento de textos), LISP y PROLOG (para aplicaciones de inteligencia artificial), C y ADA (para aplicaciones de programación de sistemas) y PL/I (para aplicaciones de propósitos generales). 
Los "Lenguajes Ensambladores" y los "Lenguajes Maquina" son dependientes de la maquina. Cada tipo de maquina, tal como VAX de digital, tiene su propio lenguaje maquina distinto y su lenguaje ensamblador asociado. El lenguaje Ensamblador es simplemente una representación simbólica del lenguaje maquina asociado, lo cual permite una programación menos tediosa que con el anterior. Sin embargo, es necesario un conocimiento de la arquitectura mecánica subyacente para realizar una programación efectiva en cualquiera de estos niveles lenguajes. 

Los siguiente tres segmentos exponen las distinciones básicas entre lenguajes maquina, ensambladores de alto nivel: 

A más bajo nivel de lenguaje más cerca esta de las características de un tipo de maquina particular y más alejado de ser comprendido por un humano ordinario. Hay también una estrecha relación entre las sentencias en lenguaje ensamblador y sus formas en lenguaje de maquina codificada. La principal diferencia aquí es que los lenguajes ensambladores se utilizan símbolos (X, Y, Z, A para " sumar", M para "multiplicar"), mientras que se requieren códigos numéricos (OC1A4, etc.) para que lo comprenda la maquina. 

La programación de un lenguaje de alto nivel o en un lenguaje ensamblador requiere, por tanto, algún tipo de interfaz con el lenguaje maquina para que el programa pueda ejecutarse. Las tres interfaces mas comunes: un "ensamblador”, un "compilador" y un "interprete". El ensamblador y el compilador traduce el programa a otro equivalente en el lenguaje X de la maquina "residente" como un paso separado antes de la ejecución. Por otra parte, el intérprete ejecuta directamente las instrucciones en un lenguaje Y de alto nivel, sin un paso de procesamiento previo. 

La compilación es un proceso mas eficiente que la interpretación para la mayoría de los tipos de maquina. Esto se debe principalmente a que las sentencias dentro de un "bucle" deben ser reinterpretadas cada vez que se ejecutan por un intérprete con un compilador. Cada sentencia es interpretada y luego traducida a lenguaje maquina solo una vez.
Algunos lenguajes son lenguajes principalmente interpretados, como APL, PROLOG y LISP. El resto de los lenguajes -- Pascal, FORTRAN, COBOL, PL/I, SNOBOL, C, Ada y Modula-2 – son normalmente lenguajes compilados. En algunos casos, un compilador estará utilizable alternativamente para un lenguaje interpretado (tal como LISP) e inversamente (tal como el interprete SNOBOL4 de los laboratorios Bell). Frecuentemente la interpretación es preferible a la compilación en un entorno de programación experimental o de educación, donde cada nueva ejecución de un programa implicado un cambio en el propio texto del programa. La calidad de diagnosis y depuración que soportan los lenguajes interpretados es generalmente mejor que la de los lenguajes compilados, puesto que los mensajes de error se refieren directamente a sentencias del texto del programa original. Además, la ventaja de la eficiencia que se adjudica tradicionalmente a los lenguajes compilados frente a los interpretados puede pronto ser eliminado, debido a la evolución de las maquinas cuyos lenguajes son ellos mismos1lenguajes de alto nivel. Como ejemplo de estos están las nuevas maquinas LISP, las cuales han sido diseñadas recientemente por Symbolics y Xerox Corporations.

Los lenguajes de Programación son tomados de diferentes perspectivas. Es importante para un programador decidir cuales conceptos emitir o cuales incluir en la programación. Con frecuencia el programador es osado a usar combinaciones de conceptos que hacen al lenguaje "DURO" de usar, de entender e implementar. Cada programador tiene en mente un estilo particular de programación, la decisión de incluir u omitir ciertos tipos de datos que pueden tener una significativa influencia en la forma en que el Lenguaje es usado, la decisión de usar u omitir conceptos de programación o modelos. 

Existen cinco estilos de programación y son los siguientes:

1. Orientados a Objetos. 

2. Imperativa: Entrada, procesamiento y salidas de Datos. 

3. Funcional: "Funciones", los datos son funciones, los resultados pueden ser un valor o una función. 

4. Lógico: {T, F} + operaciones lógicos (Inteligencia Artificial). 

5. Concurrente: Aún esta en proceso de investigación. 

 

El programador, diseñador e implementador de un lenguaje de programación deben comprender la evolución histórica de los lenguajes para poder apreciar por que presentan características diferentes. Por ejemplo, los lenguajes "mas jóvenes" desaconsejan (o prohíben) el uso de las sentencias GOTO como mecanismo de control inferior, y esto es correcto en el contexto de las filosofías actuales de ingeniería del software y programación estructurada. Pero hubo un tiempo en que la GOTO, combinada con la IF, era la única estructura de control disponible; el programador no dispone de algo como la construcción WHILE o un IF-THEN-ELSE para elegir. Por tanto, cuando se ve un lenguaje como FORTRAN, el cual tiene sus raíces en los comienzos de la historia de los lenguajes de programación, uno no debe sorprenderse de ver la antigua sentencia GOTO dentro de su repertorio. 

Lo más importante es que la historia nos permite ver la evolución de familias de lenguajes de programación, ver la influencia que ejercer las arquitecturas y aplicaciones de las computadoras sobre el diseño de lenguajes y evitar futuros defectos de diseño aprendido las lecciones del pasado. Los que estudian se han elegido debido a su mayor influencia y amplio uso entre los programadores, así como por sus distintas características de diseño e implementación. Colectivamente cubren los aspectos más importantes con los que ha de enfrentarse el diseñado de lenguajes y la mayoría de las aplicaciones con las que se enfrenta el programador. Para los lectores que estén interesados en conocer con más detalle la historia de los lenguajes de programación recomendamos las actas de una recién conferencia (1981) sobre este tema, editadas por Richard Wexelblat. Vemos que FORTRAN I es un ascendente directo de FORTRAN II, mientras que FORTRAN, COBOL, ALGO 60, LISP, SNOBOL y los lenguajes ensambladores, influyeron en el diseño de PL/I. 

También varios lenguajes están prefijados por las letras ANS. Esto significa que el American Nacional Standard Institute ha adoptado esa versión del lenguaje como el estándar nacional. Una vez que un lenguaje esta estandarizado, las maquinas que implementan este lenguaje deben cumplir todas las especificaciones estándares, reforzando así el máximo de transportabilidad de programas de una maquina a otra. La policía federal de no comprar maquinas que no cumplan la versión estándar de cualquier lenguaje que soporte tiende a "fortalecer" el proceso de estandarización, puesto que el gobierno es, con mucho, el mayor comprador de computadoras de la nación. 

Finalmente, la notación algebraica ordinaria, por ejemplo, influyo fuertemente en el diseño de FORTRAN y ALGOL. Por otra parte, el ingles influyo en el desarrollo del COBOL. La lambda cálculo de Church dio los fundamentos de la notación funcional de LISP, mientras que el algoritmo de Markov motivo el estilo de reconocimiento de formas de SNOBOL. La arquitectura de computadoras de Von Neumann, la cual fue una evolución de la maquina mas antigua de Turing, es el modelo básico de la mayoría de los diseños de computadoras de las ultimas tres décadas. Esta maquina no solo influyeron en los primeros lenguajes sino que también suministraron el esqueleto operacional sobre el que evoluciono la mayoría de la programación de sistemas. 

Una discusión más directa de todos estos primeros modelos no está entre los objetivos de este texto. Sin embargo, es importante apuntar aquí debido a su fundamental influencia en la evolución de los primeros lenguajes de programación, por una parte, y por su estado en el núcleo de la teoría de la computadora, por otra. Mas sobre este punto, cualquier algoritmo que pueda describirse en ingles o castellano puede escribirse igualmente como una maquina de Turing (maquina de Von Neumann), un algoritmo de Markov o una función recursiva. Esta sección, conocida ampliamente como "tesis de Church", nos permite escribir algoritmos en distintos estilos de programación (lenguajes) sin sacrificar ninguna medida de generalidad, o potencia de programación, en la transición.

 

