Principios básicos 

Una pila es un dispositivo de almacenamiento que sigue el principio ``primero-en-entrar-último-en salir''. Lo podemos pensar como un arreglo lineal indicado con los números naturales: 


La casilla c[0] se dice ser el tope de la pila. En todo momento, 

· cada casilla puede estar vacía o contener un símbolo de un alfabeto de pila, [image: image1.png]


, y 

· la pila está en blanco salvo en un conjunto finito de casillas, i.e. 

[image: image2.png]AlfP*




En este caso, si para cada [image: image3.png]


, xi es el contenido de la casilla c[i], entonces 

· podemos establecer que el símbolo más a la derecha, xn0, sea un símbolo distinguido X en el alfabeto [image: image4.png]


(para marcar el fin de la palabra inscrita en la pila), y 

· decimos que la palabra [image: image5.png]o € AlfP*



es el contenido de la pila. 

Sobre una pila se pueden ejecutar dos operaciones: 

Empilar: 

Si [image: image6.png]


es una palabra en [image: image7.png]E(oo, P



y [image: image8.png]a0



es el contenido de la pila, entonces la acción [image: image9.png]o = 0001



hace que el contenido de la pila sea [image: image10.png]1€ .



. 

Desempilar: 

Si [image: image11.png]


es un prefijo del contenido [image: image12.png]a0



de la pila, es decir [image: image13.png]D(oo, Pila)



para alguna palabra [image: image14.png]Sus(ao, Pila)



, entonces la acción [image: image15.png]


hace que el contenido de la pila sea [image: image16.png]


. 

(Es convencional nombrar a las operaciones E y D por sus denotaciones en inglés: Push y Pop, respectivamente.) Ahora bien, estas dos operaciones pueden realizarse mediante una operación de ``sustitución'' del tope de la pila: [image: image17.png]0 - 01



hace que si el contenido de la pila fuese [image: image18.png]Sus(oo -5,



, donde s es el símbolo actual en el tope de la pila, entonces el contenido vendrá a ser [image: image19.png]Sus(nd,



. En otras palabras, el contenido del tope s es sustituído por [image: image20.png]


. Así pues la acción [image: image21.png]o = 0001



equivale a [image: image22.png]


, donde s es el contenido en el tope; en tanto que la acción [image: image23.png]


es equivalente a reiterar la acción [image: image24.png]


tantas veces como sea la longitud de [image: image25.png]


. En el resto de esta sección consideraremos solamente acciones de sustitución en el tope de la pila. Un autómata de pila (no-determinista) es una estructura de la forma 

[image: image26.png]Y € AlfP




donde 

[image: image27.png](¢,0) € tran(q, nil, Y)





En cada momento, el autómata funciona como sigue: Si se está en el estado [image: image28.png]7€Q



, se recibe el símbolo [image: image29.png]e € Ent



y en el tope de la pila se encuentra el símbolo [image: image30.png](¢,0) € tre



, 

· si [image: image31.png]L={o€(0+1)*|o =re



entonces se pasa al estado q', se sustituye Y por [image: image32.png]


y NO se avanza en la cadena de entrada, o bien 

· si [image: image33.png]AlfP ={C,U, A, X}



entonces se pasa al estado q', se opera en la pila según se describe arriba y se avanza una posición a la derecha en la cadena de entrada. 

Ejemplo (Palíndromas): Sea [image: image34.png]: inicial



el lenguaje que consta de todas las palabras que son palíndromas. Una estrategia obvia para reconocer palabras en L es la siguiente: 

1. 

al inicio la pila ha de estar vacía, 

2. 

se deposita en la pila una copia de ``la primera mitad de la palabra recibida'', es decir, 

(a) 

con cada 0 que llegue se coloca una marca C en la pila, 

(b) 

con cada 1 que llegue se coloca una marca U en la pila, 

3. 

al (suponer) haber llegado la ``primera mitad'' se busca que ``la segunda'' empate con la primera, es decir, 

(a) 

se pasa a un estado de desempilar, 

(b) 

con cada 0 que llegue y que empate con una marca C en la pila, se desempila la marca, 

(c) 

con cada 1 que llegue y que empate con una marca U en la pila, se desempila la marca, 

4. 

se tendrá éxito sólo si al terminar de leer se tiene vacía la pila. 

Así pues, consideremos los conjuntos siguientes: 

Alfabeto de entrada: 

[image: image35.png]Ent = {0,1}



. 

Alfabeto de pila: 

[image: image36.png]


. X es la marca del extremo derecho de la pila. C y U son marcas para recontar 0's y 1's, y A es una marca de error. 

Estados: 

Consideremos 4 estados, 

[image: image37.png]L = {0°"1"[n > 0}




Transiciones: 

Las siguientes transiciones se explican por sí solas. Las de la izquierda corresponden a ``buenas computaciones'' de reconocimiento. Las de la derecha marcan errores. 

[image: image38.png]AlfP = {C, A, X}




En cualquier otra configuración, la función de transición asocia el conjunto vacío. 

Ejemplo: Sea [image: image39.png]


el lenguaje que consta de todas las palabras que bien son vacías o bien se inician con 0's, terminan con 1's y contienen el triple de 0's que de 1's. Una estrategia obvia para reconocer palabras en L es la siguiente: 

1. 

al inicio la pila ha de estar vacía, 

2. 

con cada 0 que llegue se coloca una marca C en la pila, 

3. 

al llegar al primer 1 se pasa a un estado de desempilar, 

4. 

con cada 1 hay que desempilar exactamente 3 marcas C, y 

5. 

se tendrá éxito sólo si al terminar de leer se tiene vacía la pila. 

Así pues, consideremos los conjuntos siguientes: 

Alfabeto de entrada: 

[image: image40.png]Ent = {0,1}



. 

Alfabeto de pila: 

[image: image41.png]


. X es la marca del extremo derecho de la pila. C es una marca para recontar 0's y A es una marca de error. 

Estados: 

Consideremos 5 estados, 

[image: image42.png]AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, go, X, F)




Transiciones: 

Las siguientes transiciones se explican por sí solas. Las de la izquierda corresponden a ``buenas computaciones'' de reconocimiento. Las de la derecha marcan errores. 

[image: image43.png]qo;7 € Q x Ent* x AlfP*




En cualquier otra configuración, la función de transición asocia el conjunto vacío. 

Reconocimiento de lenguajes 

Sea [image: image44.png]di=q'o';r



un autómata de pila. Una descripción instantánea (DI) es una cadena 

[image: image45.png]do = ¢°0°; Y°r°




que indica que el autómata está en el estado q, se está leyendo el primer símbolo a la izquierda de [image: image46.png]


y [image: image47.png]


es el contenido de la pila. El símbolo en el tope de la pila es el primero de [image: image48.png]


. Diremos que una DI [image: image49.png]AutP F (do — ¢



se sigue de otra [image: image50.png]


, [image: image51.png]AutP + (do > dy)



, si es el resultado de aplicar la transición correspondiente a d0. Formalmente, [image: image52.png]AutP + (do > dy)



si y sólo si 

[image: image53.png]DIo(a) = [go0; X]




La cerradura reflexivo-transitiva de la relación ``se sigue'' es la relación ``se deriva'', denotada como [image: image54.png]d=go;T



. La descripción inicial de una palabra [image: image55.png]o € Ent*



es [image: image56.png]qeF



. Una DI [image: image57.png]


se dice 

· final si [image: image58.png]


y [image: image59.png]


, es decir, si indica que se está en un estado final y no quedan símbolos de entrada, 

· de pila vacía si [image: image60.png]


, es decir, en el tope de la pila no hay símbolo alguno. 

Una palabra [image: image61.png]o € Ent*



se dice 

· reconocida por estados finales si desde la descripción inicial de ella se arriba a una final, es decir, si 

[image: image62.png]LF (AutP)




· reconocida por pila vacía si desde la descripción inicial de ella se arriba a una de pila vacía, es decir, si 

[image: image63.png]LPV (AutP)




Sea [image: image64.png]AutP' = (@



el lenguaje consistente de las palabras reconocidas por estados finales. Sea [image: image65]el lenguaje consistente de las palabras reconocidas por pila vacía. Ambas nociones de reconocimiento son equivalentes. 

Lema 2.1   Para cada autómata de pila [image: image66.png]di=q'o';r



existe otro autómata de pila [image: image67.png]AutP'



tal que el lenguaje reconocido por estados finales en el primer autómata es reconocido por pila vacía en el segundo, es decir 

[image: image68.png]



En efecto, [image: image69.png]


se construye a partir de [image: image70.png]AutP




como sigue: 

1. 

en general, actúese en [image: image71.png]


como se hace en [image: image72.png]AutP




, 

2. 

cuando se llegue a un estado final de [image: image73.png]AutP




, transítese en [image: image74.png]


de manera que ahí se vacíe la pila, 

3. 

para evitar reconocimiento de palabras que incidentalmente vacíen la pila de [image: image75.png]


, colóquese ahí un nuevo delimitador ``derecho'' X' que no pertenezca al alfabeto [image: image76.png]


y bórrese sólo en el caso del paso 2. 

Lema 2.2   Para cada autómata de pila [image: image77.png]di=q'o';r



existe otro autómata de pila [image: image78.png]AutP'



tal que el lenguaje reconocido por pila vacía en el primer autómata es reconocido por estados finales en el segundo, es decir 

[image: image79.png]L = LPV (AutP)




En efecto, [image: image80.png]


se construye a partir de [image: image81.png]AutP




como sigue: 

1. 

colóquese en [image: image82.png]


un nuevo símbolo inicial X', 

2. 

en general, actúese en [image: image83.png]


como se hace en [image: image84.png]AutP




, 

3. 

cuando se vacíe la pila de [image: image85.png]AutP




, es decir, cuando la marca X' acceda al tope de la pila, transítese en [image: image86.png]


a un nuevo estado final. 




De ahora en adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que el reconocimiento de un lenguaje con un autómata de pila se hace por pila vacía, y consecuentemente no consideraremos más estados finales.

Autómatas de pila y lenguajes libres de contexto 

Se tiene que una condición para que un lenguaje sea reconocido por un autómata de pila es que ese lenguaje sea libre de contexto. En esta sección probaremos y ejemplificaremos que la condición es necesaria. Pospondremos la suficiencia de esta condición a la exposición de los lenguajes libres de contexto. 

Proposición 3.1   Para cualquier autómata de pila [image: image87.png]G = (V,Ent, P,S)



su lenguaje [image: image88.png]


es libre de contexto. 

En efecto, sea [image: image89.png]VgeQ: S g,



la gramática tal que 

[image: image90.png]Vg € Q,e € Ent,Y € AlfP :




1. 

[image: image91.png](¢, Y1Ya---Yn) € tran(g,




2. 

[image: image92.png]4,V q



si [image: image93.png]4?,...,q™ gtmt) € Q



entonces inclúyase la producción 

[image: image94.png](¢, YiYs---Y;n) € tran(g, nil,Y)




para cualesquiera selecciones de los estados [image: image95.png]lg,Y



. 

3. 

[image: image96.png]4,V q



si [image: image97.png]q?,...,q™,gmtD) glmt2) € @



entonces inclúyase la producción 

[image: image98.png](¢, nil) € tran(g,e,Y)




para cualesquiera selecciones de los estados [image: image99.png]6V, d] e



. 

4. 

[image: image100.png]4,V q



si [image: image101.png](¢, mil) € tran(q, nil, Y)



entonces inclúyase la producción [image: image102.png]¢ Y, 41 > nil



. 

5. 

[image: image103.png]4,V q



si [image: image104.png]0.9 €Q



entonces inclúyase la producción [image: image105.png]


. 

La idea subyacente en esta construcción consiste en que toda derivación siniestra en la gramática definida ha de simular una computación reconocedora en el autómata dado. Veamos que para cualquier palabra [image: image106.png]o € Ent*



y para cualesquiera [image: image107.png])



, [image: image108.png](¢,0) € tre



se cumple 

	 [image: image109.png]q'nil; X




	(51)


[image: image110.png]qo;Y



Mostremos esta implicación por inducción en el número de pasos de derivación. Caso base: Supongamos que la DI [image: image111.png](¢,mil) €



se siga inmediatamente de la DI [image: image112.png]l6,Y,¢!



. Entonces [image: image113.png]


consta a lo sumo de un símbolo y necesariamente [image: image114.png]N (RTIED



. Por tanto, [image: image115.png]o =801



es una producción legal en G. Eso da el correspondiente miembro izquierdo de la relación 5.1. Caso inductivo: Sea k>0. Supongamos que si [image: image116.png](¢,mil) €



se deriva de [image: image117.png]l6,Y,¢!



en a lo sumo k pasos, entonces [image: image118.png]¢Wo1; Y1 Y



. Consideremos ahora el caso en el que [image: image119.png](¢,mil) €



se deriva de [image: image120.png]l6,Y,¢!



en exactamente k+1 pasos. Escribamos [image: image121.png]


. Necesariamente, existe una primera DI [image: image122.png](m)

o =0 af



tal que 

[image: image123.png]()

7y




donde la última derivación se hace en a lo sumo k pasos. Descompongamos [image: image124.png]


en m tramos, [image: image125.png]d?,¢®, ..., q"™ ¢



, donde cada [image: image126.png]


realiza el efecto global de ``desempilar'' al símbolo Yi. Se tiene que existen [image: image127.png]@+ (129, ¥irg®0) 3 of").



tales que 

	 [image: image128.png]AutP+ go;Y = ¢Wo1; Vi --- Y




	(52)


Por la hipótesis de inducción se tiene [image: image129.png]G+ (a1



Ahora, de la primera derivación [image: image130.png]=)



, se tiene 

	 [image: image131.png]0,41 (51002, %1, ¢2Ng®, ¥, ¢ -+ [¢™), Yo, g ™)) 3




	(53)


y consecuentemente, de 5.2 y 5.3 [image: image132.png]¢Wo1; Y1 Y



. [image: image133.png]G



Mostremos ahora la implicación recíproca por inducción en el número de pasos de derivación. Caso base: Si [image: image134.png]o =801



es una producción legal en G, entonces [image: image135.png]


consta a lo sumo de un símbolo y [image: image136.png]N (RTIED



. Por tanto la DI [image: image137.png](¢,mil) €



se sigue inmediatamente de la DI [image: image138.png]l6,Y,¢!



. Esto da el correspondiente miembro derecho de la relación 5.1. Caso inductivo: Sea k>0. Supongamos que si [image: image139.png]¢Wo1; Y1 Y



se deriva en a lo sumo k pasos, entonces [image: image140.png](¢,mil) €



se deriva de [image: image141.png]l6,Y,¢!



. Consideremos ahora el caso en el que [image: image142.png]


se deriva de [q,Y,q'] en exactamente k+1 pasos. Escribamos [image: image143.png]


. Necesariamente, para una primera derivación se ha de tener 

[image: image144.png]Vi <m: AutP - (qi%‘a Y 3 ¢+ nil; x)




donde la última derivación se hace en a lo sumo k pasos. Escribamos [image: image145.png]d?,¢®, ..., q"™ ¢



, donde cada [image: image146.png]


es tal que [image: image147.png]


. Por la hipótesis de inducción se tiene que [image: image148.png]4,41 = (51lg®, %1, 4?ig®?, ¥2,4P] - [



y de aquí se tiene también que 

	 [image: image149.png]00; X = ¢Vl ViYs - Y X




	(54)


Como [image: image150.png]AutP+ (qu;X ES q’m‘l;X)



es una producción, necesariamente 

	 [image: image151.png]H (@,0,X) = {(0,CX)} @,1L,X) = {(@,A} H

S N i A ey | oy oy




	(55)


y consecuentemente, de 5.4 y 5.5 [image: image152.png]V =(Q x AfP x Q) U {S}



. q.e.d. Ejemplo: En un ejemplo anterior, vimos que el lenguaje [image: image153.png]


es reconocido por el autómata 

[image: image154.png]4+1





donde en cualquier otra configuración, la función de transición asocia el conjunto vacío. De acuerdo con la construcción anterior, el conjunto de variables de la gramática que simula computaciones en el autómata es [image: image155.png]S = lgo, X, qe]



el cual, en este caso, tiene [image: image156.png](40,0, X) = {(4o,



símbolos. Construyendo las producciones conforme van apareciendo los símbolos variables, obtenemos lo siguiente: Producciones para S: Las producciones ``iniciales'' son [image: image157.png]


con k=0,1,2,3. Producciones para [q0,X,qk]: Como [image: image158.png](90,0,0) = {(90,CC), (a1



, tenemos las producciones 

[image: image159.png](90,1,€) = {(g2, nil)}




Producciones para [q0,C,qk]: Como [image: image160.png]g0, C, qn



y [image: image161.png](@1,1,0) = {(g2, mil)}



, tenemos las producciones 

[image: image162.png]41,C, 2] 1





Producciones para [q1,C,q2]: Como [image: image163.png](g2, mil, C) = {(ga, nil)}



, tenemos la producción [image: image164.png](g3, mil, C) = {(



. Producciones para [q2,C,q3] y [q3,C,q1]: Como [image: image165.png][¢2,C, s — nil



y [image: image166.png]g, C,q1] » nil



, tenemos las producciones [image: image167.png](g1, mil, X) = {(q



y [image: image168.png]g1, X, 1] = mil



. Producciones para [q1,X,q1]: Como [image: image169.png](90,1, X) = {(a1, )}



, tenemos la producción [image: image170]. Producciones de errores: Como [image: image171.png]


, tenemos la producción 

[image: image172.png][0 = o X,
@ | Bo : [0 | Do : & Crl |




De manera similar, de las demás condiciones de error tendremos las producciones 

[image: image173.png]S > AdAilA:[4; | Ao — O0BoAo | Bo — 0BoBo|0B1Co|0B2Dol0BsEo|
A1 o 0BF A1 - 0BoAr 0C0Bo [0C1Col0C2Do|0C5 Ey
By - 1 Ay > 0Bods | Bi = 0BoBi|0BiCi|0B2D:|0BsEr|
C > 1 Az - 0BoAs 0CoB1[0C1C1/0C2 D1 [0C3 By

- By = 0BoB1|0BiCy|0B,D,|0Bs |

nil




y no hay producciones para variables de la forma [qi,A,qk], por lo que una vez que se generaron no hay manera de conducirlas a una palabra terminal. Reescribamos las variables como se indica a continuación: 

[image: image174.png]diiiiiy

Ag| Ay A A3
0B\ F

1

1

nil

nil

nil

Ay

11l

0Body
0BoAy
0BoAs
0BoAz

11l

0BoBo
0BoB1[0BsFy
0ByBoj0B1C;
0BoB3|0B2D3|0C2 D3





En la codificación anterior entre las variables de la forma [qj,X,qk] sólo consideramos a F=[q1,X,q1] pues las demás no aparecen como antecedentes de ninguna producción. Entonces, las producciones que no corresponden a situaciones de error son las siguientes: 

[image: image175.png]diiiiiy

0B F
1

nil
nil

By
By
B

= 0B3Br
> 0BGy
= 0B2D3[0C2D3





Ahora, si suprimimos a las producciones que en su consecuente tengan símbolos que no aparecen en el antecedente de ninguna otra producción (pues esos símbolos no podrán sustituirse y por tanto no derivan ninguna palabra terminal) se tiene las producciones: 

[image: image176.png]V(0,Y) € Q x AUfP : tran(q,nil,Y)#0 = Vs€ Ent: tran(g,s,Y) =0
V(@.Y) € Q x AP Vs € EntU {nil} - card (tran(q, nil,V)) < 1




Observemos ahora que toda vez que se genera B0 no hay manera de suprimirla. Por tanto, ninguna derivación terminal puede involucrar a esa variable. Así pues, omitiendo las producciones que involucran a B0 se tiene la gramática 

[image: image177.png]{(¢,V1Y3---Yn)} = tran(g,e,Y) =




la cual efectivamente genera al lenguaje L.

Autómatas de pila deterministas 

Un autómata de pila determinista es un autómata de pila 

[image: image178.png]Y € AlfP




donde se cumplen las siguientes dos propiedades: 

· Para cualquier pareja (estado,tope_de_la_pila) se tiene que o bien el autómata tiene definida la transición correspondiente a la palabra de entrada vacía o bien la tiene definida en símbolos del alfabeto de entrada, y 

· para cualquier terceta (estado,s,tope_de_la_pila), la transición correspondiente contiene, a lo sumo, una pareja (nuevo_estado,tope_de_la_pila). 

En símbolos, 

[image: image179.png]{(¢,Y1Ys---Yn)} = tran(g, nil,¥) =







Sea [image: image180.png]di=q'o';r



un autómata de pila determinista. De acuerdo con la construcción vista para obtener la gramática libre de contexto de un autómata de pila dado, tendremos que las producciones de la gramática correspondiente han de ser las siguientes: 

1. 

[image: image181.png](¢, Y1Ya---Yn) € tran(g,




2. 

[image: image182.png]4,V q





INCLUDEPICTURE "Leng%20y%20Aut%20IPN/Autómatas%20de%20pila%20deterministas_archivos/img1815.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image183.png]{(¢;nih} = tran(q,e,¥) = (lg,Y,q]




[image: image184.png](¢, YiYs---Y;n) € tran(g, nil,Y)




para cualesquiera selecciones de los estados [image: image185.png]lg,Y



. 

3. 

[image: image186.png]4,V q





INCLUDEPICTURE "Leng%20y%20Aut%20IPN/Autómatas%20de%20pila%20deterministas_archivos/img1816.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image187.png]Vg€ Q,Y € AlfP:




[image: image188.png](¢, nil) € tran(g,e,Y)




para cualesquiera selecciones de los estados [image: image189.png]6V, d] e



. 

4. 

[image: image190.png]4,V q





INCLUDEPICTURE "Leng%20y%20Aut%20IPN/Autómatas%20de%20pila%20deterministas_archivos/img1817.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image191.png]{(¢', ni} = tran(g, nil,¥) = (lg,Y,q'] - ni



. 

5. 

[image: image192.png](Y) € Q x AlfP





INCLUDEPICTURE "Leng%20y%20Aut%20IPN/Autómatas%20de%20pila%20deterministas_archivos/img1819.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image193.png]A - nA; -ok-14x_10k, donde




. 

En este caso, si para una pareja [image: image194.png]


se generasen producciones de acuerdo con la regla 3 entonces no se generará ninguna con la regla 2. Similarmente, si se generase una con la 5, no se generarará ninguna con la 4. De aquí resulta que cualquier lenguaje reconocido por una autómata de pila determinista ha de ser generado por una gramática libre de contexto cuyas producciones son de la forma 

[image: image195.png]Q : es el conjunto de estados,
Ent : es el alfabeto de entrada,




Autómatas de pila con escritura 

Un autómata de pila contiene un arreglo de entrada y una pila. El arreglo de entrada es donde se inscribe la palabra de entrada, y es recorrido, sin retroceso, de izquierda a derecha por el autómata. En este arreglo, el autómata se detiene en su recorrido cuando se encuentra con una transición de la forma (estado, [image: image196.png]nil



,tope_de_la_pila). La pila es un dispositivo de almacenamiento del tipo ``el primero en entrar es el último en salir''. Consideremos ahora un segundo arreglo, llamado de salida, que es donde se inscribirá la palabra de salida y que el autómata recorre, también sin retroceso, de izquierda a derecha. Dada una palabra de entrada [image: image197.png]


, una correspondiente palabra de salida [image: image198.png]


será la que quede inscrita en la cinta tras de que se haya leído toda la palabra [image: image199.png]


y, además, en esa situación, se hayan agotado todas las transiciones de la forma (estado_actual, [image: image200.png]nil



,tope_de_la_pila). Formalmente: Un autómata de pila con escritura es una estructura de la forma 

[image: image201.png]™ € esc(g, ndl,Y)




donde 

[image: image202.png]™€ esc(ge,Y)





En cada momento, el autómata funciona como sigue: Si se está en el estado [image: image203.png]7€Q



, se recibe el símbolo [image: image204.png]e € Ent



y en el tope de la pila se encuentra el símbolo [image: image205.png](¢,0) € tre



, 

· si [image: image206.png]L={o€(0+1)*|o =re



y [image: image207.png]


entonces se pasa al estado q', se sustituye Y por [image: image208.png]


, se escribe en el arreglo de salida la palabra [image: image209.png]


y NO se avanza en la cadena de entrada, o bien 

· si [image: image210.png]AlfP ={C,U, A, X}



y [image: image211.png]Oper,



entonces se pasa al estado q', se opera en la pila y en el arreglo de salida según se describe arriba y se avanza una posición a la derecha en la cadena de entrada. 

Ejemplo (Transformación de notación de enfijo a notación de sufijo): Las expresiones aritméticas se forman mediante constantes, variables y operadores. Consideremos operadores unarios, [image: image212.png]


, y binarios, [image: image213.png]


. Supongamos además, como es convencional en cualquier lenguaje de programación de alto nivel y en la notación usual de enfijo, que los operadores unarios tienen prioridad de aplicación sobre los binarios, y que [image: image214.png]


y [image: image215.png]


están jerarquizados internamente por prioridades de aplicación: Un operador con prioridad mayor se aplicará primeramente y operadores con igual prioridad se aplican de derecha a izquierda. Los paréntesis se usan para imponer el orden de aplicación de los operadores pasando por alto las convenciones de prioridades. Sea T0 el conjunto formado por las constantes y las variables. El conjunto de términos en notación de enfijo, y para cada término su operador principal, se define como sigue: 

[image: image216.png]i) (€T > [¢eT]
ii) €€T,o01 € Oper, = [éo1 €T]

i) &,62€T,00€ Opery, = [t1€202 € T




La notación de sufijo, o llamada también polaca[image: image217.png]



, compone a los términos de la aritmética en el esquema [Unico_Operando][Operador], en el caso de operadores unarios, o bien [Primer_Operando][Segundo_Operando][Operador], en el caso de operadores binarios. Formalmente, los términos se definen de la siguiente manera: 

[image: image218.png]Tr(€)




Cada término [image: image219.png]


en notación de enfijo corresponde a uno único equivalente [image: image220.png]e€Ty



en notación de sufijo. De hecho la especificación de la ``traducción'' Tr queda como sigue: 

[image: image221.png]01 € Oper;





La transformación Tr puede calcularse mediante un autómata de pila de escritura: En su arreglo de entrada se da una expresión aritmética de enfijo y en su arreglo de salida ha de quedar la expresión de sufijo equivalente. En vez de dar explícitamente la especificación del autómata de pila, bosquejaremos un algoritmo describiendo el funcionamiento del autómata. Para ello, utilizaremos los conceptos siguientes: 

escribir: 

poner en la posición actual del arreglo de salida al símbolo que se indique, e incrementar la posición actual una posición a la derecha, 

empilar: 

se coloca el símbolo actual del arreglo de entrada en la pila, es decir ése pasa a ser el contenido del tope de la pila, y se avanza un lugar en la posición actual de la entrada, 

desempilar: 

se escribe el contenido del tope de la pila en el arreglo de salida, y se le suprime de la pila, 

e: 

variable que denota al símbolo leído en el arreglo de entrada, en la posición actual, 

t: 

variable que denota al símbolo leído en el tope de la pila, 

Alfabeto de la pila: 

Por cada operador unario o binario o utilizaremos dos símbolos o' y o. Ambos ``recuerdan'' que se ha leído el operador o. El primero indica que aún falta por leerse un argumento. También utilizaremos dos paréntesis izquierdos (' y (. 




Algoritmo: 

1. 

Inicialmente, se está en el estado inicial, se está leyendo el extremo izquierdo de la cadena de entrada y en la pila se tiene en su tope al símbolo inicial X. Es decir, e es el primer símbolo de la cadena de entrada y t=X. La cadena de salida está en blanco. 

2. 

En función del valor de e, procédase según sea el caso: 

(a) 

e=(: Empílese, en principio, todo paréntesis izquierdo como ('. Si t=o', para algún operador o, entonces sustitúyase o' por su respectivo símbolo o. 

(b) 

[image: image222.png]e=o0s€



(se lee un factor): Escríbase e. Si t=o', para algún operador o, entonces sustitúyase o' por su respectivo símbolo o. Si t=(' entonces sustitúyase (' por (. 

(c) 

[image: image223.png]Prior(o) > Prior



(se lee un operador unario): Procédase según el tope de la pila. 

i. 

Si t=o', para algún operador o, entonces sustitúyase o' por o. 

Empílese o1'. 

(d) 

[image: image224.png]


: (se lee un operador binario): Procédase según el tope de la pila. 

i. 

En tanto t=o, para algún operador binario o con [image: image225.png]


: Desempílese o. 

ii. 

t=o', para algún operador binario o: La cadena de entrada está mal formada. En este caso, termínese el procedimiento. 

iii. 

t=(': La cadena de entrada está mal formada. En este caso, termínese el procedimiento. 

Empílese o2'. 

(e) 

e=): Desempílese uno a uno todos los operadores en la pila hasta encontrar ( en el tope de la pila y entonces suprímasele. Si en el transcurso de tal acción apareciese un símbolo primado o bien no apareciese tal ( entonces la cadena de entrada está mal formada. En este caso, termínese el procedimiento. 

(f) 

[image: image226.png]


: Desempílese uno a uno todos los operadores en la pila hasta vaciarla, i.e. hasta llegar a X. Si en el transcurso de tal acción apareciese un símbolo primado o bien un paréntesis izquierdo ( entonces la cadena de entrada está mal formada. En este caso, termínese el procedimiento. 

En el caso de autómatas de pila con escritura, una descripción instantánea (DI) es una cadena 

[image: image227.png]AA WAD LB VLl N

AL RaALAD




que indica que el autómata está en el estado q, se está leyendo el primer símbolo a la izquierda de [image: image228.png]


, [image: image229.png]


es el contenido de la pila y [image: image230.png]


es la cadena inscrita en la salida. En la figura 5.1 presentamos dos computaciones del autómata arriba descrito para sendas cadenas de entrada. La de la izquierda está bien formada mientras que la de la derecha no lo está. En cada rengón sólo ponemos la pareja [image: image231.png]


, correspondientes a la pila (el tope es su estremo izquierdo) y a la salida de cualquier DI. Cada rengón corresponde a un símbolo leído en la cadena de entrada. 

   

	Figure 5.1: Conversiones a notación polaca.

	[image: image232.png]





Autómatas de pila 

Estos autómatas finitos cuentan con un dispositivo de memoria muy elemental, del tipo pila, el cual es un almacenamiento lineal que funciona bajo el principio PEUS

: Primero en Entrar, Ultimo en Salir. Sea Q un conjunto de estados, sea T el alfabeto de entrada y sea V un alfabeto de pila. La función de transición es de la forma [image: image234.png]xTxV3QxV*




, donde la relación [image: image235.png]#¢,a,0) = (V)



se interpreta como sigue: ``Si se está en el estado q, arriba el símbolo a y en el tope de la pila está el símbolo b entonces se pasa al estado p y se empila la palabra [image: image236.png]


''. Un autómata de pila reconoce a una palabra si, tras haberla leído, termina con su pila vacía. 


Ejemplo: Las cadenas equilibradas de paréntesis son reconocidas por un autómata de pila determinista. Recordamos que 

1. 

() es una cadena equilibrada de paréntesis, (CEP). 

2. 

Si [image: image237.png]


es una CEP entonces [image: image238.png](o)



es una CEP. 

3. 

La concatenación de dos CEP's es una CEP. 

Para describir a un autómata que reconozca CEP's, representemos al paréntesis que abre ``('' con el símbolo a, al paréntesis que cierra ``)'' con c, y con b al ``blanco'', es decir, al fin de la cadena de entrada. Consideremos el autómata de pila cuyas componentes son las siguientes: 

[image: image239.png]Q = {Seguir, Exito, Fracaso} : estados,

T = {a,b,c} : sfmbolos de entrada,
v ={4,C} : sfmbolos de pila,

go = Seguir : stmbolo inicial,




y cuya función de transición actúa como sigue, 

[image: image240.png](Seguir,a,y)  — (Seguir, Ay) empila paréntesis que abren,
(Seguir,c,A) — (Seguir,nil) suprime paréntesis empatados
: (Seguir,c,nil) > (Fracaso,C) no hay equilibrio,
(Seguir,b,A)  (Fracaso,A) no hay equilibrio,
(Seguir,b,nil) ~ (Exito,nil) equilibrio verificado.




Es claro que este autómata de pila reconoce al lenguaje CEP.
Autómatas de pila no-deterministas 

Los autómatas de pila no-deterministas coinciden con sus homólogos de pila salvo en que su transición no es propiamente una función. Aquí se tiene que la transición es un subconjunto [image: image241.png]tC@xTxV)x(@QxV*)



. 


Ejemplo: El lenguaje de palíndromas sin marca central 

[image: image242.png]L={x € (0+1)"|x = reverso(x)}




es reconocido por un autómatas de pila no-determinista que funciona de acuerdo con el sigiente procedimiento: 

Avanzando a la derecha, se almacena primeramente cada símbolo y cuando se ``cree'' estar a la mitad, se compara cada símbolo leído con el tope de la pila. Si coinciden, se continúa. En otro caso se marca un error. 
El no-determinismo del autómata está en que no se precisa en qué momento pasará al estado de desempilar. Transita a ése de manera indeterminada.
