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Prefacio

El objetivo de este texto es servir de apoyo al curso introductorio a la Computacién Grafica a
dictarse para el Postgrado en Informtica de la UMSS durante Agosto y Septiembre de 2000. El
curso busca proveer un fundamento firme en el tema, tanto en la teoria como en los aspectos de
implementacion de sistemas graficos. La revolucién cultural producida por la aparicion de la Mac
y la PC ha acelerado enormemente el contacto de estos temas al gran pablico. En la actualidad es
posible encontrar sistemas de Computacién Grafica en aplicaciones de una gran diversidad, todos
los cuales tienen una base conceptual comun, la cual tratamos de cubrir aqui. También se incluyen
algunos temas avanzados para orientar a los lectores inquietos hacia la bibliografia especializada.

Hemos buscado adaptar los temas a un auditorio lo mas amplio posible. Cualquier graduado o
alumno avanzado de Ingenieria, Ciencias de la Computacién o disciplinas afines deberfa poder abor-
dar este texto sin inconvenientes. En particular, se requiere una base adecuada en programacion
en algin lenguaje estructurado (hemos elegido Pascal) y conocimientos elementales de Geometria
Analitica. Los ejercicios sugeridos al final de cada Capitulo tienen como objetivo orientar en la
secuencia de construccién y uso de los distintos componentes de un sistema grafico. La resolucién
de cada ejercicio, ademads, sirve de apoyo a la comprensién de los temas tedricos.
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Capitulo 1. Introduccién

1.1 Motivacion

La Computacion Grafica ha sido una de las ramas de las Ciencias de la Computacién de mayor
impacto social y acercamiento al publico en general. La graficacion estd casi siempre asociada conla
interactividad, por lo que actualmente casi todo sistema o programa interactivo tiene una interfase
grafica. Esto es asino solo en aplicaciones especificas de graficacién matematica y estadistica, sino
también como medio de producir metéforas visuales para otros sistemas informaticos, como ocurre
actualmente enlos lenguajes de programacion visual, las interfases graficas con sistemas de ventanas
y la metafora del desktop, y en los sistemas de diseno asistido. En la actualidad, para cualquier
persona, el acceso a Internet sin posibilidades graficas es considerado una antigiiedad. Ain las
personas que no utilizan computadoras en su vida diaria encuentran graficos computacionales en
casi todos los aspectos de la cultura.

También se han popularizado los sistemas que traducen modelos abstractos a imagenes visua-
lizables, como sucede con las simulaciones ingenieriles que representan graficamente los resultados
provenientes de modelos matemédticos para auxiliar su comprensién, o con los datos obtenidos
por sensores (satélites, tomdgrafos o telémetros en general) que se representan visualmente en los
boletines meteoroldgicos o en las pantallas de los médicos.

Todos estos sistemas, utilizados para fines tan diversos, tienen un fundamento subyacente que
consiste enuna serie de técnicas derivadas dela aplicaciéon computacional dela Geometria Analitica.
En este texto presentamos los fundamentos tedricos y los detalles de implementacién de los temas
que constituyen el niicleo de la Computacién Grafica en tres dimensiones. El estudio de estos
temas es indispensable para comprender la idiosincracia de la disciplina, y de todos los sistemas
que, como mencionamos, se basan de una u otra forma en la graficacién.

1.2 Aplicaciones de la Computacién Grafica

Los gréficos proveen uno de los medios mas naturales y potentes de comunicarse. El procesamiento
cerebral del aparato visual estd altamente desarrollado, y por lo tanto es capaz de reconstruir,
procesar, interpetar, recordar y cotejar una enorme cantidad de informacién en un tiempo ape-
nas perceptible. Por su parte, la evolucién tecnoldgica y la rapida difusion de las computadoras
determina que en la actualidad la Computacién Grafica es el medio de produccién de imdagenes
mas importante en la actualidad, superando a la fotografia, diseno y artes graficas en general, y
compitiendo con el cine y la television. Tiene la ventaja adicional de poder reproducir imagenes
“virtuales”, que no necesariamente existen o se pueden ver en la realidad.

Entre las numerosas aplicaciones, podemos dar una breve descripcién representativa, la cual es
sin duda cada dia menos completa:

Interfases Actualmente la mayoria de los sistemas operativos, utilitarios, procesadores de texto,
etc. tienen una interfase grafica basada en la metdfora visual del escritorio, con iconos,
menties descolgables, barras deslizantes y muchas otras facilidades. De esa manera, el uso
del teclado se vuelve necesario solamente para el ingreso de texto.

Industria del entretenimiento Aqui podemos contar tanto la produccién de video-juegos,
peliculas y cortos de dibujos animados, posproduccién y efectos especiales de peliculas, publi-
cidad, y también el desarrollo de programas utilitarios destinados a la creacién de productos
en estos rubros.

Aplicaciones comerciales Son cada vez mas comunes los sistemas para elaboracién de pre-
sentaciones comerciales, incluyendo cartillas graficas, diagramacién automaética, y publicacién
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1.3. Desarrollo Histérico de la Computacion Grafica

electronica en general. Con el advenimiento de Internet y HTML, el desarrollo del comercio
y las oficinas virtuales ha sido dramatico, y el uso de gréficos es el medio indispensable para
agregar distincién y atractivo a los sitios en la WWW.

Diseno asistido El CAD en general, desde el dibujo de planos hasta el desarrollo de chips VLSI
pasando por cientos de otras aplicaciones, también tiene un gran auge en la actualidad. En
todos los casos la representacién grafica de la informacion es la clave del funcionamiento.

Aplicaciones Cientificas Aqui podemos contar desde los sistemas de simulacién (cinematica

)

por elemento finito, etc.) hasta la visualizacién de fenémenos abstractos y su representacién
grafica por medio de metaforas visuales adecuadas.

Cartografia y GIS Los graficos por computadora son actualmente utilizados como soporte para
los sistemas de informacién geogrifica (GIS) y todas las aplicaciones relacionadas (turismo,
geologia, minerfa, clima, urbanismo, etc.).

1.3 Desarrollo Histérico de la Computacion Grafica

Hasta hace aproximadamente 20 anos, la Computaciéon Grafica era un campo pequeno y espe-
cializado, dado el costo de los equipos necesarios para la implementacion de sistemas graficos.
Para el publico en general, el tema consistia en desarrollar aplicaciones en sistemas mainframe
sobre pagetes graficos built in, los cuales producian una salida visual para programas cientificos o
comerciales en los que se necesitaban elaborar graficos estadisticos como histogramas, diagramas o
trazado de funciones. El trabajo de investigacién en Computacion Gréafica, como es entendido en la
actualidad, parecia entonces una tarea fitil orientada a objetivos pretensiosos y de escasa utilidad.
Desde entonces, la Computacién Grafica experimento dos grandes cambios de paradigma en sus
objetivos, pasando de los gréficos estadisticos a la sintesis realista de imégenes tridimensionales (a
mediados de los 70) y luego a la representacién gréfica de datos u objetos abstractos, en lo que hoy
se conoce como Visualizacion Cientifica (a mediados de los 80). Actualmente es posible afirmar
que el campo estd atravesando un nuevo cambio paradigmaéatico, producido esencialmente por el
desarrollo de la Realidad Virtual, junto con la tecnologia de sensores y actuadores cinematicos,
y por supuesto Internet con acceso a alta velocidad. Conectarse desde el hogar a una simulacién
grafica del Pathfinder y recorrer un Marte virtual es una posibilidad casi rutinaria, ain para el no
experto.

Podemos afirmar que la Computaciéon Gréafica qued6 definida en el trabajo doctoral de Ivan
Sutherland en el MIT en 1963 [80]. Su desarrollo del sistema interactivo de graficacién Sketch-
pad fue el fundamento sobre el cual se apoyaron las ideas de la mayor parte de las ideas de la
Computacién Gréfica 2D y 3D (por ejemplo, los Capitulos 3 y 6 de este texto). Por su parte, a
mediados de la década del '60 comenzaron a desarrollarse en Francia los métodos de diseno asistido
de curvas y superficies. En unos pocos afios comenzé a existir una disciplina cientifica, la cual se
plasma con la creacién de Sociedades Profesionales como el ACM SIGGRAPH en 1969. La década
del 70 fue esencialmente de cambios tecnoldgicos. El descenso del costo de la memoria volatil
produjo el reemplazo de los costosos equipos basados en display de vectores, por los dispositivos de
la tecnologia de raster que actualmente se utiliza. Basicamente, cada “pixzel”, picture cell o celda
de pantalla, tiene un respaldo en un conjunto de memoria dedicada. Ello motivé el desarrollo de
los algoritmos de digitalizacién de primitivas graficas como los que se reserian en el Capitulo 2.

Asociado al cambio tecnolégico en los monitores, surgieron los nuevos dispositivos de entrada
(mouse, tablas digitalizadoras) y también de impresién en blanco y negro o color de alta calidad
y precios razonables. Por lo tanto, los métodos de diseno de curvas y superficies comenzaron a
tener una salida visual que antes era imposible con los displays de vectores. La mayoria de los
métodos fundamentales para disefio de curvas y superficies, presentados en los Capitulos 4 y 8,
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Capitulo 1. Introduccién

fueron desarrollados y perfeccionados durante esta década. Otra de las posibilidades originada
con el cambio tecnoldgico fue la representacion de colores. Esto motivé el desarrollo de modelos y
espacios cromdticos adecuados para la relacién costo-performance de los monitores (ver Capitulo
5). Con la posiblidad del color, el primer cambio de paradigma, la biisqueda de la sintesis de
imagenes con realismo, llegé a su maxima expresion con el desarrollo de modelos empiricos de
iluminacién y sombreado (ver Capitulo 7). Estos modelos permiten la representacién de escenas
en las cuales se simulan los fenémenos éptico-fisicos con un costo computacional bastante bajo
para los resultados obtenidos. También en los 70 comienzan a establecerse estandares, dado que
las aplicaciones graficas se difundieron en medio de una diversidad de cambios y evolucién, y una
gran cantidad de proovedores, fabricantes y disefiadores.

Sin duda la década de cambios més vertiginosos fue la de 1980. El surgimiento de las maquinas
PC, aunque con capacidades graficas limitadas, permitié la popularizacién de sistemas y aplica-
ciones que crearon un mercado exigente y competitivo (por ejemplo con el Autocad). También
comenzaron a disenarse herramientas graficas de interfase hombre maquina, como por ejemplo el
sistema operativo de la Macintosh II, los lenguajes de programacion visual y el hipertexto. El rol
que no alcanzaron a cumplir los Comités de estandarizacién (por ejemplo, el GSK fue aprobado
recién en 1985, cuando hacfa varios anos que ya era obsoleto) fue cubierto por las compaiias comer-
ciales que al crear una aplicacién novedosa se transformaban en estdndares de facto en el mercado
(por ejemplo el Poscript, el OpenGL y X Windows).

También esta década marcé el segundo cambio de paradigma, porque la evolucién de los modelos
graficos, junto con la capacidad de representacién de los monitores y la integracién de los sistemas
graficos a otro tipo de aplicaciones (simulaciones en ingenierfa, sensores remotos, datos de satélites,
etc.) permitierondesarrollar herramientas para la representacién grafica de conjuntos enormemente
complejos de datos. Estas ideas, que con el tiempo fueron el fundamento de la Visualizacidn
Cientifica, apelan a la enorme capacidad de comprensién visual humana (ver Seccién 9.3). De esa
manera es posible representar, por ejemplo, millones de datos meteorolégicos en un dnico “grafico”
que permite comprender a golpe de vista las caracteristicas esenciales de una determinada situacion
climatica.

La popularizacién de la Computacion grafica significd, ademads, el surgimiento y desarrollo
de aplicaciones en las dreas mas diversas. Durante los ‘80 comenzaron a utilizarse herramientas
graficas para el disefio en Ingenieria en todas sus actividades, desde aviones y barcos hasta circuitos
integrados. En Arquitectura e Ingenieria Civil se utilizan sistemas para la simulacién, el disefio
y la elaboracion y andlisis de modelos. En Medicina podemos mencionar desde el diagndstico
por imagenes hasta la simulaciéon y planeamiento de operaciones quirirgicas o el desarrollo de
implantes. En animaciéon y videojuegos se dio un desarrollo espectacular en la calidad e ima-
ginacién con los que surgieron universos de fantasia. Cada uno recordarad peliculas famosas de
Hollywood videoclips, publicidades, videojuegos para Sega, etc.

En la actualidad, el desarrollo tecnolégico permite integrar multimedios con acceso directo
a redes, adquirir datos a través de guantes y sensores y actuadores cinemdaticos, y procesar en
tiempo real la simulacién de un observador sumergido en una realidad virtual. Las posibilidades
de los browsers para Internet estan resultando cada vez mas obsoletas, por lo que no es aventurado
pensar que la integracion de estas tecnologias significard un nuevo cambio de paradigma en un
futuro cercano.

Todo este vasto campo de aplicacién de la Computacién Grafica es imposible de cubrir en un
libro introductorio. Sin embargo, para cualquiera que desee especializarse en algin tema especifico,
la base comiin es aproximadamente la presentada aqui. Esperamos cumplir con las expectativas
del lector al acercarle los fundamentos de la Computacién Gréfica de una manera clara y precisa,
con el deseo de brindarle la mayor motivacion y entusiasmo para seguir recorriendo este camino.
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Capitulo 2. Algoritmos y Conceptos Bdsicos

2.1 Dispositivos Graficos

Los resultados graficos de una aplicacién pueden mostrarse en una gran variedad de dispositivos de
salida. Normalmente estos dispositivos son o bien de pantalla o bien de impresién. Sin embargo,
desde el punto de vista de la Computacién Gréfica, es importante otra clasificacion, referida al
modo en que los mismos son manejados por la computadora. De esa manera, podemos ver que
existen dispositivos de los siguientes tipos:

e Dispositivos de vectores, los cuales reciben de la computadora la informacién geométrica
de la localizacién y tamano de las primitivas que soportan, de las cuales producen una
reproduccion “caligrafica”.

e Dispositivos de raster, los cuales reciben de la computadora la informacién de una serie
de pixels, los cuales son posicionados en forma contigua.

Los dispositivos de vectares fueron los primeros en desarrollarse, pero luego del vertiginoso
descenso en el costo de la memoria volatil, a partir de la década del 70 se hicieron mas baratos
los dispositivos de raster. Como veremos en este Capitulo, ésto implica un cambio en la manera
de representar las primitivas grificas (usualmente dichas primitivas son el punto, el segmento de
recta y la circunferencia o el circulo).

2.1.1 Dispositivos de vectores

Actualmente estos dispositives son mas caros, pero tienen ciertas ventajas que los hacen tunicos.
Por ejemplo, tienen mucha mejor resolucién y precision que los dispositivos de raster, y requieren
un ancho de banda de comunicacién mucho menor dado que no reciben la discretizacién completa
de las primitivas sino solamente su posicion.

Plotters: Grafican en una hoja (que en algunos casos puede ser de gran tamaio) sobre la cual se
desliza una pluma movida por motores de pasos de gran precisién. En los plotters de tambor,
la pluma se desliza en sentido horizontal y el papel en sentido vertical. En los plotters planos
(més econémicos), el papel estd fijoy la pluma realiza todos los movimientos. Son usuales las
resoluciones del orden de los 10000 x 10000. Es posible utilizar colores por medio de varias
plumas. Son ideales para la graficaciéon rapida y precisa de planos.

Displays de almacenamiento: Al igual que televisores y monitores, estos dispositivos son
pantallas de rayos catddicos, pero difieren en ciertos aspectos tecnolégicos. Esencialmente, la
pantalla tiene cierta “memoria” electrostatica que mantiene visibles los elementos graficados
con muy alta precisién y sin la necesidad de refresco. Por lo tanto, una imagen muy compleja a
la cual se van agregando elementos en orden es idealmente representada por estos dispositivos.
Un elemento se representa “pintdndolo” por medio de una serie de recorridas del canén
electrénico. El borrado, sin embargo, no puede hacerse en forma selectiva, por lo que no se
puede alterar la posicién de un elemento sin tener que borrar y redibujar todos los demsés.
Sin embargo, su precisién y velocidad sin necesidad de memoria volatil los hace ideales para
la representacién de imagenes de radares.
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2.1.2 Dispositivos de raster

Impresoras de matriz: Era hasta hace poco el dispositivo de impresién mas comin. Recibe de la
computadora la informacién grafica como una secuencia de lineas, las cuales va reproduciendo
con una cabeza impresora (por medio del golpe de martillos o el rocio de tinta).

Impresoras Laser: Recibe de la computadora la informacién grafica como una secuencia de
lineas, las cuales almacena en una memoria local. Dicha memoria es utilizada para comandar
la intensidad de un haz laser que recorre linea por linea el papel, mientras es expuesto al
contacto del toner. Donde el haz incide con gran intensidad, el papel se dilata por el calor y
absorbe el toner.

Monitores: Se han popularizado enormemente a partir del descenso en el precio de la memoria
volétil y el incremento constante en la calidad de las prestaciones (resolucién, color, precisién).
Esencialmente se comportan de una manera similar a un receptor de television, excepto por
el hecho de que reciben la senal de video y sincronismo en forma directa de la computadora
y no a través de una portadora de radio. Al igual que con las impresoras de matriz, la
imagen se construye linea por linea, en sentido horizontal primero (de izquierda a derecha)
y vertical después (de arriba abajo). Debe existir un refresco de la imagen en memoria, la
cual es recorrida por la tarjeta grafica de la computadora para producir las lineas de barrido.
Por lo tanto, el elemento esencial en estos dispositivos es la tarjeta grafica, la cual veremos
en detalle mas adelante. Los monitores mdas poulares pueden tener resoluciones de hasta
1200 x 1024 (aunque este limite avanza dia a dia), con una cantidad de colores limitada por
las prestaciones de la tarjeta grafica. Esto representa una calidad méas que aceptable para la
mayor parte de las aplicaciones.

2.1.3 Hardware grafico para monitores

Los dispositivos de raster requieren un refresco permanente de la discretizaciéon de la salida gréfica.
En el caso de los monitores, dicho refresco se realiza en un segmento de la memoria volati de
la computadora denominada frame buffer o buffer de pantalla, que usualmente se implementa
por medio de memoria RAM de alta velocidad localizada dentro de la tarjeta grifica. El buffer de
pantalla es accedido en forma ritmica por el generador de video, que es el encargado de “componer”
la sefial de video que va hacia el monitor. Al mismo tiempo, al producirse una salida grafica por
parte de la CPU de la computadora, la misma debe ser discretizada y almacenada en el buffer de
pantalla. Este acceso debe ser permitido solamente en los momentos en los que el generador de
video no estd accediendo al buffer, y por lo tanto se requiere el uso de un drbitro que mantenga
abierto el acceso al buffer solo en esos casos (ver Figura 2.1).

El temporizado es critico en el manejo del buffer de pantalla, por lo que se requiere memoria
RAM de alta velocidad, mucho mayor que la velocidad requerida para la RAM de la CPU. Por
ejemplo, en una norma de video de 1024 pixels por linea, la pantalla es refrescada 35 veces por
segundo a una tasa de aproximadamente un millon de pixels por pantalla. Esto significa que en
promedio el buffer de pantalla es accedido 35 millones de veces por segundo por el generador de
video, lo cual requiere una velocidad de acceso a memoria de aproximadamente 30ns para cumplir
solo con el refresco de pantalla. En una situacién como ésta, utilizar memoria de 25ns. para el
buffer de pantalla permite utilizar solamente un pico de 5 millones de accesos por segundo para la
CPU, lo cual en muchos casos es insuficiente si se tiene en cuenta que el acceso entre la CPU y la
tarjeta grafica por el bus ISA debe cumplir cierto protocolo que hace mas lenta la comunicacion.

Otro esquema posible para manejar la memoria de pantalla es utilizar la tecnologia de bus local
(difundida alrededor de 1993 con las motherboard 486 y tarjetas Vesa Local Bus). Bésicamente la
idea es evitar el uso del bus de datos ISA para interconectar la tarjeta grafica con la CPU. De ese
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Tar jeta Grafica

Ar
bi Frame Buffer
CPU = ™ tro

Generador
de Video -

Monitor

Figura 2.1 Componentes bésicos de una tarjeta gréfica de raster.

modo se utiliza un segundo bus (llamado bus local), normalmente de 32 bits en vez de 16, con la
velocidad del reloj externo del microprocesador (50Mhz. en vez de 8.33) y con capacidad de acceso
directo a memoria (ver Figura 2.2). Este tipo de configuraciones permite una mejor utilizacién
del ancho de banda marginal de la memoria del frame buffer, y por lo tanto, en determinadas
aplicaciones, como por ejemplo animaciones, la prestaciéon de un mismo hardware aumenta en un
orden de magnitud solamente al modificar la configuracién de acceso.

La evolucién del hardware grafico en PC sigui6 esquemas similares, utilizindose primero el port
PCI y actualmente el AGP. Las tarjetas graficas PCI tienen una configuracién similar a las tarjetas
ISA dado que el port esté pensado para dispositivos genéricos. Sin embargo, el acceso es en 32 bits,
a frecuencia de reloj externo, y en algunos casos con posiblidades de acceso directo a memoria. El
port AGP, por su parte, permite un acceso en 64 bits a frecuencia interna del micro (400Mhz. en
algunos casos) directamente al bus interno y al cach/’e. Por lo tanto es esperable un rendimiento
cientos de veces mayor que con las tarjetas ISA.

Por otra parte, como veremos a lo largo de los distintos capitulos, muchas de las operaciones
matemadticas necesarias dentro de la Computacién Gréfica siguen un procesamiento disciplinado
que puede en muchos casos implementarse directamente en el hardware de la tarjeta. Es por
dicha razén que han surgido tarjetas aceleradoras por hardware (PCI o AGP) que permiten que
una aplicacién se deslinde del trabajo de efectuar las transformaciones geométricas, pintado de
poligonos, el mapeo de texturas, etc.

Recapitulando, la clave del funcionamiento de la tarjeta gréafica no estd en los requisitos de
memoria, sino en la estructura del generador de video. El generador de video debe recorrer la
memoria del buffer de pantalla y entregar las lineas de barrido al monitor dentro de una determinada
norma de video. Dicha norma puede ser una norma de televisién (PAL o NTSC) o de monitor
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Figura 2.2 Tarjeta grafica basada en tecnologia local bus.

(1024 768, 800% 600, etc.). Entonces, el barrido es producido por un generador de barrido cuyas
frecuencias horizontal y vertical son programables en funcién de la norma que se utiliza.

Las senales de barrido son enviadas al monitor, pero también se utilizan para encontrar la
posicion de memoria en la cual estd almacenada la informacién grafica de cada pixel que constituye
una linea de barrido. Esto se realiza por medio de una unidad aritmética que encuentra una
direccion lineal a partir de los valores de la senal de barrido horizontal y vertical. La direccion
lineal habilita la salida del valor almacenado en un lugar de la memoria del buffer de pantalla.
Dicho valor es transformado en informacién grafica por medio de una tabla de color (ver Figura
2.3), excepto en el modo true color que se explicard més adelante.

En las tarjetas graficas se representa el color por medio del espacio cromatico RGB (ver el
Capitulo 5). Esto significa que el color de cada pixel se representa por medio de una terna de valores
de las componentes en rojo, verde y azul, respectivamente, que tiene dicho color. Normalmente
es innecesario almacenar dicha terna para cada pixel. En cambio se utiliza una tabla de colores
predefinidos para lograr un uso mds eficaz del buffer de pantalla, dado que en el mismo no se
almacena el color del pixel sino el indice al color correspondiente en la tabla de colores. Por ejemplo,
si se utilizan solamente 256 colores simultaneos, entonces es necesario almacenar solamente 1 byte
de fndice para cada pixel (ver Figura 2.4).

En dicho modelo se utiliza la sentencia putpixel(x,y,c) para acceder al buffer de pantalla

y setear el pixel en la posiciéon (x, y) con el imdice de color ¢, con x, y, c de tipo word. Para
setear la tabla de colores se utiliza la sentencia setrgbpalette(c,r,g,b), donde c es el indice del
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Figura 2.3 Estructura del generador de video.

color a setear, yr, g, bson las componentes en el modelo RGB del color. En los modos graficos
VGA y super VGA, los pardmetros r, g, b son de tipo word, pero se truncan los dos bit menos
significativos, dado que el rango efectivo de cada componente es de 0 a 63. Esto permite definir
256 colores simultdneos de entre 256K colores definibles. Por lo tanto es conveniente utilizar una

aritmética dentro de dicho rango para representar los colores, y multiplicar por 4 en el momento
de la llamada.

El manejo se simplifica en el modelo true color, en el cual cada pixel tiene alocada la memoria
para representar las componentes en RGB del color en que estd seteado (ver Figura 2.5). Esto
representa triplicar el tamano del buffer de pantalla y el ancho de banda de la memoria asociada,
lo cual tiene un costo bastante elevado, pero permite representar 16.7M colores simultaneos Como
va se dijo, en algunos casos puede ser necesario el costo, pero normalmente un modelo como el de
la Figura 2.4 puede ser suficiente.

2.2 Técnicas de Discretizacion

A partir de este punto, y en lo que resta del Capitulo, nos vamos a comprometer con el modelo de
dispositivo de raster. Para conseguir independencia de dispositivo, entonces, es necesario adoptar
un conjunto de primitivas y establecer una serie de métodos que permitan representar dichas
primitivas en nuestro dispositivo de raster satisfaciendo un conjunto de especificaciones.
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frame buffer
0
i c
n—1

n pixel = n bytes
(ej: 1024x 1024 pixel = 1M)

putpixel(x,y,c);

1 byte/pixel
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28=256 colores simultdneos
218 =256K colores definibles

setrgbpalette(c,r,g,b);

Figura 2.4 Modelo de memoria y tabla de colores a 1 byte/pixel.
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22 =16.7M colores simultdneos

Figura 2.5 Modelo de memoria true color.
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0 X maxx

maxy

Figura 2.6 Sistema de coordenadas fisico junto al espacio de la escena.

2.2.1 El sistema de coordenadas fisico

El primer paso para conseguir una representacién adecuada de las primitivas es caracterizar
matematicamente el medio que nos permite representarlas. Las primitivas graficas imdependien-
tes de dispositivo (en la “imagen” mental del usuario) normalmente se representan en un espa-
cio Euclideo de una determinada dimensiéon. En dichas condiciones un punto es una entidad
matemética p = (z,y), donde (z,y) € R*.

En el soporte aritmético de la computadora, dicha representacion se efectia con los tipos de
datos provistos, que pueden ser mimeros reales con punto flotante de simple o doble precisién. Este
espacio se denomina espacio de la escena y es uno de los muchos espacios que se utilizardn para
factorizar adecuadamente las diversas tareas de un sistema grafico.

Por ultimo, en el soporte grafico del buffer de pantalla, un punto se representa con un pixel,
y dicha representacién se efectiia seteando una posicién de memoria con un contenido dado. Este
espacio se denomina espacio de pantalla y se direcciona a partir del sistema de coordenadas fisico,
cuyo origen es el vértice superior izquierdo. Es posible encontrar varias correspondencias posibles
entre el sistema de coordenadas fisico y un sistema de coordenadas arbitrario en el espacio de la
escena. En la literatura normalmente se considera que un pixel es un “punto con extension” en
el espacio de la escena, y por lo tanto el origen de dicho espacio coincide con el vértice superior
izquierdo del pixel (0,0) (ver por ejemplo [33, 40, 66, 84]). Desde nuestro punto de vista, esto no
es del todo correcto, y parece mas adecuado pensar que el origen del sistema de coordenadas de la
escena esta en el centro del pixel (0,0) (ver Figura 2.6).
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De esa manera, el espacio de pantalla es wun espacio discreto y acotado

[0 .. maxx]x[0 .. maxy]l, con maxx, maxye [N, el cual estd en correspondencia
con el espacio de la escena (euclideo) (z,y) € R? a través de las operaciones
X :=round(x); yY := round(y); Por dicha razén es que la operacion de llevar una primitiva

del espacio de la escena al espacio de pantalla se denomina discretizacion.

2.2.2 Primitivas graficas

Es muy dificil escoger un conjunto de primitivas graficas que sea adecuado para la representacion
de todo tipo de entidades gréaficas. Sin embargo, el siguiente subconjunto en la practica resulta
suficiente:

Puntos: Se especifican a partir de su localizacion y color. Su discretizacion es directa, como se
mencioné mas arriba.

Segmentos de recta: Son esenciales para la mayor parte de las entidades. Se especifican a
partir de un par de puntos que representan sus extremos.

Circunferencias: En algunos casos representar entidades curvadas con segmentos poligonales
puede ser indadecuado o costoso, por lo que en la practica las circunferencias o circulos se
adoptan como primitivas. Se especifican con la posicién de su centro y su radio.

Poligonos: Son indispensables para representar entidades sélidas. Se representan a partir de la
secuencia de puntos que determina la poligonal de su perimetro.

2.2.3 Especificaciones de una discretizacién

En el momento de escoger un método de discretizacién para una primitiva grafica, es indispensable
contar con criterios que permitan evaluar y comparar las ventajas y desventajas de las distintas
alternativas. Entre todas las especificaciones posibles, podemos mencionar las siguientes:

Apariencia: Es la especificacién mas obvia, aunque no es facil describirla en términos formales.
Normalmente se espera que un segmento de recta tenga una “apariencia recta” maés alla
de que se hallan escogido los pixels matematicamente mas adecuados. Tampoco debe tener
discontinuidades o puntos espureos. Debe pasar por la discretizacién del primer y ultimo
punto del segmento. Debe ser uniforme, etc.

Simetria e invariancia geométrica: FEsta especificacién se refiere a que un método de
discretizacion debe producir resultados equivalentes si se modifican algunas propiedades
geométricas de la primitiva que se estd discretizando. Por ejemplo, la discretizacién de
un segmento no debe variar si dicho segmento se traslada a otra localizacién en el espacio, o
si es rotado, etc.

Simplicidad y velocidad de cémputo: Como los métodos tradicionales de discretizacion
de primitivas se desarrollaron hace tres décadas, en momentos en que las posibilidades del
hardware y software eran muy limitadas, los resultados eran muy sensibles al uso de memoria
u operaciones aritméticas complejas. Por lo tanto, los métodos tienden a no depender de
estructuras complejas y a ser directamente implementables en hardware especifico de baja
complejidad.
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2.2.4 Meétodos de discretizacion

Dada una primitiva grafica a discretizar, debemos encontrar los pixels que la representen de la
manera mas correcta posible. Para ello, lo méas adecuado es caracterizar matematicamente a dicha
primitiva, de modo que su discretizaciéon pueda efectuarse en forma sencilla. Entre los diversos
métodos que pueden plantearse destacamos los dos siguientes:

Evaluar su ecuacién diferencial a diferencias finitas: Este método, denominado DDA
(discrete diference analyzer) consiste en plantear la ecuacién diferencial de la primitiva a
discretizar, y luego evaluar dicha expresién a intervalos adecuados.

Andlisis del error: Estos métodos fueron desarrollados por Bressenham [18] y se basan en
analizar, dado un pixel que pertenece a la discretizacién de la primitiva, cudal es el préximo
pixel que minimiza una determinada expresiéon que evahia el error que comete la dis-
cretizacion.

2.3 Discretizacion de Segmentos de Rectas

El analisis de los métodos de discretizacién de rectas parte de considerar el comportamiento es-
perado en determinados casos particulares. Dichos casos surgen de suposiciones especificas que
simplifican el problema, pero que al mismo tiempo se pueden generalizar a todos los deméas casos
por medio de simetrias. Dado un segmento de recta que va de (zo, ) a (z1,y1), se supone que

[ A{E:(fﬁlfﬁco)zo,

e Ay= (1 —y0) >0,y
o Ax > Ay.

Esto equivale a trabajar enel “octavo” del espacio de pantalla sombreado en la Figura 2.7, donde
el origen es el pixel que corresponde a la discretizacién del punto (xy,yg) y la zona sombreada a
los lugares donde puede ubicarse el punto (z1,y1).

2.3.1 Segmentos de recta DDA

Como ya se mencionara, los métodos DDA evaliian la ecuacién diferencial de la primitiva a inter-
valos finitos. En el caso particular de los segmentos de recta, la ecuacién diferencial es

9y _ Ay _

or Az
El método busca encontrar una secuencia de n + 1 puntos tales que (x0,y0) =
(2% 4%, (zt,yt), -, (2", y*) = (21,y1). La discretizacién de cada uno de ellos son los pixels
de la discretizacién del segmento. Esta propiedad, si bien es trivial, es de gran importancia porque
determina que la discretizacion de un segmento de recta es invariante frente a transformaciones
afines. Esto significa que es equivalente transformar los extremos del segmento y discretizar el

segmento transformado, o discretizar primero y transformar cada punto obtenido. Sin embargo, la
primera alternativa es mucho més eficiente.
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A

v /

Figura 2.7 Situacién particular para derivar los algoritmos de discretizacién de segmentos de
recta.

1
Dada la ecuacion diferencial y un incremento finito arbitrario e = —, podemos pasar de un
n
pixel dado de la secuencia al siguiente por medio de la expresién

zhtl * +eAx
Y = yFteAy

€ determina la “frecuencia” de muestreo del segmento. Un valor muy pequeno determina que
muchas muestras produciran puntos que seran discretizados al mismo pixel. Por el contrario, un
valor muy grande determinara que el segmento aparezca “punteado” en vez de ser continuo como
corresponde. Un valor practico es elegir eAx =1 y por lo tanto n = Az, es decir, la discretizacién
tiene tantos pixels como longitud tiene el segmento en la variable que més varfa (mds uno, dado
que la secuencia tiene n 4+ 1 puntos). Al mismo tiempo es facil ver que

Ay="2=m.
EAQAY Ax m

En la Figura 2.8 es posible ver el resultado de discretizar un segmento particular por el método
DDA. Obsérvese que los puntos extremos (zg, yg) a (z1,y; ) son en efecto puntos y por lo tanto estdn
ubicados en cualquier lugar dentro del pixel que corresponde a su discretizaciéon. Un algoritmo
sencillo que computa la discretizacién de un segmento de recta por el método DDA se muestra en
la Figura 2.9. Obsérvese que es necesario computar las variables en punto flotante, y que ademas
se requiere una division en punto flotante.

Para poder discretizar un segmento de recta en cualquiera de las posibilidades es necesario
considerar las simetrias que se aplican. Si por ejemplo no se cumple que Ay = (g1 —yo) > 0,
entonces hay que considerar pendientes negativas (simetria A), caso que el algoritmo de la Figura
2.9 realiza autométicamente. En cambio, si Az = (1 —x0) > 0, entonces es necesario decrementar
a x en el ciclo e iterar mientras no sea menor que z1 (simetria B). Por dltimo, si no se cumple que
Ax > Ay, entonces es necesario intercambiar los roles de las variables x e y (simetria C). Cualquier
combinacién de situaciones se puede resolver con combinaciones de simetrias (ver Figura 2.10).
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Figura 2.8 La discretizacién de un segmento por DDA.

procedure linea(x0,x1,y0,yl:real;col:integer);
var x,y,m:real;
begin
m := (y1-y0)/(x1-x0);
x := x0; y := yO;
while x<=x1 do begin
putpixel(round(x),round(y),col);

X = x+1;
y = y+m;
end;

end;

Figura 2.9 Algoritmo DDA para segmentos de recta.
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A+B+C A+4C
A+B A
B
B+C C

Figura 2.10 Simetrias para los demds casos.

2.3.2 Segmentos de rectas por Bressenham

En el algoritmo DDA para segmentos de recta es necesario computar sumas entre las variables en
punto flotante, y ademdas se requiere una division en punto flotante para computar la pendiente.
El mérito del algoritmo que vamos a presentar consiste en que todas las operaciones se realizan en
aritmética entera por medio de operaciones sencillas, y por lo tanto, su ejecucién es mas rapida y
econdmica, y es de facil implementacién con hardware especifico [18].

El punto de partida del analisis es el siguiente. Si la discretizacién de los puntos extremos
del segmento debe pertenecer a la discretizacién del segmento, entonces es conveniente efectuar
la llamada al algoritmo luego de discretizar los extremos. Esto significa que (2o0,y0) y (21, 11),
y por lo tanto Az y Ay son enteros. Luego, si p es un pixel que pertenece a la discretizacién
del segmento, entonces en las condiciones particulares mencionadas mas arriba, el proximo pixel
solamente puede ser el ubicado a la derecha (E o “hacia el este”), o el ubicado en diagonal hacia
la derecha y hacia abajo (D o “en diagonal”, ver Figura 2.11).

La decisién de ir hacia el paso E o D se toma en funcién del error que se comete en cada caso.
En este algoritmo se considera que el error es la distancia entre el centro del pixel elegido y el
segmento de recta, medida en direccién del eje Y positivo del espacio de pantalla (es decir, hacia
abajo). Si el error en p fuese cero, entonces al ir hacia E el error pasa a ser m (la pendiente del
segmento), y en D el error pasa a ser m — 1 (ver Figura 2.12).

En general, si en p el error es e, la actualizacion del error es

e Paso E
e=e+m
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Figura 2.11 Sip pertenece a la discretizacién, el préximo pixel solo puede ser E o D.

Figura 2.12 Actualizacién del error.

24 Claudio Delrieux




2.3. Discretizacion de Segmentos de Rectas

Figura 2.13 Eleccién del préximo pixel

e Paso D
e=e+m-—1

Por lo tanto, la eleccién del paso E o D depende de que el valor absoluto de e4+m sea o no menor
que el valor absoluto de e + m — 1. Expresado de otra manera, sea e el error en un determinado
pixel. Si e+ m > 0.5 entonces el segmento de recta pasa mas cerca del pixel D, y si no, pasa mas
cerca del pixel E (ver Figura 2.13).

Una de las economias de computo del método proviene de poder testear el error preguntando
por cero. Es facil ver que si se inicializa el error en

eo = m — 0.5,

entonces en cada paso hay que chequear e > 0 para elegir D. La otra economia proviene de realizar
manipulaciones algebraicas para efectuar un cémputo equivalente pero en aritmética entera. Como
se testea el error por cero, multiplicar el error por una constante no afecta el resultado. Por lo tanto,
multiplicamos el error por 2Az. A partir de dicho cambio, se constatan las siguientes igualdades:

A
°eo= QAQ:(A—:;/; —0.5) = 2Ay — Az.

e Paso E
e = e+ 2Ay.

e Paso D
e =e+2(Ay— Ax).

Todas las operaciones, entonces, se efectian en aritmética entera.
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procedure linea(x0,x1,y0,yl,col:integer);
var x,y,dx,dy,e,ix,iy:integer;
begin

dx := x1 - x0; dy := y1 - yO;

ix := 2%dx; iy := 2x*dy;
y = y0; e := iy - dx;
for x := x0 to x1 do begin
putpixel (x,y,col);
e := etiy;
if e>0 then do begin
y =yt
e = e-ix;
end ;
end;

end;

Figura 2.14 Algoritmo de Bressenham para segmentos de recta.

La implementacion del algoritmo de Bressenham para segmentos de recta se muestra en la
Figura 2.14. Teniendo en cuenta que los productos por 2 en aritmética entera se efectiian con
un desplazamiento a izquierda, es posible observar que el mismo utiliza operaciones elementales e
implementables con hardware especifico muy sencillo.

2.4 Discretizacion de Circunferencias

Como en el caso de los segmentos de recta, en la discretizacion de circunferencias o circulos tra-
bajaremos solamente en una parte de la misma, y obteniendo las demds partes por simetria.
Supongamos que la circunferencia a discretizar estd centrada en el origen, y que p = (z,y) es un
pixel de su discretizacion tal que

o x>y

Dicha situacién describe un octavo de la circunferencia, pero las partes faltantes pueden encontrarse
por medio de las simetrias mostradas en la Figura 2.15.

2.4.1 Discretizaciéon de circunferencias por DDA

Sea una circunferencia de radio r centrada en el origen y sea p = (x,y) un punto que pertenece a
la misma. Entonces, la ecuacién diferencial de la circunferencia en dicho punto (ver Figura 2.16)
es

oy z

ox Y
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Figura 2.15 Simetrias para la discretizacién de circunferen cias.

La evaluacién de la ecuacion diferencial por diferencias finitas, como en el caso de los segmen-
tos de recta, consiste en encontrar una secuencia de valores, de modo que dado un pixel de la
discretizacion (z,yr), €l préximo pixel se encuentra con

Trpy1 = T —EYg (2.1)
Yk+1 = Ykt ETk

€ determina la “frecuencia” de muestreo de la circunferencia. Valores pequenos determinan un
cémputo redundante, y valores muy grandes determinan un cubrimiento desparejo. Un valor

practico es elegir ez = 1 y por lo tanto ey = g (ver Figura 2.17). El primer pixel de la secuencia
x

es po = (r,0), el cual pertenece a la discretizacién de la circunferencia y ademds se computa en

forma directa.

Es importante tener en cuenta que el sistema de ecuaciones 2.1 puede representarse como una

transformacién:
Th+1 | 1 e | ok
Yr+1 —e 1 Y |’

la cual tiene determinante 1+ &2. Esto significa que la discretizacién es levemente espiralada hacia
afuera. Una forma de solucionar este problema es utilizar una recurrencia cuya transformacién sea

1 €
—e 1—e2 |

Esta transformacién representa en realidad una elipse y no una circunferencia, pero la excentricidad
de lamisma es del orden de 2 y por lo tanto la diferencia es més reducida. Utilizar dicha expresién
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Figura 2.16 Interpretacién geométrica de la ecuacidn diferencial de la circunferencia centrada
en el origen.

procedure circ(radio:real;col:integer);
var x,y:integer;
rx:real;
begin
rx:=radio;
x:=round(rx) ; y:=0;
while (y<x) do begin
putpixel(x,y,col); putpixel(y,x,col);
putpixel(-x,y,col); putpixel(-y,x,col);
putpixel(x,-y,col); putpixel(y,-x,col);

putpixel(-x,-y,col) ;putpixel(-y,-x, col) ;
rx:=rx-y/rX;

x:=round(rx); y:=y+1;
end ;
end;

Figura 2.17 Algoritmo DDA para discretizacién de circunferencias.

28

Claudio Delrieux




2.4. Discretizacion de Circunferencias

__/,‘

Figura 2.18 Si p pertenece a la discretizacién, el préximo pixel solo puede ser S o D.

altera la evaluacién de y1:

Y1 = ye(l—e?) —exy
Y41 = Yk — €Yk +xp)
Ye+1 = Yk — ETk+1-

Por lo tanto, la recurrencia para computar la discretizaciéon de una circunferencia centrada en el
origen con DDA queda modificada a

Yk+1 = Yk +ETK41

{ Tpy1 = T, — €Yk

De todas maneras, la desventaja més importante de este algoritmo es que debe realizar una divisiéon
en punto flotante para cada paso.

2.4.2 Discretizacion de Bressenham para circunferencias

Como en el caso planteado para segmentos de recta, este método se basa en analizar el error entre
la verdadera circunferencia y su discretizacion. Si p pertenece a la discretizacién, el préximo pixel
de la discretizacién solo puede ser S (“ir hacia el sur”) o D (“ir en diagonal”, ver Figura 2.18).

El error (en este caso la distancia al cuadrado) de un pixel p = (z,y) a una circunferencia de
radio r con centro en (0,0) es:

2 2 2
e=x +y —r.
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procedure circ(radio:real;col:integer);
var x,y,e:integer;

begin
x:=radio; y:=0;
e:=0;

while (y<x) do begin
putpixel(x,y,col); putpixel(y,x,col);
putpixel(-x,y,col); putpixel(-y,x,col);
putpixel(x,-y,col); putpixel(y,-x,col);
putpixel(-x,-y,col) ;putpixel(-y,-x, col) ;
e:=e+2xy+1;
yi=y+l;
if ((2%e) >(2*x-1)) then do begin
x:=x-1;
e:=e-2%x+1;
end;
end;
end;

Figura 2.19 Algoritmo de Bressenham para circunferencias.

Si elegimos el paso S entonces el préximo pixel es ps = (z,y +1), y el error pasa a ser
es =@+ (y+1? —r’=e+2y+1.
Si elegimos el paso D entonces el préximo pixel es pp = (z — 1,y +1), y €l error pasa a ser
ep=(@ -1 +@y+1)2—r=eg—22+1.
La eleccién de un paso S o D dependerd de cual error tiene menor médulo:
Sile+2y+ 1| >|e+2y+1— 2z + 1| entonces D.

Teniendo en cuenta que tanto en D como en S se incrementa y, entonces se actualiza el error a eg
antes de la comparacion.
Si le| > |e — 2z + 1| entonces D.

Por dltimo, teniendo en cuenta que —2x + 1 es sempre negativo (recordar que
x> 0,z > y), entonces:
Si 2e > 2z — 1 entonces D.

De esa manera, el algoritmo queda planteado exclusivamente con operaciones enteras y de ar-
itmética sencilla (ver Figura 2.19.)

2.5 Discretizacion de Poligonos

El objetivo de la discretizaciéon de poligonos es encontrar el conjunto de pixels que determinan
el area sdlida que dicho poligono cubre en la pantalla. Si bien existen diversos métodos, aqui
presentaremos el mas econémico y difundido, que se basa en encontrar la interseccién de todos los
lados del poligono con cada linea de barrido (a y constante), por lo que el método se denomina
conversion scan del poligono. Este método es de gran importancia porque se generaliza a una
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Figura2.20 Conversién scan de un poligono.
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clase de algoritmos denominados scan-line para resolver determinados problemas de iluminacion y
sombreado en tres dimensiones (ver Capitulo 7).

Todo poligono plano puede descomponerse en tridngulos. Por lo tanto el triAngulo serd la base
del andlisis de la conversién scan de poligonos en general. Para computarla es necesario dimensionar
dos arreglos auxiliares de enteros minx, maxx que paracada linea de barrido almacenaran el menor
y mayor x respectivamente (ver Figura 2.20).

1. Inicializar minx a infinito y maxx a menos infinito.

2. Discretizar cada arista del tridngulo (con DDA o Bressenham) reemplazando la sentencia
putpixel(x,y,col);
por
if x>maxx[y] then maxx[y]:=x;
if x<minx[y] then minx[y]:=x;

3. Para cada y activo graficar una linea de minx[y] a maxx[y].
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2.6 Ejercicios

1. Implementar los algoritmos de discretizacién de segmentos de recta por DDA y Bressenham
con todas las simetrias.

2. Implementar los algoritmos de discretizacién de circunferencias por DDA y Bressenham.
Modificar el DDA para minimizar el error. Modificar ambos algoritmos para que reciban las
coordenadas del centro.

3. Implementar el algoritmo de conversién scan para tridngulos. ;Es necesario modificarlo
sustancialmente para cualquier poligono convexo?
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2.7 Bibliografia recomendada

La mayor parte de los trabajos que dieron origen a los algoritmos presentados en este Capitulo
pertenecen a publicaciones virtualmente inaccesibles (excepto en colecciones de reprints de trabajos
clésicos, ver por ejemplo [36]).

Una descripcion interesante de los dispositivos graficos puede encontrarse en los Capitulos 2 y
19 del libro de Newman y Sproull [66], y en el Capitulo 7 del libro de Giloi [40]. Una descripcién
més moderna puede encontrarse en el Capitulo 4 del libro de Foley et. al. [33]. Los interesados
en conocer arquitecturas avanzadas para sistemas graficos pueden consultar ademas el Capitulo 18
del mismo libro. La discusién relacionada con la correspondencia entre el espacio de los objetos y
el espacio de pantalla estd inspirada en las conclusiones de un trabajo de Jim Blinn [12].

La descripcién mas directa de los algoritmos de discretizacion de segmentos y circunferencias
puede encontrarse en el Capitulo 2 del libro de Newman y Sproull. Aunque difieren de la presentada
aqui por adoptarse distintas convenciones, los desarrollos son similares. En el Capitulo 3 del libro
de Foley et. al. es posible encontrar una detallada descripcion de varios algoritmos que generalizan
los presentados en este Capitulo (por ejemplo, la discretizacién de segmentos de un determinado
grosor, o el “llenado” de poligonos con patrones repetitivos). La conversién scan de poligonos es
tratada en el Capitulo 16 del libro de Newman y Sproull.
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3.1 Estructuras de Datos y Primitivas

En lo que sigue de este libro suponemos que existe un procedimiento putpixel(x,y,c) y que
ademads es posible determinar el rango de las coordenadas de pantalla maxx, maxy y el rango de
definiciones de colores numcol. De esa manera podemos definir estructuras de datos para manejar
los elementos de pantalla:

type xres = 0..maxx;
yres = 0..maxy;
col 0..numcol;

type pixel = record x:xres;
y:yres;
c:col
end;

Los algoritmos de discretizacion de primitivas nos permiten representar los distintos elementos
graficos con cierta independencia de dispositivo. Si elaboramos un sistema en el cual todas las
diversas entidades gréficas estdn compuestas solamente por dichas primitivas, entonces el mismo
puede transportarse de un dispositivo de raster a otro de mayor o menor resolucién utilizando la
discretizacién de primitivas ya mostrada, o también puede portarse a un dispositivo de vectores
utilizando directamente las primitivas que éste provee.

Por lo tanto es necesario definir un conjunto de estructuras de datos para poder representar
las primitivas en el espacio de la escena, y estructurar todas las entidades gréficas en términos de
dicha representacion. Por ejemplo podemos definir tipos para las siguientes entidades:

type punto = record x,y:real;
c:col
end;

type linea = record pO,pl:punto;
c:col

end ;

type circulo = record centro:punto;
radio:real;
c:col
end;

type cuadrilatero = record pO,pl,p2,p3:punto

c:col
end;
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Los procedimientos para graficar las primitivas graficas pueden implementarse de muchas ma-
neras. Una opcion es la siguiente:

procedure graficar_punto(p:punto);
var pl:pixel;
begin
pl.x:=round(p.x);
pl.y:=round(p.y);
putpixel (pl.x,pl.y,p.c);
end;

end;

procedure graficar_linea(l:linea);
var pO,pl:pixel;
begin
pO.x:=round(1.p0.x);
pO.y:=round(1l.p0.y);
pl.x:=round(l.pl.x);
pl.y:=round(1l.pl.y);
linea(p0.x,pl.x,p0.y,pl.y,1.0); Jpor ejemplo, Bressenham
end;
end;

Una ventaja de manejar las entidades de esta manera es que la estructura de tipos nos protege
de cometer errores en lallamada de los procedimientos. Por ejemplo, podemos olvidar el significado
de los pardmetros de llamada del procedimiento linea (;Era (x0x1,y0,y1) o (x0,y0,x1,y1)?). Pero
el procedimiento graficar-linea recibe un segmento de linea especificado por dos puntos, y
entonces no hay error posible. Por otra parte, si el punto o la linea se van fuera del drea graficable,
la estructura de tipos nos avisa en tiempo de ejecucion sin que se genere un error por invadir areas
de memoria no asignadas. La forma de manejar estos problemas sin producir un error de tipo sera
expuesta en la seccién 3.4.

3.2 Transformaciones y Coordenadas Homogeneas

Una de las técnicas mas poderosas de modelado de entidades gréaficas consiste en descomponer
ingeniosamente las mismas en términos de primitivas. Por ejemplo, la escena mostrada en la
Figura 3.1 estd compuesta exclusivamente por cuadrados, cada uno ubicado en un lugar especifico
y con una escala (tamano) adecuada.

Sin embargo, describir la escena como un conjunto de instancias de cuadrados es quedarse en la
superficie del fenémeno. Lo verdaderamente importante es que hay una descomposicion jerarquica
que es mas rica y versatil. Podemos pensar que la escena estd compuesta por un suelo y dos
instancias de casa. Cada casa estd compuesta por un techo, un frente, una puerta y una ventana,
etc. De esa manera, las entidades graficas son jerarquias de estructuras, que se definen como la
composicién de instancias de estructuras mas simples, hasta terminar en el cuadrado. Es necesario,
entonces, definir una tnica vez cada estructura.
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Figura 3.1 Una escena compuesta exclusivamente de instancias de cuadrados.

3.2.1 Transformaciones afines

Para utilizar una entidad varias veces, es decir, para que ocurran varias instancias de una entidad, es
necesario hacerla “aparecer” varias veces con distintas transformaciones. Por ejemplo, en la Figura
3.1 aparecen dos instancias de casa, cada una con una traslacién distinta. Cada elemento de la
casa estd definido también con transformaciones de otros elementos, las cuales deben concatenarse
con la transformacién correspondiente a cada casa para obtener el resultado final. Por lo tanto,
las transformaciones desempenian un papel decisivo en los modelos de la Computacién Gréfica, en
particular las transformaciones rigidas o lineales.

Como es sabido, la traslacién, rotacién (alrededor del origen) y escalamiento, conforman una
base funcional paralas transformaciones rigidas en un espacio lineal. Es decir, toda transformacion
afin o lineal puede ponerse en términos de una aplicacién de estas tres operaciones.

Utilizaremos por un momento la notacién p = { Y ] para referirnos a un punto en un espacio

de dos dimensiones (ver Apéndices A y B). El resultado de aplicar a p una transformacién de
J

:v, ] tal que

escalamiento, por ejemplo, es un punto p’ = { y

!

' =estr, Y = eyy.

Es més conveniente una notacién matricial:

/ 0 x
'—Eo,esdecir,[x]_{ex }[ }
P P Yy 0 e ||y

Del mismo modo puede representarse para rotar un angulo 6 alrededor del origen:

I_p deci ' | | cosd —send x
po=Aep,esdedn, |y T senf cosh y |-
Es un inconveniente que no pueda representarse la traslacién como preproducto por una matriz:

=ty +ax, Yy =t +y

De esa manera se pierden dos propiedades convenientes:

1. Toda transformacién de un punto es su preproducto por una matriz cuadrada.

2. La concatenacion de transformaciones es el preproducto de las matrices respectivas.
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3.2.2 Coordenadas homogéneas

Es necesario tener en cuenta que los espacios lineales (Euclideos) son conjuntos de valores vecto-
riales cerrados bajo suma y multiplicacién escalar (ver Apéndice B). Por lo tanto, los puntos en
estos espacios no tienen una representacién que los distinga. Una de las confusiones més nocivas
en la Computacién Grafica se debe a que la representacién de un punto y un wvector en un espacio
Euclideo de n dimensiones puede hacerse con una n-upla de reales, en particular, representando a
un punto p con un vector que va del origen a p. Uno de los problemas de esta confusién es que, si
bien la suma de vectores es independiente del sistema de coordenadas (al estar los vectores “libres”
en el espacio), la “suma” de puntos pasa a depender de la eleccién particular del origen (ver Figura
3.2).

b
\ p+q

Figuwra 3.2 La “suma” de puntos estd mal definida en un espacio vectorial dado que depende
de la eleccion particular de un sistema de coordenadas.

Sin embargo, en un espacio vectorial de n dimensiones no afin, es posible encontrar subespacios
afines de n — 1 dimensiones, es decir, subespacios en los cuales la combinacién afin de elementos
estd bien definida. Por ejemplo, en un plano, dados dos puntos p y g, la recta que pasa por dichos
puntos es un espacio afin unidimensional que contiene todas las combinaciones afines de p y gq.
La proyeccién (interseccién) de la suma vectorial de p y ¢ con dicha recta es un punto que estd a
mitad de camino entre dichos puntos, independientemente del sistema de coordenadas elegido (ver

Figura 3.3). Si realizamos la suma vectorial p + 9¢ y proyectamos, se obtiene un punto que esta a
un 10% de distancia de ¢ y a 90% de p sobre la recta.

Todos los puntos de la recta, como dijimos, pueden representarse como combinaciéon afin de p
y g, es decir:

r =sp+1tq,

donde s+t = 1. Si ademads tanto ¢ como s son no negativos, entonces la combinacién afin se
denomina convera porque el punto resultante pertenece al segmento de recta que va de p a g. Una
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\\ p+q

p Recta Afin

i
\

Figura 3.3 La combinacién afin de puntos esta bien definida en un subespacio afin del espacio
vectorial.

inspeccion més detallada nos permite expresar el resultado de una combinacién afin del siguiente
modo:

r=sp+tg=(1—t)p+tg=p+tiqg—p),

la cual es una expresion conocida para representar un segmento en forma paramétrica.

Reciprocamente, todo espacio £ de n dimensiones puede hacerse afin dentro de un espacio
vectorial V' de n 4+ 1 dimensiones por medio de un procedimiento denominado homogenizacion.
Para ello se considera que E estd “inmerso” dentro de V' como un hiperplano para un valor no
trivial (distinto de cero) de una nueva variable h llamada variable de homogenizacién. En la Figura
3.4 se muestra la homogenizacién del espacio R? como (hiper)plano 2 = 1 de un espacio vectorial
R3. Todo elemento del espacio homogéneo debe considerarse proyectado sobre el plano h = 1. De
esa manera, la suma de puntos se transforma en una combinacién afin.

Es importante observar que en un espacio afin de estas caracteristicas la representacién de un
punto pasa a ser
T

p=191>
1
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h
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Figura 3.4 Homogenizacién del espacio R>.

y la representacién de un vector (como resta de puntos) es

Por lo tanto, se supera la confusién entre puntos y vectores. Tambien es importante destacar la
equivalencia entre puntos para cualquier valor no negativo de h, dado que todos los puntos que se
proyectan al mismo lugar en el plano h =1 son equivalentes:

zhi zho T
yhy |~ | yhe |~ |y
h1 ho 1

Para pasar del espacio homogéneo n+ 1-dimensional al lineal n-dimensional es necesario dividir
las primeras n componentes por la altima:

X

>

e %4

Y
h

=l

Este costo adicional de dos cocientes, sin embargo, permite el beneficio de una representaciéon
uniforme de las transformaciones. Ademas, en 3D es necesaria la divisién para realizar la trans-
formacién perspectiva, por lo que el costo en realidad no existe (ver Seccién 6.3).
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3.2.3 Transformaciones revisitadas

Podemos solucionar el inconveniente mencionado en la subseccién 3.2.1 por medio del uso de
coordendadas homogéneas. De esa manera, una matriz de escalamiento es:

hid e, 0 O T
p=FE -p,esdecir, | ¥ | =| 0 e 0 Yy
1 0 0 1 1
Del mismo modo puede representarse la rotacién
2 cos) —senf 0 T
p'=R-p esdecir, | ¥ | =| send cos® 0 y |,
1 0 0 1 1
y también la traslacién @’ =t +z,y" =ty + y:
z’ 1 0 t T
p =T -pesdecir, | ¥/ | =] 0 1 ¢ Y
1 0 0 1 1

Observar que la concatenacién no conmuta en general, es decir, es importante el orden en el
que se aplican (premultiplican) cada una de las transformaciones.

3.3 Representacion Estructurada

Podemos ahora retornar a nuestro ejemplo de escena mostrado en la Figura 3.1. La representacion
de objetos se realiza por medio de una estructuracién jerarquica en forma de grafo, de modo tal
que cada objeto se compone de una definicién y una transformacién “de instancia” (es decir, dénde
debe aparecer el ob jeto definido), y cada definicién es una coleccién de objetos. En la Figura 3.5
es posible ver parte de la estructura necesaria para definir la escena de la Figura 3.1.

Es importante tener en cuenta que si bien las estructuras son recursivas (un objeto es un
par definicién-transformacién, y una definicién es una coleccién de objetos), las mismas terminan
indefectiblemente en objetos primitivos, en este caso, cuadrados. Para graficar la escena, entonces,
es necesario recorrer la estructura escena. Para cada objeto apuntado por la misma, se guarda la
transformacion en una pila y se recorre recursivamente. La recursiéon termina cuando la definicién
no es una estructura de objetos sino un cuad, en cuyo caso se transforman los cuatro vértices del
mismo por el preproducto de todas las matrices apiladas y se grafican los segmentos de recta que
los unen.

En la Figura 3.6 se observan las declaraciones de tipos y los procedimientos que implementan
estos algoritmos. Es importante notar que la definicion de un objeto se realiza por medio de
registros variantes, de manera de poder guiar la recursion.

Una forma de hacer este cémputo mas eficiente es utilizar una matriz de “transformacién
corriente”, a la cual se multiplica cada una de las matrices que se van apilando. Cuando se
agota una rama de la recursion es necesario desapilar la dltima transformacién y recalcular la
transformacién corriente. El trozo de cédigo de la Figura 3.6 ilustra una implementacion posible
de estas ideas, mientras que en la Figura 3.7 se muestra parte de la inicializacién de la estructura
de informacién para representar una escena como la de la Figura 3.8.
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Figura 3.5 Estructuras de datos que representan la escena de la Figura 3.1.

Es muy importante destacar la flexibilidad que tiene este esquema para el manejo de las escenas.
Modificar la transformacién de una de las instancias de casa modifica todo lo que se grafica para
dicha casa, y modificar la transformacién que define uno de los elementos de la casa modifica cémo
se grafica el mismo en todas las casas (ver Figura 3.8).

Es necesario tener en cuenta que las matrices homogéneas de transformacién normalmente
son inversibles en forma muy sencilla (la inversa de la escala es escalar por la inversa, la inversa
de la rotacién es rotar por el dngulo inverso, y la inversa de la tradacién es trasladar por la
distancia invertida). Esto hace que la actualizacién de la transformacién corriente pueda hacerse
posmultiplicando por la inversa de la matriz que se saca de la pila.

3.4 Windowing y Clipping

Larepresentaciéon estructurada de entidades graficas permite una cierta abstraccién del dispositivo
grafico de salida, independizandonos del tipo de primitivas que soporta y dela tecnologia del mismo.
Sin embargo, atin queda por resolver el problema del rango de valores de los pixels representables.
Puede suceder que los graficos que se acomodaban bien a la salida en una situacién particular, al
cambiar de resolucién se vean de manera inadecuada. Esto puede empeorar ain més si nuestra
aplicacién produce una salida grafica sin utilizar la pantalla completa, por ejemplo en un sistema
cuya interfase trabaja por medio de ventanas.
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type entidades (cuads,defis);
cuad = array [0..3] or punto;
transf = array [0..2] of array [0..2] of real;
defi = array[0..9] of “objeto;
objeto = record t: " transf;
case tipo:entidades of
defis: (d: "defi);
cuads : (c: “cuad);

end;

procedure graf_cuad(o:objeto; at:transf);
var t,tl:transf;
cu: cuad ;
begin
t:=0.t"; cu:=o0.c”;
prod_matriz(t,at,t1);
transformar(cu,tl) ;

linea(cul[0],cul1]); linea(cul1],cul2]);
linea (cul2],cul[3]); linea(cul[3], cul0]);
end;

procedure graf_obj(o:objeto;at:transf);
var t,tl:transf;
d:defi;
i:integer;
begin
case o.tipo of
cuads : graf_cuad(o,at);
defis : begin
t:=0.t7; d:=o0.d";
while d[i]<>nil do begin
prod_matriz(t,at,t1);
graf_obj(d[i]~,t1);
end ;
end;
end;
end;

Figura 3.6  Estructuras de datos y procedimientos para recorrer una representacién estruc-
turada de escenas.
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procedure graficar;
var cu:cuad;

tl, ... :transf;
ol, ... :objeto;
casa,sitio,puerta,escena:defi;

begin

{inicializacion del cuadrado}

cul0] .x := -1; cul0].y :=-1; cul0].w :=1;

{inicializacion objeto 1}

ol.t:=0t1; ol.c:=Qcu;
t1[0] [0]:=2.2; +t1[0]1[1]:=0; t1[0]1[2]:=0;
{inicializacion objeto 2}
02.t:=0t2; 02.c:=Qcu;
t2[0] [0]:=2.2; +t2[0]1[1]:=0; t2[0]1[2]:=0;

{definicion de sitio como conteniendo objetos 1 y 2}
sitio[0] :=Q@o1; sitio[1]:=002; sitio[2]:=nil;

{inicializacion objeto 3: sitio con su transformacion}
03.t:=0t3; 03.d:=0sitio;
t3[0] [0] :=1; t3[0] [1] :=0; t3[0]1[2]:=0;

{inicializacion objeto 4}
04.t:=0t4; 04.c:=0Qcu;
t4[0] [0] :=1; t4[0] [1] :=0; t4[0]1[2]:=0;

{idem objetos 5 y 6}

{definicion de puerta como conteniendo objetos 4, 5 y 6}
puerta[0]:=Qo4; puerta[1]:=005; puerta[2]:=006; puertal[3]:=nil;

{inicializacion objeto 7: puerta con su transformacion}
07.t:=0t7; o7 .d:=@puerta;
t7[0] [0] :=1; t7[0] [1] :=0; t7[0]1[2]:=0;

{idem para definicion de ventana}

{definicion de casa como conteniendo objetos 3, 7 y 9}
casal[0] :=@03; casal[1]:=0@07; casa[2]:=@09; casal[3]:=nil;

{inicializacion objeto 10: casa con su transformacion}
010.t:=0t10; 010.d:=Qcasa;
t10[0][0]:=100; +t10[0][1]:=0; £10[0][2]:=300;

{inicializacion objeto 11: casa con otra transformacion}
oll.t:=0t11; 010.d:=Qcasa;

{definicion de escena como conteniendo objetos 10 y 11}
escenal[0]:=0@010; escena[1] :=Qo11; escenal[2] :=nil;

{inicializacion objeto 12: escena con su transformacion}
012.t:=0t12; 012.d:=@escena;

graf_obj(oll,identidad);
end;

Figura 3.7 Parte de la inicializacién de las estructuras necesarias para representar la escena
de la Figura 3.8.
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Figura 3.8 Efecto de modificar una instancia de casa y parte de la definicién de la ventana.

Para solucionar este problema se define un nuevo sistema de coordenadas, denominado sistema
de coordenadas del mundo, del cual se representard graficamente un segmento denominado ventana
o window. Dicho segmento es puesto en correspondencia con un sector de la pantalla (subconjunto
del sistema de coordenadas fisico) denominado viewport. La operacién de transformar las entidades
graficas del window al viewport se denomina windowing, y la de eliminar la graficacién de entidades
que caen fuera del viewport se denomina clipping.

3.4.1 Windowing

Las aplicaciones en Computacién Grafica trabajan en sistemas de coordenadas adecuados para
cada caso particular. Por ejempo, un histograma meteorolégico puede estar en un sistema de
coordenadas en milimetros de lluvia vs. tiempo. El dispositivo de salida, por su parte, trabaja en
su propio sistema de coordenadas fisico. Para lograr una independencia de dispositivo, es necesario
trabajar en un espacio que tenga un sistema de coordenadas normalizado. Por dicha razén se define
el sistema de coordenadas del mundo, dentro del cual la porcién visible de la escena es la contenida
en la ventana (en algunos casos se sugiere utilizar una ventana normalizada 0.0—1.0 en z e y,
denominada NDC, Normalised Device Coordinate, garantizando un estdndar gréfico).

Sean x,, y &, los limites en z (izquierdo y derecho respectivamente), y 4, ¥ ¥y, los limites
en y (superior e inferior respectivamente) del window. Dicha ventana debe ser mapeada al subcon-
junto de la imagen denominado viewport definido en el sistema de coordenadas de la pantalla (ver
Figura 3.9), cuyos limites son x,,, y x,,, para z (izquierdo y derecho respectivamente), y 4, ¥ s,
para y (superior e inferior respectivamente). Por lo tanto, es necesario encontrar los pardmetros de
una transformacién de windowing que lleva un punto p,, del window a un punto p, del viewport.

Podemos encontrar dichos parametros planteando semejanzas entre segmentos. Por ejemplo,
para la coordenada x de un punto p, en el window es posible encontrar

Loy — Lawi _ Ly — Lys

9
Twqg — Tw; Tvgd — LTu;
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Ty; Tvd

Yva —

viewpor

{7 S ——

L_S\m Po
- N \
Ywy r——————;—_l I—

1
e yvb L —
Tw 4 Lwd

Figuwra 3.9 Elementos que definen la transformacién de windowing.

de donde se sigue
(mw — Ly z)

€T, —= = — X, +$ P
v (do o xwl)( vd vz) v
Tyg — Loy
Llamando a al factor constanteM obtenemos
Twq —Tw;)

Ty = (Tw — Tw;)a + To; = aTw + b,
donde b =z,; — ax, ;-
De haber utilizado el sistema NDC, la expresion se simplifica a
Ty = Ty(Tpg — Tyi) + Tie

Por iltimo, es necesario discretizar el punto obtenido para transformarlo en pixel (por medio del
round de z,).

Es necesario enfatizar un punto de gran importancia en el analisis de la eficiencia de los algorit-
mos utilizados en Computaciéon Grafica. Todas las primitivas que hemos utilizado son invariantes
frente a las transformaciones que se utilizan. Esto garantiza que es posible aplicar todas las trans-
formaciones (windowing incluida) alos puntos que definen a una entidad grafica, y luego aplicar la
discretizacién sobre los puntos transformados. Es decir, conmutan las operaciones de transformar
y de discretizar. De no haber sucedido asi, no hubiésemos tenido otro remedio que discretizar en el
espacio de la escena, y luego transformar cada punto de la discretizacion, lo cual es evidentemente
de un costo totalmente inaceptable.

3.4.2 Clipping

Como ya menciondramos, al aplicar windowing es necesario “recortar” la graficacién de aquellas
partes de la escena que son transformadas a lugares que quedan fuera del viewport. La manera més
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Figura 3.10 Cdmo se etiquetan los extremos de los segmentos en el algoritmo Cohen-
Sutherland para clipping de segmentos.

directa de realizar esta tarea es modificar los algoritmos de discretizaciéon de primitivas para que
utilizen las coordenadas del viewport (por ejemplo, definidas con variables globales) y grafiquen
un pixel sélo si estd dentro del mismo.

procedure linea-clip(pO,pl:punto;c:col) ;

if (xvi<=x) and (x<=xvd) and { zvi, zvd, yva, yvb }
(yva<=y) and (y<=yvb) { son variables globales }
then putpixel(x,y,col);

end;

Es muy probable que un mecanismo de este estilo esté implementado dentro de la tarjeta grafica
para proteger el acceso a lugares de memoria inadecuados cuando se reclama un putpixel fuera
del area de pantalla. De todas maneras, es facil ver que si gran parte de nuestra escena estd fuera
del window, un algoritmo por el estilo perdera cantidades de tiempo enormes chequeando pixel por
pixel de entidades graficas que caen fuera del drea graficable.

Una técnica mucho més practica fue propuesta por Cohen y Sutherland para el clipping de
segmentos de rectas. La filosofia subyacente es clasificar los segmentos como totalmente visibles
o totalmente invisibles (en ambos casos no hay que aplicar clipping!). Aquellos que escapan a la
clasificacién son subdivididos, y luego se clasifican los subsegmentos resultantes.

La clave del método esta en etiquetar los pixels extremos de los segmentos con un cuddruplo de
booleanos. Cada uno de ellos es el resultado de preguntar si dicho extremo esta fuera del viewport
por exceder alguno de sus cuatro limites, en un orden arbitrario. En la Figura 3.10, por ejemplo,
se observa como quedan etiquetados los pixels extremos en funciéon del drea de pantalla en que
caen, al ser etiquetados en el orden originalmente propuesto por los autores (yva,yvb,xvd ,xvi).
El viewport estd delimitado con una caja punteada.

48 Claudio Delrieux




3.4. Windowing y Clipping

Podemos ver que el segmento de recta que va de py a p; cae totalmente dentro del viewport, y
por lo tanto cada pixel de su discretizacién puede graficarse en forma incondicional. En cambio,
el segmento que va de p, a p; cae totalmente fuera del drea graficable, y por lo tanto ninguno de
sus pixel debe graficarse. Una situacién méas compleja ocurre con el segmento que va de ps4 a ps,
dado que tiene partes graficables y partes no graficables.

Las etiquetas de los pixels extremos del segmento permiten clasificar estos tres casos de manera
sencilla:

e Siel or de ambos extremos es cero, el segmento es totalmente graficable.
e Si el and de ambos extremos no es cero, el segmento no es graficable.

e En todo otro caso el segmento puede tener partes graficables y partes no graficables.

En el segmento de recta que va de po a p1, ambos extremos estan etiquetados con 0000 y por lo
tanto estamos en el primer caso. En cambio, en el segmento que va de p, a p3 tiene etiquetas 0010
y 0110 y por lo tanto estamos en el segundo caso. Con el segmento que va de ps a ps tenemos
etiquetas 0001 y 1000, cuyo or no es cero y cuyo and es cero, por lo que estamos en el tercer caso.
Aqui es necesario subdividir el segmento y aplicar recursivamente a cada subsegmento.

Para subdividir un segmento es posible encontrar la interseccién del mismo con alguno de los
cuatro “ejes” del viewport, dado que todo segmento parcialmente visible intersecta por lo menos a
uno de dichos ejes. Por ejemplo, se subdivide el segmento en el punto A, obteniéndose un segmento
de ps a A (totalmente fuera del viewport) y otro segmento de A a ps parcialmente graficable, que
se puede subdividir en B en dos segmentos, uno totalmente fuera del viewport y otro totalmente
dentro. Otra estrategia, que algunos proclaman mas rapida, consiste en subdividir los segmentos
por su punto medio, el cual es sencillo de encontrar como promedio de sus extremos. Esta forma
de subdividir es andloga a una busqueda binaria, y por lo tanto la cantidad de subdivisiones es del
orden del logaritmo de la longitud del segmento de recta.

3.4.3 La “tuberia” de procesos graficos

Corresponde realizar en este punto una pequena revisién del capitulo para tener una visién in-
tegrada de los distintos procesos involucrados. El punto de vista mas importante para tener en
cuenta es que se definen las entidades gréficas como compuestas por primitivas discretizables,
cuyos parametros geométricos son puntos. Por ejemplo, describimos una escena como un conjunto
de cuadrados transformados, y cada cuadrado es un conjunto de segmentos de recta uniendo los
vértices del mismo. Por lo tanto, la tarea esencial del sistema grafico es indicarle al mecanismo de
discretizacién la ubicaciéon de dichos puntos.

De esa manera, podemos pensar que los procesos del sistema gréfico se ubican en una ‘tuberia”,
que va tomando puntos de la definicién de las entidades graficas, los va transformando por las diver-
sas transformaciones que ocurren, y los deposita en los algoritmos de discretizacién de primitivas.
A dichos procesos se agrega lo visto en esta seccién, es decir la transformacién de windowing que
relaciona el sistema de coordenadas del mundo con el sistema de coordenadas de pantalla, y el
clipping de las partes no graficables de la escena.

También es necesario agregar una transformacién mas, denominada transformacion del mundo,
que lleva a los objetos del sistema de coordenadas de la escena al sistema de coordenadas del mundo
en el cual estd definido el window (probablemente en NDC). Esta tiltima transformacion es también
importante porque permite alterar la ubicaciéon y tamano de toda la escena, para realizar efectos
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Figura 3.11 Estructura de la “tuberia” de procesos gréficos.
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de zooming, desplazamiento, rotacién, etc. En la Figura 3.11 podemos ver cémo se estructuran
todos estos procesos.

3.5 Implementacion de Paquetes Graficos

El propésito de esta seccion es brindar algunos conceptos introductorios relacionados con la imple-
mentaciéon de paquetes grificos. Un paquete grafico es una pieza de software destinada a facilitar
el desarrollo de aplicaciones graficas sobre un conjunto de dispositivos graficos determinados. Un
ejemplo seria desarrollar sobre una PC los procesos graficos descriptos a lo largo de este capitulo
sin tener software grafico especifico. Para ello tenemos que solucionar dos problemas. Primero es
necesaria la interaccién con el hardware, por e¢jemplo por medio del uso del sistema de interrupcio-
nes del sistema operativo. Segundo, es necesario definir un conjunto de operaciones que permitan
al usuario manejar el paquete.

Podemos especificar un conjunto de requisitos para un sistema de estas caracteristicas.

Simplicidad: La interfase con el usuario debe ser amigable, facil de aprender, y que utilize un
lenguaje sencillo. Una de las alternativas mas obvias es utilizar una interfase de ventanas
con mentes descolgables.

Consistencia: Se espera que un sistema se comporte de una manera consistente y predecible. Una
forma de lograr dicho comportamiento es a través del uso de modelos conceptuales. También
se espera que no ocurran excepciones, es decir, funciones que actiian incorrectamente en
algunos casos particulares.

Completitud: FEs necesario encontrar un conjunto razonablemente pequeno de funciones que
manejen convenientemente un rango amplio de aplicaciones. También es necesario que no
ocurran omisiones irritantes que deban ser suplidas desde el nivel de la aplicacién.

Integridad: Los programadores de aplicaciones y los usuarios normalmente tienen una extraor-
dinaria capacidad para vulnerar la integridad de los sistemas. Por lo tanto debe existir
un buen manejo de errores operativos y funcionales, normalmente impidiendo el acceso o
la manipulacién indebida del sistema. Los mensajes de error que se generan en tiempo de
ejecuciéon deben ser utiles para los usuarios. Debe existir una buena documentacién que sea
comprensible para un usuario promedio.

Economia: En tiempo de ejecucién, tamano y recursos utilizados.

Podemos también describir brevemente las capacidades de un paquete grafico a partir de una
clasificacién del tipo de funciones y procedimientos que implementa:

Procedimientos de seteado: Se utilizan para inicializar o cambiar el estado de las variables
globales del sistema.

e initgraph: Se utiliza para inicializar el paquete a un determinado modo grafico.
e cls: Para limpiar el viewport.
e color: Para setear el color corriente con el que se graficard en adelante.

e move: Para desplazar el cursor gréfico.

Funciones primitivas gréficas: Son las entidades grificas més sencillas, en funcién de las cuales
se estructuran todas las demds. Por ejemplo las funciones
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e line: Se utiliza para graficar un segmento de recta con el color corriente, desde la
posicién del cursor hasta un lugar determinado del viewport.

e point: Para prender un pixel con el color corriente y en el lugar determinado por el
cursor.

e circle: Para trazar una circunsferencia del color corriente, centrada en el cursor y de
un radio determinado.

e poly: Para trazar una poligonal.

Funciones de transformacion: Usualmente para poder modificar la transformaciéon del mundo.
Es mas intuitivo referirse a dicha matriz a través de funciones rotate, translate, scale.

Procedimientos de graficacion: Muchas aplicaciones graficas se utilizan para la generacién de
diagramas, histogramas y otro tipo de representacion de datos. Para ello es muy 1til proveer
procedimientos como graphpaper, graphdata, bardata, que grafican en el viewport el con-
tenido de determinadas estructuras de datos utilizando escalas y métodos establecidos.

Funciones de windowing: Es importante también que se pueda programar desde el nivel
de aplicacion el uso de ventanas con clipping. Para ello es necesaria la implementacién de
funciones setwindow, setviewport que permitan asignar desde la aplicacién los pardmetros
correspondientes al sistema grafico.

Modelos y estructuras: Es importante que desde la aplicacién se puedan definir objetos com-
plejos como estructuras de otros objetos. Para ello es necesario tener procedimientos como
define .. as record ... end que permiten describir una entidad grafica como la unién
de entidades m4s sencillas.
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3.6 Ejercicios

1. Modificar los algoritmos del capitulo anterior para utilizar los tipos de datos definidos en este
capitulo.

2. Modificar los mismos algoritmos para utilizar las primitivas provistas por el compilador.
Comparar los resultados.

3. Implementar la representacién de una escena con entidades graficas estructuradas. Graficar
la misma modificando las transformaciones de instancia y la transformacién del mundo.

4. Implementar las rutinas de windowing y clipping. Graficar las escenas del ejercicio anterior
en una ventana que muestre parte de la escena. Graficar las mismas escenas con toda la
pantalla como viewport, sin y con clipping. Evaluar los tiempos.
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3.7 Bibliografia recomendada

El manejo de las transformaciones en 2D y las coordenadas homogéneas puede consultarse en el
Capitulo 4 y el apéndice II del libro de Newman y Sproull [66], aunque utiliza los puntos como
vector fila, y las transformaciones como posmultiplicacién. Es también recomendable el Capitulo
5 del libro de Foley et. al. [33].

La descripcién de los modelos estructurados de entidades gréaficas puede consultarse en el
Capitulo 9 del Newmann-Sproull, y algunos aspectos avanzados en el Capitulo 2 del libro de
Giloi [40]. Una descripcién del mismo tema, pero en 3D, figura en el Capitulo 7 del Foley.

El tema de windowing y clipping de segmentos de recta puede leerse en el Capitulo 5 del
Newman-Sproull y en el Capitulo 3 del Foley. Blinn discute en [13] la descripcién y ventajas del
windowing sobre viewports no cuadrados (los cuales son los més usuales, sin duda). El clipping de
entidades mas complejas, por ejemplo poligonos, caracteres o circulos, puede ser bastante dificil.
Recomendamos la lectura de [79] para el clipping de poligonos no convexos, y de [11] para el
clipping de entidades en general.

El tema de la implementacién de paquetes gréficos estd adecuadamente tratado en el Capitulo 6
del Newman-Sproull. Los aspectos mas detallados pueden consultarse en el Capitulo 8 del libro de
Giloi. La descripcién de un paquete grafico tridimensional interactivo, junto con una descripcién
de su modelo conceptual y algunos detalles de implementacién, pueden consultarse en [20].
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Capitulo 4. Aproximacion e Interpolacion de Curvas

4.1 Motivaciones

Hasta ahora hemos visto cémo elaborar graficos a partir de los comandos graficos mas comunes
en un lenguaje de programacién (el punto y el segmento de linea recta). Estas primitivas son
suficientes en el sentido de que cualquier otra construccion geométrica puede ser convenientemente
aproximada con puntos y segmentos, hasta el punto de ser indistinguible para una resolucién gréfica
dada. Muy pronto se comprendié en la Computacién Grafica que las técnicas de representacion
de objetos estdn muy limitadas en las posibilidades geométricas de las entidades gréaficas que se
pueden modelar y graficar.

Esencialmente, los modelos basados en la representacién de puntos destacados, los cuales son
unidos entre si por aristas, tienen la ventaja de que todas las operaciones involucradas en la
graficacién, excepto el clipping, se realizan por medio de la transformacién de dichos puntos. Los
mismos son posteriormente unidos entre si por medio de algoritmos eficientes de discretizacion de
de segmentos de recta. Abandonar esta filosofia de trabajo implica un aumento de varios 6rdenes
de magnitud en el costo de procesamiento.

Podemos describir un objeto determinado —una cuddrica, por ejemplo— por medio de un sistema
de ecuaciones, Esto implicaria que debemos muestrear dicho sistema de ecuaciones una cantidad
suficiente de veces para obtener un resultado grafico adecuado, procesando luego cada muestra por
la misma tuberia de transformaciones. Por otra parte, si dicho objeto ocupa una porcién pequena o
muy grande de la pantalla, este esquema de representacion permite relacionar la cantidad necesaria
de muestras para producir un resultado adecuado con el tamano o porporcién que el objeto ocupa
en la pantalla.

Sin embargo, mantenernos dentro del modelo de puntos y vértices puede tener grandes desven-
tajas a la hora de representar objetos con geometrias mas variadas. Por ejemplo, para representar
objetos cuya descripcién ecuacional se desconoce, se puede utilizar un conjunto determinado de
puntos que conformen un “cuadriculado” del mismo. Dichos datos pueden provenir de un scan-
ner, de muestras, o de simulaciones procedimentales. Esto presupone de por si un compromiso
complejidad-calidad, es decir, representaciones més fieles implican un mayor costo en tiempo y
memoria.

En esta representacién “poligonal”, podemos elegir un buen compromiso para garantizar una
apariencia adecuada del objeto graficado en circunstancias normales. Pero al representarse el
modelo a muy grandes escalas, su naturaleza poligonal se volveria evidente, pudiendo inclusive
“desaparecer” el objeto si en su proyeccion en la pantalla no aparece ningin vértice o arista. Y
por el contrario, si la escala es muy pequena, el objeto ocupa una parte reducida de la pantalla
pero para ser graficado requiere procesar la misma cantidad de puntos y aristas.

Pero no es ésta la desventaja més importante de una representacion de objetos por medio
de poligonos. A comienzos de la década del 60 ya era posible comandar por computadora las
maquinarias necesarias para producir piezas en madera, plastico o acero, en lo que se denomina
Computer Aided Manufacturing (CAM) o manufactura asistida por computadora. Dichas piezas
pueden ser luego utilizadas en el desarrollo industrial, como por ejemplo la matriceria o estam-
pado de carrocerias de automéviles. Para ello es necesario representar la forma de dichas piezas
de modo que la ejecucion del programa produzca el resultado adecuado. Con la representacion
poligonal podemos llegar eventualmente a obtener una estructura de datos adecuada, pero, como
puede suceder, si se requieren cambios o modificaciones de ultimo momento, entonces es necesario
acometer la trabajosa tarea de editar punto por punto en la base de datos que representa los
poligonos.

Los sistemas comerciales se hicieron sensibles a estas dificultades. Los utilitarios de dibujo y
diseno grafico comenzaron a incluir la posibilidad de trabajar con circulos, arcos y conicas, mientras
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que sistemas mas avanzados de dibujo técnico proveen procedimientos para aproximar y ajustar
curvas planas, y para combinar perfiles planos con direcciones de extrusién para elaborar modelos
de ob jetos tridimensionales mas complejos. Muy pronto se llegd a la conclusion que esta forma de
trabajar es esencialmente incorrecta, trabajosa y sujeta a errores. Por dicha razén se comenzaron
a estudiar los fundamentos de los métodos que estudiaremos en este Capitulo, y que constituyen
esencialmente lo que se conoce como Computer Aided Design (CAD), Computer Aided Geometric
Design (CAGD) o disefio (geométrico) asistido por computadora.

El pleno poder para modelar objetos tridimensionales complejos a partir de descripciones
geométricas precisas solo se obtuvo a partir del desarrollo en el CAD de las técnicas de apro-
ximacién de curvas y superficies paramétricas a partir de puntos de control. En la actualidad el
CAD se independizé del CAM y constituye una disciplina aparte, con sus propias motivaciones, e
intereses que van mas alld de la manufactura industrial, aunque esta tultima siempre requiere una
fase previa de diseno.

Los métodos de aproximacién e interpolaciéon de curvas que veremos a continuacién, entonces,
estdn pensados en funcién de facilitar la tarea de diseno, la cual es muchas veces una tareaiterativa
de prueba y error. En algunas aplicaciones el diseno tiene un uso analitico, es decir, a partir de un
determinado modelo real se obtiene una representacion caracteristica manipulable y mas econémica.
Otro tipo de uso es el sintético, en el cual se parte de un conjunto de especificaciones geométricas o
analiticas que van determinando la forma final del objeto. Por lo tanto la creacién y modificacion
de modelos geométricos debe ser sencilla y predecible. Pero al mismo tiempo debe ser eficiente
en su computo y por lo tanto compatible con el modelo de procesamiento visto en los Capitulos
anteriores.

El origen de estos sistemas, que permiten modelar objetos con total libertad, puede rastrearse
a los alrededores de la década del 60. Los desarrollos més importantes se iniciaron en la industria
automotriz francesa, donde Pierre de Casteljau en Citroén, y Pierre Bézier en Renault elaboraron
el fundamento tedrico de los primeros sistemas de aproximacién de curvas que se sobreponian exi-
tosamente a los problemas técnicos y geométricos de los métodos matematicos de interpolacion de
funciones basados en los polinomios de Lagrange. Esencialmente ambos trabajos coinciden, aunque
fueron independientemente desarrollados. Como Bézier fue el tnico que publicé sus resultados, se
llevé todo el crédito y la fama.

Muy pronto se produjo una convergencia con los métodos de la teoria de aproximacién de fun-
ciones, especialmente con las aproximaciones polinomiales a trozos o splines. Ya en 1975 comen-
zaron a existir foros de discusién y Conferencias especializadas, y en la década del 80 el CAD
se independizé como disciplina, con sus propias metodologias, publicaciones y grupos de interés.
Pese al gran desarrollo ocurrido desde entonces, las curvas de Bézier-de Casteljau contintan siendo
la base, tanto porque se basan en las bases funcionales numérica y analiticamente mé&s estables
conocidas, como por el hecho demoledor de que todo otro método puede ponerse en términos de
casos particulares de estas curvas (salvo casos excepcionales, que normalmente no son aceptados
como “buenos” métodos).

Los métodos paramétricos de aproximacion de curvas logran flexibilidad de representacion y
eficiencia en el computo, al utilizar una formulaciéon basada en puntos de control Dichos puntos
de control son localizaciones en el plano o el espacio que gobiernan la forma final de la curva
o superficie. La implementaciéon de un método consiste en encontrar funciones polinomiales de
grado bajo que aproximan o interpolan a dichos puntos de control con caracteristicas analiticas o
geométricas especificas. Dichas funciones pueden ser luego evaluadas para obtener una cantidad
suficiente de puntos, los cuales son procesados como en el caso poligonal.
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Figura 4.1 Interpolacién vs. aproximacién.

4.1.1 Especificaciones y requisitos

Las curvas que buscamos deben tener ciertas propiedades geométricas que es necesario especificar
con claridad, del mismo modo que lo hicimos en el Capitulo 2 con los métodos de discretizacion.
Como ya menciondramos, la descripcién de estas entidades se realiza por medio de puntos de
control. La secuencia de puntos de control, unidos por segmentos de rectas, se denomina grafo
de control. Podemos mencionar, entre otras, las siguientes especificaciones en el caso de curvas,
aunque no es dificil extrapolar los requisitos para superficies.

Interpolacion o aproximacion: Dado un conjunto de puntos de control, es posible que la curva
resultante pase por todos ellos (ver Figura 4.1(a)). En dicho caso el método que encuentra la
curva a partir de los puntos de control se denomina método de interpolacion. Puede suceder,
en cambio, que la curva normalmente no pase por los puntos, excepto tal vez por los puntos
extremos (ver Figura 4.1(b)). Entonces estamos frente a un método de aprozimacion.

Invariancia afin: Esta propiedad es indispensable si buscamos mantenernos dentro del “modelo
de tuberia”, con su eficiencia computacional asociada. Basicamente, se espera que sea indis-
tinto aplicar una transformacién afin al grafo de control y luego aproximar (o interpolar) una
curva sobre el mismo, o aproximar una curva sobre el grafo original y luego transformarla.
Dicho de otra manera, las operaciones de aproximar (o interpolar) y de transformar conmu-
tan. Esta propiedad permite garantizar no solo que la apariencia de una curva aproximante
no varia si se la traslada, rota, etc., sino ademds que es correcto encontrar un conjunto de
puntos sobre la curva y aplicarle el mismo procesamiento que a las deméds entidades de la
escena.

Entidades multivaluadas: Si las curvas aproximantes son de la forma y = f(x) entonces estdn
limitadas a no poder representar entidades multivaluadas (ver Figura 4.2). Esta limitacién
es intolerable, dado que la mayor parte de las curvas o superficies tienen caracteristicas

geométricas de esta naturaleza. Ademds, la representacién debe ser necesariamente indepen-
diente del sistema de coordenadas.

Disminucién de variaciones: El grafo de control “sugiere” la forma general de la curva, pero
localmente ésta podria tener variaciones u oscilaciones (ver Figura4.3(a)). Esto es indeseable
en general. Se desea que toda variacién u oscilacion esté ya presente en el grafo de control,
y que, por el contrario, las mismas sean suavizadas o atenuadas por la curva resultante (ver
Figura 4.3(b)).
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Figura 4.2 Entidades multivaluadas.

Figura 4.3 Amplificacién o disminucién de variaciones.

Orden de continuidad: Dada una curva, sea k el maximo orden de derivacién de la curva tal
que la funcién resultante sea contmua. En dicho caso diremos que la curva es C* continua,
o que tiene un orden de continuidad k. Es indispensable conocer de antemano el orden de
continuidad resultante de una curva aproximante.

Control local o global: En algunos métodos la curva aproximante experimenta un cambio
localizado si se modifica un tnico punto de control, mientras que en otros, toda la curva
es modificada. Los primeros métodos tienen, entonces, la propiedad de control local y los
segundos de control global. Ninguna de las dos propiedades es en si mejor que la otra, sino
que depende del tipo de aplicacién.
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4.1.2 La representacion paramétrica

La clave para poder satisfacer los requisitos planteados mas arriba consiste en suponer que la curva
resultante de aproximar o interpolar el grafo de control es un conjunto de funciones paramétricas,
donde el pardmetro v varfa dentro de un intervalo cerrado (usualmente u € [0, 1]). Por ejemplo,
para una curva en el espacio podemos encontrar tres funciones fz(u), fy(u), y f-(u) que gobiernen
la posicion de un punto sobre la curva para un valor dado de u.

z(u) = fo(u)
C(u) =9 y) = fy(u)
2(u) = f.(u)

En principio no hay nada que limite la forma que pueden asumir estas funciones. Sin embargo,
desde el punto de vista de la Computacién Grafica, es importante que la evaluacién de las mismas
sea estable, econdmica y robusta. Otro de los puntos importantes, entonces, es que dichas funciones
normalmente son polinomios de grado relativamente bajo.

folu) = crun+ = tun—l 4ot clut
C(u)= fy(u):cgu”—l—c;’jflunfl—i—--~+c%u+c§

fo(u) = cu™ + 2 4t cu

El grado y los coeficientes de dichos polinomios se extraen de la ubicacién de los puntos de
control. Por lo tanto, los métodos de interpolacién y aproximacion tienen como objetivo encontrar
las funciones fi(u), fy(u), y f-(u) a partir de los datos geométricos de dichos puntos.

4.2 Interpolacion de Curvas

Los métodos de interpolacion de curvas fueron por primera vez estudiados en el anéalisis matematico
y se utilizan en la actualidad en el cdlculo numérico. Su aplicacién en la Computaciéon Grafica, sin
embargo, es muy limitada dado que en los Gltimos 20 anos se desarrollaron técnicas mas especificas
para dicho ambito. De todas maneras, las ideas béasicas y terminologia utilizadas en los modelos
de aproximacién de curvas se apoyan en los modelos de interpolacion. Por dicha razén es que
dedicaremos una Seccién para describir brevemente los métodos de Lagrange y de Hermite para

interpolar puntos.

4.2.1 Interpolacién de Curvas de Lagrange

La determinacién del interpolante de Lagrange es uno de los métodos polinomiales méas directos.
Sea una secuencia de n + 1 niimeros reales g < 1 < - -+ < Zn, denominados nudosy un segundo
conjunto de n + 1 mimeros yo < y1 < - -+ < Yn, denominados valores, de modo que p; = (x4,y:) es
un punto de control. Una secuencia de puntos de control es llamada grafo de control, y debe ser
tal que la secuencia de nudos (valores de la coordenada x sea no decreciente. Entonces buscamos
una funcién polinomial f(z) de grado n tal que satisfaga el problema de interpolacién del grafo de
control

Vi e [0..71], f(:cl) = Y;.
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const pts_ ctrol= (cantidad de puntos de control);

record x,y,z,w:real
end;
array [1..n] of punto;

type punto

grafo_contr

procedure lagrange(var g:grafo_contr);
var x,y,incrx,num,den:real;
i,j,k:integer;
p:punto;
begin;
incrx :=(g[pts_ctrol] .x-g[1].x)/100;
for i:=0 to 100 do begin

x:=g[1] .x+i*incrx; y:=0;

p.-z:=1; p.w:=1;

for j:=1 to pts_ctrol do begin
num:=1; den:=1;

for k:=1 to pts_ctrol do
if (k<>j) then begin
num:=num*(x-g[k].x) ;
den:=denx(g[j].x-glk].x);

end ;
y:= y+gl[j].y*num/den;
end;
pP.X:=X; P.¥:=Y;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.4 Procedimiento que implementa la interpolacién de Lagrange.

El interpolante de Lagrange se define como

donde
(x —x0),(x —21), -, (x —2i-1),(x — Tir1), -, (. — @n)

(i —x)s (Ti — 1),y (@ — 1)y (25 — 931‘+1)a' (T — iﬂn).

L, =

3

Por ejemplo, si n = 1, tenemos dos nudos xo y x1, y sus valores asociados, encontrando que

r — X1 r — X0

f(z) = e U sy 8

expresién que es idéntica a
Tog— T
z) =yo+ (y1—yo)———.
@) =yo + (1 —wo) "~
Es decir, para un par de puntos de control, el interpolante de Lagrange coincide con el segmento de
recta que une a dichos puntos. Es posible demostrar que el interpolante de Lagrange siempre existe
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Figura 4.5 Interpolacién de una secuencia de puntos de control por medio del interpolante
de Lagrange.

y es unico, para un n finito, y que es el inico polinomio de grado n que satisface el problema de
interpolar f(z;) = y;. El procedimiento de la Figura 4.4 muestra una implementacién del método,
el cual es utilizado en la Figura 4.5 con un grafo de control dado.

Figura 46 Efecto de mover un punto de control al grafo en el método de Lagrange.

Es importante notar que si se modifica el valor de un nudo cualquiera, se modifica la expresién
completa del polinomio. Es decir, este método tiene control global. Al mismo tiempo, dado que la
secuencia de nudos es no decreciente, el método no permite interpolar curvas multivaluadas.

La desventaja mas considerable del método de Lagrange es que si aumentamos la cantidad de
puntos (tal vez para mejorar la calidad de la entrada al procedimiento), entonces aumenta el grado
de los polinomios. Esto en si no seria mas que un inconveniente computacional, pero en la préactica,
a partir de n = 5, comienzan a ocurrir oscilaciones indeseadas en el interpolante entre los puntos de
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control, las cuales se vuelven de mayor amplitud cuando n aumenta o cuando se altera la posicion
de un punto de control (ver Figuras 4.5 y 4.6). Es decir, al modificar o agregar un punto de control
para mejorar la interpolacion, en realidad lo que ocurre es que aumentan las oscilaciones.

4.2.2 Interpolacién de Curvas de Hermite

Una soluciéon posible para el problema de las oscilaciones es la propuesta por Hermite. En
Hermite, la interpolaciéon se realiza entre pares sucesivos de puntos de control, de modo
que no solo los valores son interpolados en los nudos, sino también un cierto nimero de
derivadas. Por ejemplo, para interpolar una curva plana C;(u) que pase por p; = (z;,y;) v por
Pi+1 = (Ti+1, Yi+1), con una determinada derivada p; en el primer punto y con una derivada pi+1
en el segundo, necesitamos expresar a las funciones f,(u) y f,(u) como polinomios ctibicos en u.
Esto es asi dado que tenemos, para cada uno de ellos, cuatro “datos” (las posiciones y derivadas
al comienzo y al final de la curva), y por lo tanto podemos encontrar cuatro “incégnitas” (los
coeficientes del polinomio).

Figura 4.7 Interpolacién de Hermite de un grafo de control

Es decir, a partir de los datos de posicion (@,v:), (it1,¥i+1), y de derivada
(@4, ¥:), (Ziy1,Yi11), existen dos tinicos polinomios f,(u) y f,(u) tales que el interpolante de Her-
mite

v = { HE) R g
Jy(u) = cyu” + cyu® + cyu + ¢y
es un segmento de curva plana que pasa por los puntos con las derivadas establecidas.

Si bien los datos de posiciéon surgen de una manera relativamente directa del problema de
diseno, no sucede lo mismo con los datos de derivada. Si queremos encontrar el modelo de un
objeto cualquiera, es posible estimar la posicién de un punto dado y de la pendiente en el mismo,
pero la magnitud de la derivada puede ser dificil de estimar. Por lo tanto, trabajar con estimadores
de derivadas puede ser una tarea un tanto artesanal.

Para encontrar los coeficientes de los polinomios debemos primero asignar un dominio para el
pardmetro u. Normalmente se utiliza u € [0, 1], con lo cual por ejemplo f»(0) = x4, fo(1) = xit1,
y también f5(0) = &4, etc., y también podemos expresar por ejemplo C;(0) = p; y Cs(1) = piy1.
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procedure hermite(var pl,p2:punto; var dl,d2:deri) ;
var u,x,y,cy0,cyl,cy2,cy3,cx0,cxl,cx2,cx3:real;

p:punto;
i:integer;
begin
p-z:=1; p-w:=1;
cx3:=2%pl.x-2*%p2.x+dl.x+d2.x; cy3:=2*pl.y-2*p2.y+dl.y+d2.y;
cx2:=-3%pl .x+3%p2.x-2%d1.x-d2.x; cy2:=-3%pl.y+3*p2.y-2*dl.y-d2.y;
cxl:=d1.x; cyl:=dl.y;
cx0:=pl.x; cy0:=pl.y;
p-x:=cx0; p-y:=cy0;

graf_punto (p) ;
for i:=1 to 30 do begin
u:=i/30;
p . x:=cx0+uwk(cx 1+uk (cx2+u*cx3)); p.y:=cy0+uk(cyl+u*(cy2+u*cy3));
graf_linea(p);
end;
end ;

Figura 48 Procedimiento que implementa la interpolacién de Hermite.

Ademis, C;(1) = C;,1(0), etc. Esta asignacién de dominio para el pardmetro es arbitraria,
pudiéndose encontrar una formulacién equivalente para cualquier otra asignacién no trivial.

Podemos ahora expresar a los polinomios de Hermite como producto escalar de un vector (fila)
de funciones de u por un vector (columna) de coeficientes:

J . (4.1)

1
QA

—
Q0
o8y hy W

fo(w =@+ +dut+d = v u 1]

Si bien esta manipulacién algebraica es relativamente trivial, sus implicaciones son importantes.
Por ejemplo, nos permite ver a un polinomio como un elemento o “punto” en un espacio de
funciones. En este caso la base del espacio funcional es

wd w2 u 1
[ ]

y el vector de coeficientes determina “las coordenadas” de fi(u) dentro de dicho espacio. Esta
base funcional es denominada la base polinomial, en este caso para funciones de orden cibico, pero
pueden existir otras bases. De hecho, en las Secciones siguientes utilizaremos otras familias de
bases funcionales mas adecuadas que la base polinomial para la interpolacién y aproximacién de
curvas.

Es posible expresar a las derivadas de la curva de una manera similar:
4]
) 2
folw) =3c2uw* +22u+c, +0=[3u? 2u 1 0] \‘ Zf J .
c

T
0
T
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Podemos ahora expresar todas nuestras restricciones de una manera homogénea:

SIS

f2(0)=E0°+30* + 0+ c)=[0 02 0 1]

SIS

9

9

f.(0=[0 0 1 0]

;’3
—
—_
S—
—
—_
—
—_
—
A
e D o0 00 oo
5’305‘2'—‘8[\38% BO8FRNEW 3083 N8 W 83088 N8 W
—_

fo)=[3 2 1 0][

Por fin, podemos representar todas las restricciones en un tnico sistema de ecuaciones:

PR
7] s 21 0)ld]

Por lo tanto, para encontrar el arreglo de coeficientes debemos encontrar la matriz inversa, deno-
minada matriz de Hermite Mp:

[

o

wo =Oo
DO =O
e =)

Nuestro problema de interpolacién se transformé en un producto de un vector por una matriz.
Lo méas importante a tener en cuenta con este método es que My es la misma matriz para los
polinomios fz y fy de cada segmento C; de la curva. Con los dos polinomios de cada segmento
de curva, entonces, se elige una secuencia (probablemente uniforme) de valores de u entre cero y
uno. La evaluacién de los polinomios en cada uno de dichos valores de u produce una secuencia de
puntos, los cuales, unidos por una poligonal, se aproximan a la curva de Hermite con un grado de
precisién arbitrario. Por lo tanto, un procedimiento que recibe 2 puntos de control y sus derivadas
y los interpola con un segmento polinomial cibico puede seguirse del procedimiento mostrado en
la Figura 4.8.

Dicho procedimiento debe ser llamado n — 1 veces para un grafo de control de n puntos. La
modificacién de cualquiera de los cuatro datos mvolucrados en los coeficientes de un polinomio
modifica a todo el polinomio. Podemos ver en la Figura 4.9 la interpolacién de Hermite entre dos
puntos, variando la direccién de la derivada en el primero de ellos, y en la Figura 4.10 el efecto
de modificar la magnitud de la misma. FEn este caso se modifican los dos segmentos de curva
que concurren a dicho punto. Por lo tanto, el método de Hermite tiene control local. También
podemos destacar que los datos de las derivadas son parametros de diseno que se pueden mofificar
localmente para alterar la forma definitiva de la curva (ver Figura 4.11).

Computacion Grafica 65



Capitulo 4. Aproximacion e Interpolacion de Curvas

J P . _—__
i e < —— T
// T
o

S - P o
AN ) o

e

Figura 49 Modificacién de la direccién de la derivada en el primer punto de control

Figura 410 Modificacién de la magnitud de la derivada en el primer punto de control.

Es importante observar que la segunda derivada de los segmentos de curva no estan restringidos,
es decir, normalmente podemos esperar que C;(1) # C;;1(0), es decir, existen discontinuidades
de curvatura en los nudos. Una forma de evitar este problema es agregar condiciones de igualdad
en la segunda derivada, y realizar el mismo desarrollo pero para un vector de coeficientes de un
polinomio de quinto grado. Sin embargo, esto complica aiin mas la tarea artesanal de estimar la
entrada al algoritmo, dado que hay que agregar estimadores de curvatura en los nudos. Dicha
complicacion, sumada a la relativa complejidad resultante de trabajar con polinomios de quinto
grado, hacen que este método resulte inadecuado en la practica, prefiriéndose los métodos que
veremos en las siguientes Secciones de este Capitulo.
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Figura4.11 Interpolacién de Hermite del mismo grafo de control que la Figura 4.7 modificando
las restricciones de derivadas en el cuarto punto de control.

4.3 Aproximaciéon de Curvas I: de Casteljau, Bernstein y
Bézier

Los modelos de interpolacion de curvas que vimos en la Seccién anterior cumplen con el requisito
de encontrar una curva que pase por una secuencia de puntos de control obedeciendo ciertas
restricciones geométricas. Los resultados, sin embargo, son insatisfactorios desde el punto de vista
del CAD y del modelado de primitivas graficas en general. El modelo para construir curvas que
veremos en esta Seccién, denominadas curvas de Bézier es el primer método de aproximacién
desarrollado exclusivamente para los objetivos de la Computacién Gréafica, principalmente en las
companias fabricantes de autos en Francia, durante los comienzos de la década del 70. De alguna
manera, las curvas de Bézier comparten con los polinomios de Lagrange el hecho de que todos los
puntos de control participan de la forma final de las mismas, es decir, tienen control global. Sin
embargo, como veremos, la contribucién de cada uno de los puntos determina una suma convexa,
por lo que la curva no puede tener las oscilaciones indescadas de Lagrange. Por el contrario, las
curvas de Bézier suelen ser excesivamente suaves, y se amoldan al grafo de control de una manera
perezoza.

El estudio de las curvas de Bézier es fundamental en este tema, porque provee los elementos
geométricos y analiticos necesarios para comprender todos los demds temas en CAD. Esto es
asi dado que, como veremos a lo largo de este capitulo, todos los métodos de aproximacion e
interpolacién (excepto el de Lagrange) pueden plantearse como un conjunto de casos particulares
de aproximaciones de Bézier.

4.3.1 Construcciéon de parabolas

Una de las técnicas més antiguas para el trazado de parabolas en el dibujo técnico es la siguiente.
Sean po, p1, p2 € E? (o E3) y un pardmetro u € [0,1] (ver Figura 4.12). Entonces podemos
mapear distintos valores de u en [0,1] a los segmentos P, p; y D1, P2, obteniendo, respectivamente,

Computacion Grafica 67




Capitulo 4. Aproximacion e Interpolacion de Curvas

D1

Po

Figura 412 Construccién de pardbolas.

los nuevos puntos p§(u) y pi(u). Por dltimo, mapeamos los mismos valores de u en el segmento
pi(u),pi (u), obteniendo un punto p3(u) que pertenece a la parabola.

Utilizando la expresién paramétrica para representar un punto a lo largo de un segmento de
recta, podemos encontrar expresiones para los puntos

py(u) = (L —u)py + up;
pi(u) = (1 —w)p; + up,
po(u) = (1 —w)pp(u) + upi(u),

donde pg(u) es la expresién paramétrica de una pardbola tangente a los segmentos po,p1 y pi, p2
en py y pa, respectivamente. Si u € [0,1], entonces la curva es el segmento de dicha pardbola que
va exactamente desde py hasta p, (ver Figura 4.13).

Es importante tener en cuenta que el algoritmo sigue siendo correcto fuera del intervalo u €
[0,1]. En dicho caso, se obtienen las partes correspondientes de la pardbola por eatrapolacidn
lineal de los puntos de control (ver Figura 4.14). La demostracién de que dicha curva es en efecto
una pardbola es un tanto indirecta y apela a la intuiciéon geométrica del lector. Desdoblando las
ecuaciones anteriores obtenemos

pa(u) = (1 —w)?py+ 2u(l — u)p; + u’ps,

lo cual es una expresiéon de segundo grado, es decir, una cénica. Como es facil ver, la curva no
es un caso degenerado de cénica, por lo que puede ser una parabola, una elipse o una hipérbola.
Pero analizando su derivada vemos que si u tiende a infinito, la derivada tiende a po — 2p1 +p2, y
si u tiende a menos infinito, la derivada tiende a —(py — 2p; +p,). Por lo tanto, la curva tiene una
sola asintota, lo que excluye a las elipses (que no tienen asintotas) y a las hipérbolas (que tienen
dos asintotas).

Es importante notar sin embargo que si u € [0,1], entonces el segmento de curva es una suma
convexa de los tres puntos que la determinan. Ademd&s, como todos los pasos involucrados en
la construcciéon de la pardbola son combinaciones lineales, una transformacién afin aplicada a
los puntos de control determina una nueva parabola que coincide con el resultado de aplicar la
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Figura 4.13 Aproximacién de una pardbola con interpolaciones lineales.

Figura 4.14 Aproximacién de una pardbola fuera del intervalou € [0, 1].

misma transformacién afin a la parabola obtenida con los puntos sin transformar. Es decir, el
procedimiento de construir una parabola es invariante frente a transformaciones afines.

4.3.2 El algoritmo de de Casteljau

Consideraremos ahora una generalizacién de la construccién de la pardbola. Sea una secuencia de
n +1 puntos o grafo de control po, - -,pn € E? (0 E3)y un pardmetro u € [0,1]. Podemos mapear
el valor de u en [0,1] a los segmentos P;,p; ;1 obteniendo nuevos puntos p}(u),i = 0.n — 1, donde
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o

Figura 4.15 Aproximacién de una secuencia de puntos de control por interpolaciones lineales

sucesivas (algoritmo de de Casteljau).

py denota al i-ésimo punto de la secuencia de puntos de la primer interpolacién. Luego mapeamos

el valor de u en [0,1] a los segmentos p}(u),pi,1(u) obteniendo nuevos puntos p? (u),i = 0.n — 2,
donde p? denota al i-ésimo punto de la secuencia de puntos de la segunda interpolacién. En general,

mapeamos el valor de u en el segmento p¥(u), pfﬂ(u), obteniendo un punto pf*l (w),k =1.n,i=
0..n — k (ver Figura 4.15). La recurrencia termina en el punto pg(u), el cual es un punto que
pertenece a la curva de Bézier C(u) que aprozima al grafo de control inicial.

Si lamamos p? (u) = p; a los puntos de control iniciales (interpolaciones de orden cero), entonces
el algoritmo define a la curva C(u) = pg(u) computando la recurrencia

pi(w) = (1= w)pi " () +upii (u) (42)

con k =1.n, ei =0.(n—k) (ver Figura 4.16). Podemos ver el resultado de aplicar el algoritmo
de de Casteljau sobre el mismo grafo de control pero con distintos valores de w entre 0 y 1 en la
Figura 4.18.

Las curvas de Bézier se obtienen computando la recurrencia de de Casteljau para una cantidad
suficiente de valores de u entre 0 y 1. Normalmente se asigna un paso fraccionario, se computa
el valor de la curva incrementando dicho paso, y se unen dichos valores con una poligonal (ver
Figura 4.17).

Es posible demostrar geométricamente que la curva de Bézier asi definida tiene todas las pro-

piedades requeridas. Es invariante frente a transformaciones afines, dado que estd definida ex-
clusivamente en base a interpolaciones lineales. Tiene la propiedad de control global, dado que
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bo b1 Pn—1 DPn

(1—u)\ ./4 (1—u)\ .4 (1—u)\ /4

Figura 4.16 Secuencia de interpolaciones en el algoritmo de de Casteljau.

(excepto en los extremos), todos los puntos de control ejercen influencia sobre su forma. Tiene la
propiedad de armazon convero, dado que cada punto de la curva se obtiene como combinaciones
afines convexas de los puntos de control. La curva comienza en po con tangente p1, po y termina
en p,, con tangente p,,_1,p, (ver Figura 4.19).

Es posible hacer coincidir los puntos de control extremos para obtener una curva cerrada. Es
mas, si p1, po es colineal con pn_1, pr, entonces la curva es continuamente derivable en dicha unién.
También se muestra en dicha figura que es posible repetir consecutivamente la posicién de un punto
para que éste ejerza una mayor influencia en la forma de la curva (ver Figura 4.20).

4.3.3 La base de Bernstein

Uno de los inconvenientes del algoritmo de de Casteljau es que debe realizar n2 interpolaciones,
muchas delas cuales son redundates, dado que lo importante es el resultado final yno los resultados
intermedios de la computacién. Es posible encontrar una formulacién alternativa de menor costo
computacional. La idea es expresar a la curva C(u) como una combinacién afin convexa de los

Computacion Grafica 71




Capitulo 4. Aproximacion e Interpolacion de Curvas

procedure de_casteljau(u:real;g:grafo_control;var p:punto) ;
begin
for k:=1 to n do begin
for 1:=0 to n-k do begin
gll] .x:=(1-u)*g[1] . x+tu*xg[1+1] .x;
gll] .y:=(1-u)*g[1] . ytu*xg[1+1] .y;
end;
end;
p.x:=g[0].x; p.y:=gl0].y;
end;

procedure Bezier(var g:grafo_control);

begin

p.x:= gl0].x; p.y:=gl0]l.y;
for k:=1 to paso do begin
u:=k/paso;

de_casteljau(u,g,p);
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 417 Procedimiento que implementa el algoritmo de de Casteljau.

Figura 4.18 Algoritmo de de Casteljau efectuado con distintos valores del pardmetro u.
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Figwra 4.19 Un ejemplo de curvas de Bézier.

Figura4.20 Curvas de Bégzier cerradas y con puntos repetidos.
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Figura 4.21 Polinomios de Bernstein ciibicos.

puntos de control:

H

C(u) = [By (w), Bi'(u),-- -, By(u)] { J ; (4.3)

Pn

donde el vector [B{(u), B} (u), - -, B (u)] es un conjunto de funciones que debe conformar una
base funcional para los polinomios de grado n, diferente a la base polinomial de Hermite vista en
la Seccién anterior.

Otra forma de interpretar esta formulaciéon es como una sumatoria:

n

Cu) =) _ B} (upi,

=0

donde la funcién Bj*(u) esla funcidn de mezcla asociada al punto de control p;. Luego de examinar
la Figura 4.16, podemos ver que la contribucién de cada punto a C(u) depende de productos de u
y (1—u). Por ejemplo, po tiene una contribucién de la forma (1 —u)", p1 influye con n(1 —u)" tu,

etc.

Bézier propuso utilizar dichas funciones como base para la curva, siendo que las mismas habian
ya sido estudiadas con el nombre de los polinomios de Bernstein. De esa manera, la forma de
Bézier de una curva utiliza la base de Bernstein:

BMu) = —% i (1 — wyn

il(n—1)!
La serie de ntimeros ﬁ es la conocida como “triangulo de Pascal”, y es muy sencilla de
calcular. Es posible comprobar que la formulacién de la curva C(u) expresada en la Ecuacién 4.2,
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Figura 4.22 Polinomios de Bernstein de orden 20.

con C(u) = pg(u), coincide con la Ecuacién 4.3 a través de un andlisis cuidadoso de la Figura
4.21, donde se puede ver por ejemplo el grifico de la base de polinomios de Bernstein cubicos.
Dejamos como ejercicio para el lector que constate geométricamente, en la Figura 4.19, que puntos
interpolados sucesivamente con el algoritmo de de Casteljau para distintos valores de u son idénticos
a los obtenidos por medio de la Ecuacién 4.3.

La base de Bernstein posee varias propiedades:

Yo o BM(u) =1 (es una base).

B} (u) >0 (es convexa).

B? (u) = (1 —u)BP ! (u) + uB} ! (u) (es recursiva).

e Es muy econémica de computar.

4.4 Aproximacion de Curvas II: B-Splines

Las curvas de Bézier son de grado muy alto para grafos de control complejos. Ademds tienden
a suavizar excesivamente la geometria del grafo de control, es decir, se vuelven “insensibles” a
pequenos cambios locales. Este efecto se puede constatar al considerar la escasa importancia que
tiene un punto de control intermedio en una curva de grado 20 (ver Figura 4.22). Ademés, en
determinadas circunstancias es simplemente preferible no tener control global. Por dicha razén,
otra de las alternativas usuales en Computaciéon Grafica para aproximar curvas es utilizar Splines.
El objetivo de estas curvas es obtener control local y bajo grado.
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Figura 423 Una “curva” Spline, de primer grado.

Los Splines deben su nombre a las herramientas curvilineas utilizadas por los dibujantes para el
trazado de figuras curvas. En matemdtica se utiliza el término para referirse a funciones definidas
como uniones de segmentos polinomiales. Por lo tanto, el método de Hermite visto hace un par
de Secciones es implicitamente un Spline ciibico. Los Splines mas usados en Computaciéon Gréfica,
sin embargo, utilizan formulaciones semejantes a la de las curvas de Bézier vista en la Seccion
anterior. Es decir, son Splines determinados por bases funcionales, y por lo tanto se los denomina
B-Splines.

La diferencia entre Bézier y B-Splines es que las bases de esta iltima formulacién tienen soporte
local, es decir, son no nulas solamente para un subconjunto de la secuencia de puntos de control.
La curva, entonces, es una combinacién afin convexa de un subconjunto localmente determinado de
los puntos de control. El grado de los polinomios en un B-Spline estd determinado por la cantidad
de puntos que localmente afectan a la curva, y determina el orden de continuidad de la misma, es
decir, la cantidad de veces que es continuamente diferenciable en las uniones. El grado usual de
una curva B-Spline es n = 3, lo que determina que cada segmento queda definido por n + 1 puntos
de control sucesivos, y que en las uniones el orden de continuidad es n — 1.

4.4.1 Parametro local

Una forma de entender la mecanica en la definicién de una curva B-Spline es partir del caso trivial
en el cual la “curva”’ aproximante es de primer grado. Podemos pensar que la poligonal es la
“curva” resultante de unir los puntos de control con segmentos de polinomios de grado n = 1,
definidos entre n +1 = 2 puntos sucesivos, y con un orden de continuidad n —1 = 0 en las uniones

(ver Figura 4.23).

Cada segmento estd definido como

Ci(u) = (1 —w)pi + upi+1,
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Figura 4.24 Relacién entre segmentos de curva, pardmetros locales y parametro global

donde 0 > u > 1. Podriamos definir la curva como la unién de todos los segmentos:

k—1
C = U C..
1=0

El problema es que todos los segmentos estan definidos para un mismo pardmetro u. Por lo tanto,
es necesario utilizar algin mecanismo que permita describir a la curva con un unico pardmetro
global, el cual estd relacionado con los pardmetros locales en cada segmento polinomial.

Observemos que los segmentos polinomiales se unen entre s en ciertos puntos definidos para
formar la curva. Dichos puntos, por analogia con Lagrange, se denominan nudos. El pardmetro
global u asume el valor ¢; al pasar por cada uno de dichos nudos. La secuencia to, t1,---,tr de
valores del parametro global asociados a cada uno de los nudos es no decreciente. Se define entonces
un pardmetro local u; para cada segmento polinomial de curva C;. u; varia entre 0 y 1 mientras
u varfa entre t; y ¢;.9. El punto que ocupa la curva cuando el valor del pardmetro global es
el valor del nudo ¢; tiene que coincidir con el comienzo del i-€ésimo segmento de curva, es decir,
C(t;) = C;(0), y también con el final del i — 1-ésimo segmento, es decir, C(t;) = Ci—1(1) (ver
Figura 4.24).

El célculo del valor del pardmetro local en funcién del valor del pardmetro global y de los valores
en los nudos se efectiia por interpolacién lineal:
U; = ——.
tiv1 —t
De esa manera, podemos pasar de la representacién global de la curva C(u) a las representaciones
locales (es decir, definidas en cada uno de los segmentos polinomiales). Por ejemplo, si la secuencia
de nudos son los enteros no negativos, entonces dado el un valor u del pardmetro global, el segmento
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1 N; Nt

Ui—1 Ui Ui+1 Uit2

Figura 425 Las bases B-Splines de primer grado.

polinomial “activo” es C;, donde ¢ es la parte entera de u, y el valor del pardmetro local u; es la
parte fraccionaria de u, es decir u — 7.

4.4.2 La base de Splines

Buscaremos ahora una formulacién en términos de una base funcional para nuestro ejemplo de
poligonal como “curva” polinomial a trozos, y luego extenderemos dicha formulacién para grados
superiores. Cada C; es una combinacién convexa de los puntos p; y p;1:

Ci(u;) = (1 —w)p; +upit1-

Recordando la relacion entre pardmetro global y pardmetros locales podemos reescribir la combi-
nacién convexa como: ; ;
i w—t:
Ci(u) = “H—p; + “Diy1s
' tigr =t tign =t

con tz S u S ti+1'

El punto p; contribuye al segmento de curva Ci—1(u) con un factor

U — ti—1
ti—1ti1

)

y al segmento de curva C;(u) con un factor

t’L 1 — U
tiv1i—t;

El factor que aporta p; puede pensarse como una funcién N;(u), la cual es, en efecto, una base
funcional para funciones lineales con soporte local, es decir, distinta de cero solo en un subconjunto
conexo del dominio. La definicién de N;(u) es entonces la de una funcién lineal a trozos (ver Figura
4.25):

Ul G <u<t
— siti— u iy
t—t i—1 > > U
Ni(w) = Biti=t gy oo <y, (44)
liv1 —
0 en todo otro caso.

78 Claudio Delrieux




4.4. Aproximacion de Curvas II: B-Splines

Figura 4.26 Curva B-Splines de grado 5.

Entonces nuestra “curva” queda expresada como
n
Clu) = Y Ni(wp.
=0

Lo importante de la formulacién en Splines es que la base de funciones estd compuesta por una
dnica funcién, cuyo soporte local es trasladado (ver Figura 4.25).

Para curvas grado k£ > 1, la idea general es encontrar una familia de bases le(u) con soporte
local, respetando la formulacién de la curva como producto de una base funcional por un conjunto
de puntos. La derivacién de la familia NF(u) es relativamente compleja. Puede hacerse por
integracién sucesiva, lo cual lleva a una expresién recursiva, bastante similar a la encontrada en la
Seccién anterior para de Casteljau-Bézier:
_u—t B1(y) t“rk—uNk—l(u), (4.5)

NF(u) = i+1
titk — tiv1

i

tivp—1 — 5

con
1 sit;, <u<t,;
Nl _ 7= = Vi1
E (u) { 0 en todo otro caso.

N} (u) es idéntica a la funcién N;(u) vista en la ecuacién 4.4. Un ejemplo de curva B-Spline de
grado quinto se puede observar en la Figura 4.26.

Por el momento asumimos que la secuencia de nudos t; es uniforme, en particular que t; = 1,
aunque luego veremos los efectos de alterar esta uniformidad. Para obligar a la curva a pasar por
el primer y ultimo punto de control, se repiten los mismos la cantidad necesaria de veces (segin el
grado de la curva), por medio de asignar un valor ¢t; = 0 cuando 7 < 0,y un valor t; = n—grado+2
cuando ¢ > n. También luego veremos los efectos de alterar estas restricciones.
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const pts_ctrol=10; {n=10, luego 11 puntos}
pasos=20; {cantidad de evaluaciones}
grado=3; {grado deseado de la curva}

function nudo(i:integer) :real;
begin
if i < grado then nudo:=0
else if i > pts_ctrol then nudo:=pts_ctrol-grado+2
else nudo:=i-grado+1
end;

function base(u:real; i,k:integer):double;
var nl,n2,d1,d2,cl,c2:double;
begin
if k=1 then
if (u<nudo(i+1)) and (nudo(i)<=u) then base:=1
else base:=0;
else begin
nl:=(u-i)*base(u,i,k-1);
n2:=(nudo(i+k)-u)*base(u, i+1,k-1) ;
dl:=nudo(i+k-1)-nudo (i);
d2:=nudo(i+k)-nudo(i+1);
if d1=0 then c1:=0 else cl:=n1/d1l;
if d2=0 then c2:=0 else c2:=n2/4d2;
base:=c1+c2;
end;
end;

Figura 427 Funciones para el cémputo de los valores de los nudos en la parametrizacién
uniforme, y para el cémputo de la base de Splines recursiva.

Los siguientes procedimientos muestran las implementaciones necesarias para computar las
curvas B-Splines a partir de un grafo de control (asumimos vigentes muchas de las declaraciones
de tipos de los trozos de c6digo ya mostrados). En la Figura 4.27 podemos encontrar las funciones
necesarias para computar los nudos para una parametrizacién uniforme, y la base recursiva de
B-Splines, mientras que en la Figura 4.28 encontramos el procedimiento que utiliza las bases y la
secuencia de puntos de control para computar la curva.

Podemos ver en la Figura 4.29 las funciones base de Splines de grado ctbico y de grado 10
utilizadas para aproximar un grafo de 11 puntos de control (comparar con los polinomios de
Bernstein). Observar que para un grado k dado, desde i = k — 1 hasta i = n —k + 1 la base
funcional NF(u), para distintos valores de i, es la misma funcién pero desplazada en u. El efecto
del aumento del grado de la curva es producir una disminucién de la influencia local de los puntos
de control (ver Figura 4.30).

Es importante considerar el efecto que tiene aumentar el grado de una curva B-Spline con
respecto a variaciones locales en las posiciones de los puntos de control. En la Figura 4.31 se
puede observar de qué manera el aumento del grado de la curva disminuye la influencia de un
desplazamiento local (comparar con el método de Bézier).
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procedure bsplines(var g:grafo_contr);
var i, j:integer;

u,v:real;

p:punto;
begin

4.4. Aproximacion de Curvas II: B-Splines

for i:=0 to pasos* (pts_ctrol-grado+2) do begin

u:=(i/pasos);
p-x:=0; p.y:=0;
for j:=0 to pts_ctrol do begin
v:=base(u, j,grado);
p.x:=p.x + gljl .x*v;
p.y:=p.y + gljl.yxv;
end;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.28 Procedimiento que calcula la curva a partir de Ia base de Splines y de la secuencia

de puntos de control.

Figura 429 La base funcional de Splines de grados 3y 5 para 11 puntos de control (n = 10).
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Figura 4.30 Curvas B-Splines de grado 2, 3, 4 y 5 aproximando a un mismo grafo de control.

Figura 4.31 Curvas B-Splines de grado 2, 3, 4y 5 aproximando un grafo de control en el cual

varia la posicién de un punto.
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ry =2

Figura 4.32 Bases de Spline de primer grado modificando el valor de un nudo.

Al mismo tiempo, y al igual que en el método de Bézier, es posible obtener curvas periédicas.
Esto se consigue por medio de una asignacién periddica a los indices de los puntos de control
asociados a los nudos. De esa manera, se varia ¢ entre —k y n + k, utilizandose valores t; = 7 para
los nudos, y la asignacién periddica p; |54 ,,- Por tltimo, también pueden repetirse puntos de
control, aunque dado el control local de las curvas B-Splines, el efecto puede ser muy pronunciado.

4.4.3 B-Splines no uniformes

;,Cuadl es el resultado de alterar los valores en los nudos, respecto de la asignacién uniforme ¢; =47
El efecto producido es el de alterar la velocidad paramétrica en la curva, es decir, cudnto se desplaza
un punto p(u) respecto de un cambio en el valor de u. Supongamos tener una “curva” B-Spline
de grado 1 con la parametrizaciéon uniforme mencionada més arriba. Las bases funcionales de esta
“curva” son las funciones triangulares de la Figura 4.25. Modificar el valor ¢; asociado al i-ésimo
punto de control implica desplazar el valor donde ocurre el maximo de la i-ésima base funcional
(ver Figura 4.32).

En este caso, el resultado de asignar a ¢; un valor menor que 7 (pero mayor que i — 1, dado
que la secuencia de nudos es no decreciente) es que la “curva” es recorrida mas répidamente que
“lo normal” (el caso uniforme) con respecto al pardmetro entre los puntos de control p;,_; y p;,
y mas lentamente entre los puntos de control p; y pi+1. Pero el aspecto geométrico se mantiene
constante. Sin embargo, cuando la curva es de un grado mayor, entonces es posible apreciar un
efecto en las bases, dado que éstas provienen en definitiva de un promedio o integraciéon ponderada
de las bases lineales (ver Figura 4.33).

El resultado de disminuir o aumentar el valor de un nudo es similar a “acelerar” o “frenar”
la curva cuando ésta pasa por el punto correspondiente a dicho nudo p(t;). Dicho efecto puede
observarse en la Figura 4.34, donde se observa el resultado de aumentar o disminuir el valor de un
nudo en la familia de bases. El resultado geométrico de dichas modificaciones puede observarse en
la Figura 4.36, donde las curvas B-Splines no uniformes aproximan a un mismo grafo de control,
pero modificando el valor del pardmetro en el nudo asociado a un punto de control.
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N

< S

Figura 433 Bases de Spline de tercer grado (con n = 10) modificando el valor de un nudo.

Figura 4.34 Bases de Spline de tercer grado (con n = 10) aumentando y disminuyendo el

valor de un nudo.
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var t: array [0..pts_ctrol-grado+2] of real;

function nudo(i:integer):real;
begin
if i < grado then nudo:=t [0]
else if i > pts_ctrol then nudo:=t[pts_ctrol-grado+2]
else nudo:=t[i-grado+1]
end;

Figura 4.35 Implementacién de parametrizaciones no uniformes por medio de un arreglo de
nudos.

Estd claro que pueden asignarse valores totalmente arbitrarios a los nudos, (inclusive a los
que corresponden a la parte que antecede y sucede a los nudos asociados al grafo de control),
siempre que se respete la condiciéon de que la secuencia de nudos sea no decreciente. Una forma
de implementar computacionalmente dicha secuencia es por medio de un arreglo auxiliar en vez de
una funcién, como se muestra en la Figura 4.35.

Recordamos que el valor de un nudo t; es el valor que debe asumir el pardmetro u cuando la
curva pasa de un segmento polinomial al siguiente. Por lo tanto, la secuencia de nudos de una curva
se denomina usualmente la parametrizacion de la curva, y permite obtener una gran variedad de
resultados a partir de un mismo grafo de control. Sin embargo, no siempre es predecible o intuitivo
el efecto que produce una determinada parametrizacion.

Figura 436 Curva B-Spline de tercer grado disminuyendo y aumentando el valor de un nudo.
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Figura 437 La base funcional N} (u) ignorando las primeras y tiltimas tres.

4.4.4 B-Splines cubicos uniformes

En la bisqueda de un método de aproximacion geométricamente versatil y computacionalmente
econémico, se plantean casos particulares para la ecuacién 4.5 de modo tal que su expresion se
simplifique. Especificamente se elige el menor grado que produzca resultados satisfactorios, junto
con una parametrizacién uniforme que normalmente coincide con la secuencia de enteros no nega-
tivos. Lo usual es elegir k =3 de modo de tener orden de continuidad k£ —1 = 2. Esto implica que
cada segmento polinomial queda definido a partir de la ubicaciéon de k+ 1 = 4 puntos de control.
Este caso particular se conoce como B-Splines ctibicos uniformes, para los cuales derivaremos una
formulacién polinomial sencilla y un esquema computacional muy eficiente.

En este caso, las funciones de la base tienen que tener soporte entre k+ 1 =4 nudos sucesivos.
Es decir, cada punto ejerce su influencia en cuatro segmentos polinomiales. Supongamos que la
funcién NP (u) asociada a p; tiene una forma como la mostrada en la Figura 4.37, y que la base
asociado a todo otro punto de control es la misma, pero desplazada en u.

Entonces N7 (u;) estd compuesta por cuatro segmentos funcionales (o sub-bases), etiquetados
by (u), bg(u), b_1(u), y b_s(u), respectivamente, por razones que veremos a continuacién. En un
intervalo entre dos nudos sucesivos, solo cuatro puntos influencian la posiciéon de la curva. Es
decir, cada segmento polinomial es una combinacién convexa de cuatro puntos sucesivos, cada uno
participando con una sub-base distinta (ver Figura 4.38).

Por dicha razén las sub-bases adoptan los curiosos nombres b1(u), bo(u), b—1(u), b—a(u). b1 (u)
es lasub-base activa asociada a p;, 1, bo(u) es la sub-base activa asociada a p;, b_; (u) es la sub-base
activa asociada a pi—1, y b—2(u) es la sub-base activa asociada a p;—2. Es decir

1

Ci(u;) Z bk(ui)pi+k-

k=—2
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b, (1) &, (1

&) & ()

Z; tors

Figura 438 La base funcional cibica, y las cuatro sub-bases activas entre dos valores del
parametro global.

Para encontrar las sub-bases podemos plantear las siguientes condiciones de continuidad.

b1(0)=0 b1 (0)=0 b1 (0) =0

b1(1) = bo(0) b1 (1) = bo(0) b1 (1) = bo(0)
bo(1) = b-1(0) l?o(l) = b_.l 0) {).0(1) = b_..l 0)
b_1(1) = b_5(0) b1 (1) =b_2(0) b1 (1) = b_2(0)
b_(1)=0 b_y(1)=0 b_»(1)=0

Es decir, tenemos cinco condiciones de continuidad en posicién, en primera derivada y en segunda
derivada. Cada sub-base es un polinomio cibico, con cuatro incégnitas. Tenemos 16 incégnitas y
15 ecuaciones. La condicién faltante es que

by (u) +bg(w) +b_1(w) +b_o(u)=1paral <u<1

Resolviendo las ecuaciones obtenemos:

bi(u) = %u3,

bo(u) = %(1+3u+3u273u3),
boi(u) = %(476u2+3u3),
boo(u) = %(1—3u+3u2—u3).

De esa manera, cada punto de control p; tiene asociada una base compuesta por cuatro sub-bases no
nulas, que determinan su influencia en la curva C(u). Dados n+ 1 puntos de control pgy, p1, -+ ,Pp,
la representacion de la curva de B-Splines ciibica es:

n—1
Cu) = | Ci(w),
=2
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function base(u:real;i:integer):double;
begin

case i of

1 : base:=u*uxu/6;

0 : base:=(1+u*3*(1+u* (1-u)))/6;

-1 : base:=(4+uxu*x3*(-2+u))/6;

-2 : base:=(1+u*(-3+u*x(3-u)))/6;

procedure bsplines(var g:grafo_contr) ;
var i,j,k,index: integer;
u,v:real;
p:punto;
begin
p.z:=1; p.w:=1;
for k:=1 to pasos do begin
u:=k/pasos;
p.x:=0; p.y:=0;
for i:=-2 to 1 do begin
v:=base(u,1i) ;
index:=i+j;
if index<0 then index:=0
else if index>pts_ctrol then index:= pts_ctrol;
p.-x:=p.x+glindex] .x*v;
p.y:=p.y+glindex] .y*v;

end;
graf _linea(p) ;
end;
end;
end ;

Figura 439 Implementacién de curvas Spline cibicas uniformes por medio de sub-bases.

lo cual es equivalente a una expresién como sumatoria (al estilo de la formulacién de Bézier):

Clu) = Y Nwp

Por otra parte, teniendo en cuenta que las funciones base tienen soporte solamente en cuatro
segmentos polinomiales, la expresién como sumatoria es ineficiente, siendo preferible expresarla

como unién de los segmentos
1

Ci(u;) Z bk(ui)pi+k~

k=—2

El trozo de cédigo de la Figura 4.39 muestra una implementaciéon de curvas B-Splines cibicas
uniformes. En la Figura 4.40 se observan curvas B-Spline ctibicas uniformes donde cada segmento

polinomial fue computado con el algoritmo mostrado mds arriba (y graficado en distinto color),
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\/

Figura 440 Curvas B-Splines de grado 3. La curva de la izquierda es periédica por medio de
la asignacidn p; 1,64 n, » mientras que la curva de la derecha tiene un punto de control repetido
(levemente separado para que se aprecie su ocurrencia).

tomando como ejemplo una curva cerrada utilizando asignacién periédica, y un grafo de control
con puntos de control repetidos.

Es posible observar que las curvas B-Spline no pasan por el primer y ultimo punto de control.
En efecto, dada una secuencia de puntos de control py,py,- -+, Pn, €l segmento de curva

Cy(u) =b_s(u)py + b_1 (w)py + by(0)py + by (u)ps
comienza en
1 4 1
C2(0) =b—2(0)po + b—1(0)p1 + bo(0)p2 + b1(0)p3 = Gho + Pt P2t Ops.

El segmento C'; no estd definido porque no tenemos punto de control p_;. Lo mismo sucede con
C (u). En general, estan definidos los segmentos C2 a Cr,—1 (ver Figura 4.41).

Para garantizar que la curva comience en p, podemos repetir dicho punto. Repitiendo una sola

vez, es decir, haciendo que la secuencia comienze con p—1 = po, obtenemos la posibilidad de que
C' (u) esté definida, y

1 4 1
C1(0) =b_5(0)py +b_1(0)pg + by (0)py + b1(0)py = GPo + gPo + 6P + Ops.

Es decir, la curva comienza en un punto que esta a % de pgya % de p;. La unica forma de que la
curva pase por po es repetirlo.
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Figura 441 Los segmentos definidos de una curva B-Spline ctibica uniforme.

4.4.5 Evaluacién de B-Splines cubicos

La representacion de curvas por medio de B-Splines cibicos uniformes quedé determinada por un
esquema en el cual cada punto de la curva estd determinado por la suma convexa de cuatro puntos
de control, donde el coeficiente de cada punto es un polinomio ctibico. Por lo tanto, se requiere un
esquema eficiente para evaluar funciones de la forma

pu) = au® + bu® + cu +d,

con 0 <u<Ll

Es posible encontrar dicha evaluacién econémica utilizando una metodologia similar a la eva-
luacién por diferencias finitas (DDA) como hicimos en el Capitulo 2 con rectas y circunferencias.
Sea n+ 1 la cantidad de evaluaciones y sea el incremento en cada evaluacion el valor

0 =—.

n

La diferencia entre dos evaluaciones sucesivas
Aq (i) = p((i+1)8) — p(id)
es una funcién de grado 2. Lo mismo puede hacerse para diferencias de mayor orden:
Ap(i6) = A1 ((141)8) — Ay, _1(39),
hasta llegar a una funcién constante, en este caso

As (i) = A.
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A
A5(0) A5 (6) Ay(26) A, (30)
A0) ST A SO A2 SO T ABY) S
p(0) " p(%) — p(20) — p(36) L

Figura 4.42 Evaluacién de un polinomio ctibico por DDA.

De esa manera, conociendo A y As((¢ — 1)0) podemos obtener As(id), para todo ¢ tal que
0 <4 < n. Igualmente, con Ay(id) y Ay ((¢ — 1)d) obtenemos A;(id), 0 < i< n,y con A;(id) y
p((i — 1)d) obtenemos p(id), 0 <i < n.

Por lo tanto, solamente es necesario conocer p y los distintos A en uw = 0. Un rdpido anilisis
nos permite encontrar

p(0) = d,
A1(0) = p(8) —p(0) = ad® +bd2 + 9,
AQ(O) = A1(5) — Al (O) = 6@63 +2b(52,
Az = Az(é) — A (0) = 6ad°.

De esa manera, es posible computar un polinomio ciibico evaluado a intervalos regulares entre
0 y 1, utilizando solamente tres sumas (ver Figura 4.42).
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4.5 Ejercicios

1. Implementar los algoritmos de aproximacién e interpolacion de curvas de Hermite, Bézier
(por de Casteljau y por Bernstein) y B-Spline ctibicos uniformes.

2. Aplicar los métodos a un grupo de grafos de control de prueba (por ejemplo, una “onda
cuadrada”, una curva cerrada o para aproximar un mapa de la Provincia). Comparar los
resultados obtenidos y el tiempo insumido, y encontrar ventajas y desventajas de cada uno.

3. Dibuje su propia firma. ;Qué método utiliz6? ;Por qué? ;Cuantos puntos de control fueron
necesarios y cuanto tiempo de trabajo requirié encontrarlos? ;Qué se concluye?

4. Implementar los B-Splines ciibicos uniformes por medio de curvas de Bézier ciibicas. Com-
parar resultados y tiempos con la implementacion de B-Splines propiamente dichos.

5. Implementar B-Splines ciibicos no uniformes por medio de curvas de Bézier. Dado un mismo
grafo de control, asignar parametrizaciones no uniformes y comparar los resultados.

6. Implementar Bézier racionales y NURBS. Aplicar a los mismos problemas que en los ejercicios
2y 3. Comentar los resultados.

4.6 Bibliografia recomendada

El tratamiento de este tema es un poco superficial en los textos clasicos de Computaciéon Gréfica.
Al mismo tiempo, el gran desarrollo que ha tenido hace que los resultados recientes figuren casi
exclusivamente en articulos en revistas o en libros especificos del tema. De todas maneras, existen
libros dedicados exclusivamente a curvas y superficies para CAGD que comienzan desde un nivel
adecuadamente introductorio y presentan todo lo necesario para conocer el material cldsico sobre
curvas y superficies de Bézier y B-Splines. La recomendacién bésica es el libro de Farin [30], el
cual es exhaustivo y presenta los temas de relevancia de una manera clara y definitiva. Otro libro
recomendable es el de Bartels, Barski y Beatty [6], que sin ser tan riguroso y preciso presenta
algunos temas avanzados desarrollados por los autores, y que no es posible encontrar en otros
textos.

Por razones de espacio hemos omitido de este Capitulo las curvas racionales y los #-Splines.
Recomendamos a los interesados que consulten [26]. Un buen material introductorio al tema
de las curvas racionales puede leerse en [70], donde se presenta la interpretacién proyectiva de
las curvas de Bézier racionales y se deriva el sistema de coordenadas baricéntrico asociado a las
bases de Bernstein racionales. El mismo autor presenta en [71] una introduccién a las curvas y
superficies NURBS. Los #-Splines son un desarrollo relativamente reciente. La discusién acerca de
la continuidad paramétrica versus la continuidad geométrica estd presentada en [5]. Los 3-Splines
son comparados con los métodos clésicos en [3], y la derivacién de la ecuacién del control local
para los pardmetros de forma estd en [4].
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Capitulo 5. EI Color en Computacién Grafica

5.1 Introduccion

El descenso en el costo de los monitores determina que en la actualidad practicamente en todas
las aplicaciones de Computacién Grafica se utiliza intensivamente el color, como medio de re-
presentacién (por ejemplo, asociar una escala de colores con temperaturas o altitudes), con fines
“cosmeéticos”, para mejorar la apariencia y legibilidad de una interfase grafica, o para dar realismo
a la representacion de objetos en una escena tridimensional sintética. EI color es un elemento
indispensable en las aplicaciones en las que se busca una representacién con realismo, porque la
simulacién de los fenémenos Gpticos que ocurren en los objetos reales (reflexién, refraccién, etc.)
se realiza en forma adecuada a través de una ecuacién de iluminacién (ver Capitulo 7). Dicha
ecuacién se basa implicitamente en un modelo de color, cromdtico o monocromético (escala de
grises).

El tema del color es rico y complejo, involucrando conceptos de fisica, fisiologia y psicologia,
ademds de los aspectos computacionales que son de nuestro interés. En este Capitulo dedicare-
mos las primeras Secciones a presentar los elementos fundamentales de la teoria del color, para
luego introducirnos en los espacios cromaticos, es decir, espacios que permiten una representacion
sistematica de los colores, y por ultimo a la representacién del color en las tarjetas graficas.

5.2 Aspectos Fisicos del Color

El color es una sensacién fisiolégica producida por la accién de ondas electromagnéticas especificas
en los receptores nerviosos de la retina. Es decir, su origen primario es en una distribucién de
energia electromagnetica en el espectro visible. Sin embargo, es una magnitud relativa, dado que
dicho espectro en general no depende de la radiacién lummica propia de los objetos. En general
el color de un objeto no depende sdlo de éste, sino también de las fuentes de luz que lo iluminan
y de otras consideraciones que veremos en detalle en el Capitulo 7:

Iluminantes — Objetos — Observador

El observador, al mismo tiempo, impone sus caracteristicas propias, dado que el estimulo pro-
ducido por una misma distribucién espectral de energia no siempre produce la misma percepcion
visual:

Estimulo — Sensacién — Percepcion

Asi, pese a estar originado en una magnitud fisica objetiva (la longitud de onda de las radia-
ciones del estimulo) no es posible encontrar una definicién intrinseca del color de un objeto, sino
que todas las descripciones deben ser relativas a una condiciéon ambiental y fisiolégica dada. Una
de las caracteristicas menos probleméaticas de comprender en el color es su componente acromética
o intensidad luminosa (también llamada luminancia o luminosidad). La luz acromdtica es la pro-
ducida, por ejemplo, en un televisor blanco y negro, en el cual cada punto visible tiene un tnico
atributo (suluminosidad, variando entre 0 = negroy 1 = blanco). Un televisor tiene un continuo
de niveles entre 0 y 1, mientras que un monitor de computadora tiene una cantidad limitada (por
ejemplo, 2, 16, 256) y una impresora de puntos o laser corriente tiene solo 2.

;,Cudntos atributos debe tener un sistema de reproduccién de color cromdtico? La evidencia
experimental al respecto indica que con tres atributos es suficiente. Esta caracteristica se expresa
en la primera ley de Grassman: cualquier color puede representarse como combinacién de tres
atributos primarios. Estos atributos pueden ser distintos (como distintas bases en un espacio
vectorial), siendo los més comunes en computacién grafica los tres niveles de los colores primarios
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Intensidad Intensidad
Relativa Relativa
Componente
Cromatica
Saluracion
Componente
Acromalica
Longitud de
Onda Dominante .
Longitud Longitud
T T T T T T T T de Onda 1 1 1 1 1 | 1 1 de Onda
400 450 500 550 600 650 700 750 (nmJ) 400 450 500 550 600 650 700 750 (nm.)

Figura 5.1 Distribucién espectral de un estimulo cromético y su equivalente metamérico.

rojo, verde y azul, o espacio cromdtico RGB. En las Artes Plédsticas se asumen otros colores
primarios y también otros nombres referirse a los primarios.

En algunas ramas de la fisica (as{ como en TV color), sin embargo, los atributos considerados
son la luminosidad, la crominancia y la saturacién. La crominancia distingue la caracteristica de
“color” propiamente dicho en una determinada distribucién (a qué “color puro” se parece el color),
mientras que la saturacion se refiere a la pureza del color. En términos fisicos la luminosidad es
andloga a la amplitud de energia de la onda luminosa (o a la cantidad de fotones) por unidad de
tiempo. La crominancia es aniloga a la longitud de onda dominante y la saturacion a la relaciéon
entre la energia de la longitud de onda dominante y la energia total.

5.3 Aspectos Fisiologicos del Color

Muchas posibles distribuciones espectrales dan origen a sensaciones cromaticas idénticas. Si bien
por un lado es posible que estimulos idénticos produzcan percepciones distintas en algunos casos,
es también posible observar que estimulos radicalmente diferentes producen sistematicamente la
misma percepcion. Esta caracteristica del aparato visual humano se denomina metamerismo, y
es la que en definitiva determina que las sensaciones cromaticas puedan definirse con solo tres
parametros.

Dada una distribucién espectral de energia luminica en las frecuencias visibles, el sistema visual
humano detecta la energia total (luminosidad), la longitud de onda dominante (crominancia) y la
relacién entre la energia de esta dltima con la energia total (saturacidn), y en base a ésto se elabora
la sensacién visual. Si el estimulo visual no tiene una longitud de onda dominante, entonces se
percibe como luz acromdtica (blanca). De esa forma, es posible decir que cualquier estimulo
luminoso tiene una componente acromatica y una componente cromatica pura. La crominancia
es, entonces, la longitud de onda de la componente cromética del estimulo (excepto en algunos
casos que veremos mas adelante), y la saturacién es la relacién de energias entre la componente
cromatica y la acromética (ver Figura 5.1).
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Luminosidad
Relativa

0,7
verde

0.6

0% -‘
:: / \ rojo
0,2 l,
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0 m \\ Longitud
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Figura 5.2 Sensibilidad relativa de los receptores de la retina.

Los aspectos fisicos del color mencionados més arriba y los aspectos fisiolégicos humanos se
relacionan a través de la teoria triestimulo del color. Segin esta teoria, existen en la retina tres
tipos de receptores en los conos (células nerviosas sensibles a la luz) con sensibilidades centradas
a los 650nm. (10jo), 530nm. (verde) y 425nm. (azul) respectivamente, y cuya sensibilidad relativa
responde a las curvas de la Figura 5.2, obtenidas experimentalmente.

Luminosidad
Relativa

0.6 l
0.5 l
0.4 ’
0.3 \

0,2 \

0,1

Longitud
100 150 500 550 600 650 700 750 de Onda

Figura 5.3 Sensibilidad espectral del aparato visual humano.

La suma de las sensibilidades de cada receptor corresponde a la curva de sensibilidad total
del aparato visual humano (ver Figura 5.3). Lo importante del caso es que cualquier estimulo
cromético puede sintetizarse con una combinacién de luminantes rojo, verde, y azul (llamados por
ende los colores iluminantes primarios).

Este modelo de sintesis cromaética falla, sin embargo, en el caso de los colores complementarios
a los primarios (cyan, magenta, y amarillo, respectivamente), cuando estos ltimos se encuentran
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Figura 5.4 Refinamiento de las curvas de sensibilidad relativa, teniendo en cuenta la resp uesta
“negativa” de los receptores.

muy saturados. Esto quiere decir que un objeto de color magenta muy puro produce un estimulo
cromatico que no puede sintetizarse exactamente con luz roja y azul; con dichos iluminantes so-
lamente se podra producir un estimulo croméatico de la misma longitud de onda dominante, pero
con saturacién menor. Sin embargo, si el objeto magenta es iluminado con luz levemente saturada
con verde, entonces la sintesis puede efectuarse. Esto es equivalente a restar luz verde a la mezcla.
Del mismo modo un amarillo saturado podra sintetizarse sumando rojo y verde, y restando una
pequena proporcién de azul. Evidentemente la resta de luces no puede realizarse con los dispositi-
vos actuales (televisores o monitores), por lo que algunos colores muy saturados de la gama de los
complementarios a los luminantes primarios no pueden reproducirse con total fidelidad con dichos
dispositivos. Experimentalmente, sin embargo, esta deficiencia demuestra ser de una importancia
menor.

Conociendo la proporcién de sumas y restas necesarias para sintetizar cualquier color, (segin
la teoria triestimulo) la respuesta de los receptores especializados en la retina contiene una parte
negativa cuando la longitud de onda del estimulo corresponde aproximadamente a la longitud
de onda de su color complementario. Por ejemplo, los receptores del rojo tienen un maximo
a los 650nm. y un méximo negativo aproximadamente a los 470nm. (correspondiente al color
denominado cyan). Esto puede deberse a que los receptores especificos realicen una asimilacién
anabdlica en un caso y catabdlica en el otro. Las curvas que intentan reproducir este fenémeno se
muestran en la Figura 54 y fueron obtenidas por medio del andlisis de la sensibilidad de sujetos
videntes normalesy con problemas de percepcién visual en uno o més de los receptores (dalténicos
y otros cinco casos posibles).

5.4 El Diagrama CIEXY de Cromaticidad

Es posible suponer la existencia de una fuente luminosa cuya densidad de energia corresponda a
las curvas de sensibilidad de cada uno de los receptores. Por ejemplo, una fuente luminosa que
radie energia con un maximo alrededor de los 650nm. y con un méximo negativo alrededor de los
470nm. coincide con la curva de sensibilidad del receptor para el rojo. Dicho color se denomina
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iluminante X. Del mismo modo las curvas de los receptores verde y azul se corresponden con los
iluminantes Y, y Z, respectivamente. Es importante tener en cuenta, sin embargo, que estos colores
no se pueden crear fisicamente, y por lo tanto son “invisibles”. Podemos sin embargo pensar en
ellos como “primarios super-saturados”.

Los iluminantes X, Y y Z son tales que cada uno posee una funcién de distribucién de densidad
deenergia relativa en funcién de la longitud de onda. Sisuponemos el plano de los estimulos visuales
con luminosidad constante X+Y+Z=1, obtenemos en el mismo todos los estimulos cromaticos posi-
bles a una luminosidad total dada. Esto es, de los tres pardmetros podemos variar dos: la cromi-
nancia y la saturacién. La combinacién de ambos se denomina cromaticidad. Es posible, entonces,
construir diagramas planos con todas las cromaticidades posibles, denominados precisamente dia-
gramas de cromaticidad. Fueron estandarizados en 1930 por la CIE (Comision International de
I’Eclariage) y existen varios tipos, siendo el mds comin el XY, que representa el plano X+Y +7=1,
aunque el XZ tambien es utilizado.

Podemos observar la forma que asume el diagrama de cromaticidad CIEXY en la Figura 5.5.
El interior de la zona demarcada contiene todas las cromaticidades visibles por el ojo humano.
Los colores “puros” o con méaxima saturaciéon, que corresponde a una tnica longitud de onda, se
ubican en la parte curva de la frontera. La parte recta inferior de la misma corresponde a la linea
del magenta saturado (que no corresponden a una longitud de onda inica). A medida que nos
acercamos al centro los colores se vuelven menos saturados.

En la Figura 5.6 podemos ver otros detalles del diagrama. En la frontera del mismo estéd
marcada la longitud de onda asociada a un estimulo monocromético. Asi, por ejemplo, el punto
marcado con 580nm. corresponde a una radiaciéon amarilla saturada. También estd marcada en el
interior la curva de cromaticidad de la radiacién de un cuerpo negro en funcién de su temperatura
(denominada también curva de la tempertura cromdtica). Dicha funcién, conocida como ley de
Plank, predice que un ob jeto radia fotones cuya distribucién espectral es funcién de la temperatura.
Esta ley es la que permite, entre otras cosas, determinar la temperatura en la superficie de las
estrellas por la distribuciéon cromdtica de la luz que radian.

Por ejemplo, alrededor de los 1000K el color de la radiacién es un rojo intenso. Luego pasa por
el anaranjado (temperatura cromdtica de una vela) y el amarillo (temperatura de las ldmparas),
cada vez con menos saturacién, hasta llegar a un “blanco” aproximado a los 6500K. A mayores
temperaturas el color cromatico se va tornando azulado, hasta llegar al color de la radiacién de un
cuerpo a “temperatura infinita”, la cual es una radiacién de color azul verdoso poco saturado.

En el punto X:Y:Z:% se encuentra el denominado iluminante E, con igual energia a toda lon-
gitud de onda. Cerca del punto E se encuentra el iluminante D que corresponde aproximadamente
al color de la luz solar directa al mediodia, es decir, a la radiacién de un cuerpo negro a 6500K
—la temperatura cromatica del sol— filtrada por la atmésfera. Por debajo de ambos se encuentra el
iluminante C, que corresponde al color de la luz diurna (luz solar directa mds la reflejada por la
atmésfera).

Cada punto X, Y que yace dentro del area visible del diagrama representa una cromaticidad
Unica y diferente de las demds. La segunda ley de Grassman expresa que variar escalarmente un
estimulo cromdtico no afecta su cromaticidad. Esto es: si aumentamos o disminuimos la intensidad
de un estimulo, la cromaticidad del mismo, es decir, sus coordenadas en el diagrama XY no varian.
Esto equivale a decir que la intensidad luminosa L es “perpendicular’ al diagrama CIEXY y que
por lo tanto todo estimulo cromético puede representarse en un espacio LXY (ver Figura 5.7).

La tercera ley de Grassman nos permite establecer la cromaticidad resultante de la suma de dos

fuentes luminosas de cromaticidad conocida. En efecto, sean F1 y F2 dos fuentes luminosas con
sus respectivas intensidades y cromaticidades. El estimulo resultante F'; + F; se puede encontrar
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Figura 5.5 Diagrama CIEXY de cromaticidad.

por medio de su suma vectorial (ver Figura 5.8). Dicha suma vectorial proyectada sobre el plano
X+Y+Z=1 representa la cromaticidad de la suma de ambas fuentes. Esto quiere decir que la
cromaticidad resultante yacerd sobre la recta que una a las cromaticidades de los distintos com-

ponentes de la suma, estando mas cerca de uno o de otro segin sean las intensidades respectivas
(ver Figura 5.9).

Esto equivale a interpolar cromaticidades. La extrapolacion de colores es tambien factible.
Supongamos que hemos estimado la cromaticidad de un estimulo en el punto X y que lo suponemos

Computacion Grafica 99




Capitulo 5. EI Color en Computacién Grafica

0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8%

Figura 5.6 Escalas ttiles en el diagrama CIEXY de cromaticidad.

iluminado por el iluminante C (al cual consideramos entonces como luz blanca). Entonces podemos
estimar la longitud de onda dominante del color X trazando una recta desde C, pasando por X y
prolongdndola hasta intersectar la frontera del diagrama (ver Figura 5.10). Larazén de la distancia
de X a C con respecto a la longitud total del segmento es también una buena estimacién de la
saturacion del color X. Es importante destacar que esta determinacién depende de la condicién de
iluminacién en que ocurre el estimulo, es decir, si el iluminante tiene una temperatura cromética
diferente, entonces la percepcién de colores complementarios se modifica.
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Figura 5.7 Espacio cromdtico LXY.

Figura 5.8 Resultante de la suma de dos fuentes luminosas.

La representaciéon de gamas cromadticas es tambien sencilla en el diagrama CIEXY. La gama
cromdtica es el conjunto de todas las cromaticidades representables por un método de reproduccion.
Por ejemplo, los monitores o televisores tienen tres iluminantes primarios que corresponden a los
colores del fésforo de los tres haces electréonicos. La gama cromatica de tales dispositivos es, por
tanto, el interior del tridngulo determinado por los mismos. Un monitor tipico tiene fésforos que
producen luz saturada a 650nm., 530nm., y 425nm. La gama cromatica resultante se muestra en
la Figura 5.11. Este procedimiento se puede extender a casos con mas colores primarios, aunque al
trabajar con tintas la gama cromaética resultante puede no ser convexa, debido a que no se cumple
la linealidad de la combinacién de colores.

Computacion Gréfica 101




Capitulo 5. EI Color en Computacién Grafica

Figura 5.9 Proyeccién de la resultante de la suma de dos fiientes luminosas en el plano
X+Y+Z=1.

Figura 5.10 Estimacién de Ia longitud de onda dominante (crominancia) y de la saturacién
de un estimulo X dado.

5.5 Espacios Cromaticos

Los colores primarios de los monitores son entonces el rojo (C=650nm.; Y=0.3), el verde
(C=530nm.; Y=0.59), y el azul (C=425nm.; Y=0.11). La gama cromadtica que se puede obtener
con dichos primarios incluye todos los colores visibles excepto algunos amarillos, cyan y magentas
muy saturados. En las tarjetas gréficas, cada pixel tiene asignada memoria para representar los
tres primarios con una cantidad fija de niveles posibles, por ejemplo 64. De esta forma podemos
obtener directamente la representacion de cualquier color como suma de rojo, verde y azul, en el
denominado espacio cromdtico RGB (ver Figura 5.12).
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Figura5.11 Gama cromética de un monitor tipico.

Azul Cyan
(0, 0, 63) (0, 63, 63)
Magenta Blanco
{63, 0,63) {63, 63, 63)
Verde
{0,63,0)
Negra ]
(©,0,0) Rojo Amarillo
.09 (63, 63,0)

Figura 5.12 Espacio cromatico RGB.

Supongamos que un dispositivo tiene 64 niveles para cada primario (de 0 a 63). La gama
representable incluye a 64° = 256K colores posibles. Los colores neutros (grises) se ubican en la
diagonal entre el blanco y el negro, correspondiendo a valores de la forma (4, 4,¢). Los colores
saturados se ubican en la frontera mostrada en la Figura 5.13. Los restantes colores son no
saturados, y asumen alguna de las seis permutaciones de la forma (i,i + a,i + a + b), donde
0<i<63,0<a<63—iy0<b<63—i—a. Porlotanto, en el espacio RGB, los colores pueden
descomponerse en un gris (i, 4,7) sumado a un color saturado (0,a, a + b).

El espacio cromético RGB es adecuado para su representacién en el hardware, pero el usuario,
dado un color (i, j,k), no puede conocer intuitivamente el color resultante, su crominancia, lumi-
nancia y saturacién. Tampoco es directo cudl es el color complementario, cudl es el color saturado
de la crominancia, etc.
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Azul Cyan
Magenta
Verde
Rojo Amarillo

Figura 5.13 Representacién de los colores saturados del espacio RGB en el espacio LXY.

Una representacion similar a la RGB se utiliza en las impresoras color, donde los primarios son
los complementarios a RGB, es decir CMY. El pasaje de RGB a CMY es sencillo: Res K-C, G es
K-My Bes K-Y y viceversa, donde K es el negro. Esta conversiéon no se utiliza en la practica por
dos motivos. Primero, la gama de grises no es estable con respecto a los pigmentos. Esto quiere
decir que a distintas intensidades dominan distintos pigmentos. Segundo, la mezcla de pigmentos
no tiene las propiedades de la mezcla de luces. Esto quiere decir que la gama cromatica puede
no ser convexa, el “blanco” en el monitor puede no coincidir con el color del papel. Por ello las
impresoras utilizan pigmento negro para estabilizar la combinacién de pigmentos, denominandose
espacio CYMK al modelo de color resultante.

Dado que la estructuracion psicolégica de los estimulos cromaticos parece realizarse en funcién
de la crominancia, luminancia y saturacién, resulta natural utilizar a dichas dimensiones para re-
presentarlos. Esto da origen al sistema CSV. C (de crominancia) es un dngulo que generalmente
estd medido en una escala de 0 a 360 grados, con origen en el rojo y medido en sentido antiho-
rario. Por ejemplo un verde tiene crominancia 120 grados. El color complementario de C tiene
crominancia C + 180 grados. S (de saturacién) es una magnitud de 0 a 1, donde 0 representa
un color neutro (un gris) y 1 representa un color saturado (ver Figura 5.14). V (de “walor” o
luminancia equivalente) es una magnitud de 0 a 1, donde 0 es negro en cualquier condicién de los
otros pardmetros, y 1 es la maxima intensidad.

Por ejemplo, el verde que en RGB se representa (0,7 — 1,0), en se representa (120,1,1). De
esta forma, todos los colores representables se ubican en un cono, cuyo vértice inferior es el negro
y el circulo superior contiene todas las cromaticidades. El eje del cono es la escala de grises.

Para pasar del modelo CSV al RGB es necesario aplicar un algoritmo sencillo que aprovecha
las simetrias en dicho espacio. Si el color en CSV tiene saturacion cero, entonces devuelve el valor
equivalente de L en cada uno de los primarios RGB (es decir, un gris). Si el color tiene saturacién
mayor que cero, entonces, como vimos, es posible descomponerlo en un primario principal, uno
secundario y uno opuesto. La determinacién de cudl de los primarios RGB cumple cada uno de
esos 1oles se determina segin el “sexto” del circulo de crominancias en que esté el color. Asi, una
crominancia de 70 grados, por ejemplo, tiene al verde como principal, al rojo como secundario y
al azul como opuesto, etc. En total son seis casos.
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Negro

Figura5.14 Espacio cromético CSV.

La intensidad del primario principal es el valor equivalente de V, mientras que la intensidad
del color opuesto es dicho valor multiplicado por (1-S). Es decir que si la saturacién es maxima, la
intensidad del primario opuesto es cero. La intensidad del secundario depende también de lo cerca
o lejos que el color esté del “sexto” del circulo correspondiente. Asi, la intensidad del rojo para
una crominancia de 70 grados es mayor que para una crominancia de 110 grados.

El procedimiento mostrado en la Figura 5.15 efectta dichos cdlculos, recibiendo como entrada
los valores de ¢ como un angulo de 0 a 360 grados, y de vy s como escalares entre 0 y 1. El pasaje
de los valores r, g, b de salida se hace por referencia para facilitar el uso del procedimiento,

aunque lo correcto hubiera sido definir tipos de datos para color en CSV y en RGB y escribir el
algoritmo como funcion.

Es posible encontrar el procedimiento que transforma un color de RGB a CSV por medio de
la misma relacién. El valor es la transformacion a [0,1] de la intensidad del primario en RGB més
intenso (el principal). La saturacién es el cociente entre el menos intenso (el opuesto) y el més
intenso, y la crominancia estd determinada por el principal y el secundario. Por ejemplo, si el
principal es azul y el secundario es rojo, entonces el dngulo base de la crominancia es 240 grados.
A medida que el rojo es mas importante, se suma a dicha base un dngulo de 0 a 60 grados.

5.6 Representacion de Color en Computacion Grafica

El color en las tarjetas graficas, como vimos, se representa por medio del espacio cromatico RGB
(ver la Seccién 2.1). Esto significa que el color de cada pixel se representa por medio de una terna
de valores de las componentes en rojo, verde y azul, respectivamente, que tiene dicho color. Si
cada pixel tiene asignada memoria para sus componentes RGB, se trata del modo true color. En
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procedure csvrgb(c,s,v:real; var r,g,b:integer);
var X,y,Z,i,vv:integer;

f:real;
begin
1:=255%1; % luminancia de [0,1] a [0..255]
if s=0 then begin % color no saturado
r:= g:= b:= trunc(v);
end
else begin
i:=trunc(c/60) ; % determinar el sexto del circulo
f:=c/60-1; % cerca del comienzo o del final
x:=trunc(v*(1-(s*f))); % comienzo
y:=trunc(v*(1- (sx(1-£)))); % final
z :=trunc(v*(1-s)); % opuesto
vv:=trunc(v); % principal
case i of % cual simetria
0: begin r:=vv; g:=y; b:=z; end;
1: begin r:=x; g:=vv; b:=z; end;
2: begin r:=z; g:=vv; b:=y; end;
3: begin r:=z; g:=x; b:=vv; end;
4: begin r:=y; g:=z; b:=vv; end;
5: begin r:=vv; g:=z; b:=x; end;
end;
end;
end ;

Figura 5.15 Transformacién del espacio CSV a RGB.

cambio, si el pixel guarda un indice a una entrada en una tabla de colores donde esta definido el
color del cual estd pintado el pixel, estamos en modos graficos mas econdémicos.

En dichos modos, el seteado del indice del color de un pixel se efectiia por medio de la sentencia
putpixel(x,y,c), mientras que asignar una entrada en la tabla de colores se realiza por medio de
la sentencia setrgbpalette (c,r,g,b). En dicho modelo se utiliza la sentencia putpixel (x,y,c)
para acceder al buffer de pantalla y setear el pixel en la posicién x, y con el indice de color c,
con x, y, c de tipo word. En los modos gréficos VGA y super VGA, los pardmetros r, g, b son
de tipo word, pero se truncan los dos bit menos significativos, dado que el rango efectivo de cada
componente es de 0 a 63. Por lo tanto es conveniente utilizar una aritmética dentro de dicho rango
para representar los colores, y multiplicar por 4 en el momento de la llamada.

Los modos graficos VGA y SVGA permiten definir en general 256 colores simultdneos (la
“paleta” grafica) de entre 256K colores posibles. Estas posibilidades pueden ser, en algunos casos,
poco satisfactorias, no solo porque la paleta sea limitada, sino porque los colores son definibles con
poca precisién en algunos casos. Si bien el ojo humano detecta aproximadamente 350.000 colores
diferentes (y es capaz de distinguir aproximadamente 50.000 en forma simultdnea), esta sensibilidad
no es uniforme en todo el espacio cromatico, sino que es mucho mayor en ciertas &reas (por ejemplo
en el gje naranja-violeta) y mucho menor en otras (por ejemplo en el eje magenta-verde).
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Esto quiere decir que el ojo detecta a simple vista una gran diferencia entre los colores
(63,63,0) v (63,63,1) o (63,62,0), por ejemplo, pero no detecta diferencias entre (0,63,0) y (0,62,0)
o (0,62,1) y probablemente tampoco con (5,63,5)! De los 256K colores definibles, miles de ellos
son idénticamente percibidos, mientras que otros no se representan con una fidelidad adecuada.
En otras palabras, el espacio RGB es una forma muy ineficiente de representar colores porque la
informacién esta codificada de una manera muy “despareja” con respecto a la capacidad del ojo.

En los modos graficos true color el problema se soluciona con un costo muy grande (3 bytes
por pixel es mucho mas de lo necesario). Sin embargo, hay personas con visién cromética muy
sensible que siguen encontrando diferencias de matiz entre colores contiguos en la gama del amarillo-
anaranjado y del violaceo. Probablemente la mejor solucién hubiera sido contar con tecnologia CSV
en las tarjetas graficas, dado que la conversiéon al RGB del monitor se puede hacer dentro de la
controladora de video.

5.7 Paletas Estaticas y Dinamicas

En muchas circunstancias la capacidad de manejo de colores en las tarjetas gréaficas estd restringida
a una paleta de 256 colores simultdnecs. Esto puede deberse a varios factores. Por ejemplo, puede
ser necesaria la mayor resolucién posible, y sin una cantidad de memoria adecuada para el frame
buffer puede no ser suficiente para soportar el modelo true color. Puede ocurrir también por
limitaciones tecnoldgicas (tarjetas o monitores obsoletos, falta de drivers, etc.). La limitacién en
la cantidad de colores simultaneos se sobrelleva, en general, con un esquema cromético que utiliza
una paleta con los 256 colores mas significativos de la imagen. Estos 256 colores son obtenidos
durante la generacién de la misma (generalmente con histogramas y técnicas de separacién), por
lo que las paletas se denominan dindmicas.

Sin embargo, en un sistema grafico de propésito general el esquema dindmico de paletas puede
ser inadecuado cuando se desea manejar dos o mas imagenes desarrolladas independientemente,
porque cada una de ellas reclamara lo que considera que son los colores mas adecuados. El sistema
tiene que llegar a una solucién de compromiso, sacrificando algunos de los colores de cada una de las
imédgenes. Esto produce como resultado un deterioro impredecible en la calidad gréfica. Al mismo
tiempo, una paleta dindmica resulta inaceptable en aplicaciones interactivas, porque al modificar
cualquier propiedad de la escena (el agregado de un nuevo objeto, los atributos de un objeto ya
dibujado, las condiciones de iluminacién, etc.) se requiere el recdlculo de los histogramas de la
escena completa, y el redibujado completo de la misma, lo cual insume un tiempo muy grande.

En las paletas estdticas, por su parte existe un esquema cromatico predefinido. Es decir, se
define de antemano un conjunto de colores adecuados para graficar cualquier escena, en cualquier
condicién de iluminacién y bajo cualquier algoritmo. Los resultados graficos tienden a ser de menor
calidad. Sin embargo, la calidad de las imagenes, una vez graficadas, no se deteriora con el ulterior
agregado de otras imédgenes. Al mismo tiempo, la referencia al indice de color que corresponde a
cada pixel puede calcularse a partir del color que deberia corresponder al mismo. De esa forma, la
imagen es graficada al mismo tiempo que es computada, sin un costo adicional debido al manejo
de color.

Un esquema estético de color ubica el indice de color con el que corresponde colorear un pixel en
funcion del color reclamado por el modelo de iluminacién, y los colores més cercanos disponibles
en la paleta, probablemente por medio de interpolacién. En el Capitulo 7 estudiaremos cémo
funcionan los modelos de iluminacién. Supongamos ahora que para un punto p de cada cara en la
escena se computan ecuaciones que determinan la componente del color para cada primario RGB.
Cada pixel de cada cara reclamard un color determinado, es decir, una terna de reales (R(p), G(p),
B(p)). Esta terna debe transformarse a una terna (R,G,B) dentro de la aritmética de la tarjeta
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procedure inicializar_paleta();
var rojo : array[0..5] of integer
verde : array[0..6] of integer
azul : array[0..5] of integer
r,g,b : integer;
begin
forr :=0 to 5 do
for g := 0 to 6 do
for b := 0 to 5 do
setrgbpalette(42*r+6%gt+b, 4*rojo[r], 4*verdel[gl, 4*azull[b]);
end;

(0, 20, 32, 45, 55, 63);
(o, 15, 22, 30, 40, 50, 63);
(0, 25, 35, 45, 55, 63);

Figura 5.16 TInicializacién de la paleta estatica.

grafica. Al mismo tiempo, los valores de (R,G,B) deben estar asociados a uno de los indices de
color disponibles.

Una forma de disenar paletas estaticas proviene de las siguentes consideraciones. Normalmente
las tarjetas representan la intensidad de cada primario con una precision de 6 bit en una escala
entera de 0 a 63, lo cual permite 256K combinaciones de colores. De dichos 256K colores, es
necesario elegir los 256 mas representativos para un uso general. Mas atn, deben ser elegidos de
manera tal que cualquier aplicacién grafica que reclama un color no existente en la paleta, pueda
encontrar rapidamente el indice de un color perteneciente a la paleta que sea el mas adecuado
para reemplazarlo. Es necesario, entonces, elegir un subconjunto de las 64 intensidades permitidas
para cada primario, de modo tal que el producto de la cantidad de elementos en cada conjunto sea
menor o igual que 256. En los modos graficos de 64K colores (conocidos como hi-color), se utiliza
una particién en 32 x 64 x 32, asignandole mayor resoluciéon cromética al primario verde, dada la
gran sensibilidad del ojo al mismo. Pero en nuestro caso, combinaciones como 8 X 8 x 4 quedan
eliminadas, porque 4 intensidades posibles para un primario es un valor demasiado pequenio, ain
para el primario azul. La combinacién que empiricamente resulté ideal fue 6 x 7 X 6, ya que
su producto es 252, es decir, desaprovecha solamente 4 indices de color, y representa una buena
soluciéon de compromiso.

De esa forma, se eligen 6 intensidades permitidas para los primarios rojo y azul, y 7 para el
primario verde (que es para el cual el ojo humano es més sensitivo). De esa manera, el espacio
RGB de la tarjeta queda “cuantizado” en 150 prismas rectangulares, y todos los colores repre-
sentables que caen dentro de un mismo prisma se coercionan al valor del vértice mas cercano. La
determinacién de los 6x7x6 valores se debe realizar en forma experimental, teniendo en cuenta la
correccién-y del monitor utilizado. En un determinado monitor (un NEC MultiSync 3D) para una
posicién adecuada en las perillas de brillo y contraste, los resultados elegidos fueron rojo = (0,
20, 32, 45, 55, 63), verde = (0, 15, 22, 30, 40, 50, 63) y azul = (0, 25, 35, 45, 55, 63). Debemos
recordar que en este modo grafico, es posible dar un valor entero de 0 a 63 a la intensidad en cada
primario (ver Capitulo 2).

Laestructura dela cuantizacion del espacio RGB elegida resulta ser muy practica en el momento
de encontrar el color con el cual pintar un pixel. Antes de ejecutar la graficacién, es decir, como
paso de inicializacién de la interfase, se almacena la paleta en la tabla de colores de la pantalla.
Esto se efectiia con el procedimiento mostrado en la Figura 5.16.
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Figura 5.17 Paleta estdtica sin y con dithering aleatorio.

Cuando es necesario graficar un pixel de un color R, G, B arbitrario, se buscan los valores 7, g,b
tales que rojo[r], verde[g], azul [b] sean los valores mas cercanos, y luego se grafica el pixel
con el indice de color 42*r+6*g+b. Por ejemplo, si el modelo de iluminacién reclama un color
(35,42,48), se ubican r=2, g=4, b=3 y se grafica el pixel con el indice de color 111. Con este
esquema se produce el efecto de “bandas de Mach” cuando se pintan areas contiguas con colores
parecidos. Este efecto es producido por la capacidad del ojo de amplificar localmente pequenas
variaciones cromaticas, lo cual le permite, entre otras cosas, reconocer los bordes y las formas de los
objetos. Sin embargo, el efecto que producen las bandas de Mach al utilizar esta paleta de colores
es indeseado (ver Figura 5.17). Pero a diferencia de lo que sucede con las paletas dindmicas, en
nuestro esquema es posible utilizar una técnica de dithering aleatorio, es decir, se puede “perturbar”
aleatoriamente un color dado cambiandolo por alguno de sus vecinos mas préximos en la paleta.
Esto es asi porque en nuestro modelo, dado un determinado color de la paleta, es posible ubicar
rapidamente a sus colores vecinos, los cuales, ademds, son muy similares.

Una forma muy econémica de producir este efecto consiste en perturbar para cada primario la
cuantizacion elegida. Si para el primario R se reclama un valor R, el cual estd comprendido entre
rojol[r] y rojo[r+1] se perturbard la eleccién del valor r o r+1 en la generacién del indice de
color asociado al pixel (lo propio se efectia con los otros dos primarios). Para ello se genera un

numero aleatorio rnd uniformemente distribuido entre 0 y 1. Si rnd > Wﬁ"]{ﬂfm se utiliza
r+1, y en caso contrario se utiliza r. En el ejemplo mencionado més arriba, la eleccién para la
cuantizacién del rojo estd circunscripta a los valores predefinidos 32 o 45. Como 35 es mds cercano
a 32 que a 45, la probabilidad de que se utilice dicho valor es mayor a la de utilizar 45. De esa
manera, se transforma el aliasing cromético producido por la baja frecuencia de muestreo en un
ruido uniforme (ver Figura 5.17).
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5.8 Ejercicios

1. Implementar tipos de datos para representar colores en los espacios RGB y CSV en precision
real, y en el espacio RGB con la precisién de la tarjeta grafica. Implementar los algoritmos
de conversion entre espacios cromaticos.

2. Determinar experimentalmente en qué cromaticidades el ojo es menos sensible o més sensible
a cambios croméaticos. Determinar aproximadamente la distancia entre diferencias apenas
perceptibles, es decir, cuinto es necesario alterar la definicién de un color hasta que se
distinga que hay una diferencia.

3. Implementar la paleta estatica descripta en este capitulo, y graficar un rectangulo pintando
todas las cromaticidades para una luminosidad dada (por ejemplo, recorrer los colores del
arco iris de izquierda a derecha, y las saturaciones de arriba abajo). Pauta: asignando C ala
coordenada z y S a la coordenada y del rectangulo (con las debidas escalas), se genera una
secuencia bivariada CSV.

5.9 Bibliografia recomendada

Los aspectos fisicos y fisioldgicos del color asi como los elementos de la teoria de color, las deter-
minaciones experimentales y los diagramas cromdticos pueden consultarse en [17] o en [65]. Una
referencia adecuada para colorimetria, espacios cromaticos CIE, sensibilidad del ojo, etc. es [81].
La descripcion del manejo de colores en el hardware, la representacién de los espacios cromdticos y
los algoritmos para convertir colores de una representacién a otra figuran en el Capitulo 13 del libro
de Foley et. al. [33]. En [31] se describe la relacién entre el espacio CLS y los nombres asociados
a los colores. Pueden conocerse y compararse los diversos espacios croméaticos y sus ventajas en el
trabajo de Schwarz et. al [75].

Es interesante consultar algunas técnicas para el diseno de secuencias de colores, porque muchos
de los problemas discutidos en este Capitulo deben resolverse también en esos casos. Recomen-
damos consultar los trabajos de P. Robertson [72, 73] y M. Stone [76, 77]. En [47] se discute el
problema del muestreo en los espacios cromaticos. También se pueden conocer los detalles para la
calibracién de monitores en el trabajo de W. Cowan [22].

La paleta estatica aqui descripta fue presentada en [25]. Hay otros acercamientos posibles, por
ejemplo el presentado por P. Heckbert [49] o el de M. Gervautz [39]. La construccién de paletas
dindmicas es una técnica compleja, donde cada autor presenta ideas de un modo diferente. Re-
comendamos consultar el trabajo de A. Voloboj [82]. Otros principios relacionados con la eleccién
de colores pueden consultarse en [64].
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Capitulo 6. Computacién Grafica en Tres Dimensiones

6.1 Objetivos de la Computacion Grafica Tridimensional

Como menciondramos en la Introduccién, la Computacién Grafica tridimensional represent6 el
primer cambio de paradigma en la disciplina. Se pasé del objetivo de la obtencién de “graficos” al
objetivo de representar un “mundo virtual” como si fuese visto desde una ventana determinada por
el monitor de la computadora. Por lo tanto, laidea esencial en este Capitulo es comenzar el estudio
de las técnicas que permiten representar graficamente las imagenes con un grado de realismo que
permita la percepcién o visualizacion de objetos tridimensionales.

La buisqueda del realismo tridimensional produjo durante la década del ‘70 el desarrollo de un
conjunto de técnicas que permiten, gradualmente, una representacién mas adecuada de entidades
graficas en un mundo tridimensional virtual en el que ocurren efectos de iluminacién, atmésfera,
interacciones, etc. (consultar en [2] un panorama de dichas técnicas y las referencias bibliogréficas
a los trabajos originales). Podemos citar, por ejemplo:

Proyeccién perspectiva: Es una técnica geométrica que representa la tercera dimensién (pro-
fundidad) como un factor de escala que afecta a las otras dos dimensiones, en funcién de
la posicién de un observador o “cdmara”. Se basa en un modelo simplificado del compor-
tamiento geométrico de la luz en el ojo. Fue desarrollada en el Renacimiento por pintores
como Durero, que buscaban salir del modelo artistico medieval.

Uso del color: También es una técnica desarrollada por pintores. Es otra de las maneras de
representar profundidad, alterando el color de los objetos alejados en funcién de la misma
(por ejemplo, haciendo que se vean més grises y oscuros).

Eliminacién de las lineas y caras ocultas: Es una técnica indispensable, dado que las partes
“no visibles” de las entidades graficas molestan y confunden si son graficadas. Sin embargo,
dada la enorme dificultad para encontrar algoritmos eficientes de cara oculta, los sistemas
graficos tridimensionales se valen usualmente de técnicas ad hoc y simplificaciones.

Modelos de iluminaciéon y sombreado: Aqui la palabra “sombreado” se refiere al inglés
shading que representa la alteracién de los tonos cromaticos para dar idea de mayor o menor
iluminacién, y no a shadowing que representa la proyecciéon de sombras de un objeto sobre
otro. Los modelos de iluminacién plantean la existencia de fuentes de luz ubicadas en el
espacio, y de un modelo de reflexiéon por parte de los objetos. Esto determina que el color
de los mismos varia en funcién de su posiciéon y de la ubicacién de la cAmara.

Visién estereoscépica: Se producen dos perspectivas, levemente desplazadas, de modo que
los ob jetos sean percibidos por cada ojo como si estuviesen “detras” de la pantalla. En la
mayoria de las personas ésto produce que el sistema visual reconstruya la percepcién de una
situacién tridimensional (como también sucede con los estereogramas de punto aleatorio).

Modelos cinéticos y animacién: Es la culminacién del modelo paradigmético de la Com-
putacién Gréafica 3D con realismo. Se programan caracteristicas cinéticas para los objetos de
modo que se vean con la ilusién de un movimiento. Esto también ayuda a la interpretacién
y comprensiéon adecuada de la escena.
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6.2 Transformaciones y Coordenadas Homogeneas

Generalizando lo visto en 2D, un punto en el espacio 3D homogéneo serd un vector columna

Las transformaciones en 3D son muy similares a las transformaciones en 2D. Esencialmente hay

que agregar una filay una columna a las matrices para representar la nueva coordenada de nuestras
entidades. De esa manera tenemos que una matriz de escalamiento es

"m"‘ [e 0 0 O z

!

r_ . v | ey 0 0} [yl

p = E - p, es decir, , = e 0 J
1

HElExsin

Ahora debemos tener en cuenta que nuestro espacio puede rotar alrededor de tres ejes (la
rotacién en 2D es implicitamente rotar el espacio bidimensional del plano zy alrededor del eje z).
La rotacién un dngulo 6 alrededor del eje x se representa como

a’ 1 0 0 07[=
R -2
1 0 0 o 1]1[1

183

La rotacién un angulo 8 alrededor del eje y es:

rz' 7 [ cosd 0 —senf 07T x ]
/
I . ¥y | 0 1 0 0 y
P =Ry -p; es decr, 2] | sen 0 cosf O z
L 1 ] L 0 O 0 1111 ]
Por ltimo, la rotacién un angulo 6 alrededor del eje z es:
raz' 7 rcosl —senf 0 07T x 7]
/
p' =R, -p, es decir, g, = 86619 0059 (1) 8 ?zJ
L 1 ] L O 0 0 1fJL[1 ]

Al igual que en 2D, es posible representar la traslacién z’ =t + z,y =ty + 4,2 =t.+ 2 con
una matriz de transformacién:

-]

/

p' =T -p,es decir, Z, =
1

cor~o
orRo o

SH g
| I —

Toda otra transformacién afin puede representarse en términos de una composicion de estas
transformaciones basicas. Por ejemplo la transformaciéon T que rota por 6 alrededor de un eje
paralelo al eje = se representa por una matriz que se obtiene con los siguientes pasos (ver Figura
6.1):
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A 7 A 7
eje de rotacion ﬁ?
x 2 Traslacidn x
A 7 A 7
m % j_/// X
Rotacidn Trazlacion

Figura 6.1 Rotacién alrededor de un eje paralelo al eje x.

. Se trasladan los objetos con una matriz de traslaciéon T, de modo que el eje de rotacién sea

el eje z = 0.
Se rota un dngulo 6 con respecto al nuevo eje  con una matriz 7.
Por dltimo se trasladan los objetos a su posicién original con Tt_l =T_;.

La transformacién buscadaes T =T - Ty - T%.

Si debe hacerse una rotacién alrededor por un dngulo « alrededor de un eje arbitrario, entonces

la secuencia es un poco mas compleja:

114

. Se trasladan los ob jetos con una matriz de traslacién T; de modo que el eje de rotacion pase

por el nuevo origen de coordenadas.

Se rotan los objetos un dngulo 6, con respecto al nuevo eje x con una matriz T, de modo
que el eje de rotacion pertenezca al nuevo plano zz.

Se rota un angulo 6, con respecto al nuevo eje y con una matriz T, de modo que el eje de
rotacién se transforme al eje z.

Rotar un dngulo « alrededor del nuevo eje z (que, como vimos, coincide con el eje de rotacién)
con una matriz 7',

Se rota un dngulo 6_, con respecto al nuevo eje y con una matriz T@l =T ry.
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6.3. Proyecciones y Perspectiva

. /
Objeto _—

Plano de proyeccién

Proyector — 0(%0, Yos 2o)

\

_—

P(xp, yp) //
/./
//Pﬁ)yeccién

Figura 6.2 Esquema de una proyeccién geométrica planar.

6. Se rota un dngulo #_, con respecto al nuevo eje x con una matriz Tt = T .
7. Por dltimo se trasladan los objetos a su posicién original con Tt_1 =T,

8. La transformacion buscada es T =T ;- Tz - Ty - Trz - Try + Trg - 1.

6.3 Proyeccidénes y Perspectiva

Una proyeccion abstractamente es una operacién en la cual se reduce la cantidad de dimensiones
de una entidad. En Computaciéon Gréafica se utilizan normalmente las proyecciones geométricas
para representar en 2D los objetos cuyo modelo es de 3D. Una proyeccién geométrica consiste en
hacer pasar ejes proyectores por el objeto a proyectar, encontrando su interseccién con una entidad
de proyeccién, normalmente una variedad diferenciable o superficie (ver Figura 6.2).

Sila proyeccién se realiza sobre un plano, entonces la proyeccién geométrica se denomina planar.
Si ademés los ejes proyectores son paralelos entre si, entonces la proyeccién se denomina paralela
(ortogonal u oblicua). En cambio, si los proyectores convergen sobre un foco, la proyeccién se
denomina perspectiva (ver Figura 6.3).

Las proyecciones ortogréficas son muy utilizadas en el dibujo técnico, dado que representan la
tercera dimension conservando las distancias. Esto hace que los diagramas mantengan una escala
uniforme en todas sus dimensiones y que por lo tanto sean més faciles de interpretar y utilizar
(por ejemplo en planos). El sistema multivista consiste en hacer pasar ejes paralelos a los ejes del
sistema de coordenadas entre las entidades a proyectar y planos paralelos a los planos del sistema
de coordenadas.

Como veremos, esto equivale a ignorar la coordenada respectiva. Por ejemplo, hacer pasar ejes
paralelos al eje z por un plano paralelo al plano xy, conserva las componentes en z e y de las
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Proyecciones
geométricas
planares
Proyecciones .
paralelas Perspectiva
[ ) 1 5 3
Ortograficas Oblicuas punto Dtos bustos
Axonomé-
Multivista tricas ) )
(Monge) (Isodi,tri- Cavallier Cabinet
métricas)

Figura 6.3 Distintas clases de proyecciones geométricas planares.

entidades proyectadas, pero descarta la componente z (ver Figura 6.4). Es decir,

Tp =Los Yp = Yo

y por lo tanto la operacién de proyeccién se puede representar por medio de una matriz (denominada
matriz de proyeccién):

z, 100 07 [%]
p=p,-0,esdecir, | y, |=]0 1 0 0 ZZ/" .
h 0 0 0 1 {fJ

Normalmente se adopta la convencién de que la proyeccién se efectiia sobre el plano del window

(probablemente en NCS), por lo que es necesario pasar de las coordenadas homogenéas a las
coordenadas del window:

x y
w=—hﬁ, y=—;f-,

y por ultimo al viewport por medio de la transformacién de windowing adecuada.
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p(fgm Yp) O(wg,yo,zo)

R

Plano de proyeccién

= window

Figura 6.4 Proyeccién ortografica.

Las proyecciones axonométricas (isométrica, dimétrica y trimétrica), son similares a las or-
tograficas, pero posicionan el plano de proyeccién en forma alabeada a los planos del sistema de
coordenadas. Como los ejes proyectores son perpendiculares al plano de proyeccién, entonces los
ejes dejan de ser paralelos a los ejes del sistema de coordenadas.

De esa manera, ubicando un plano de proyeccién en un lugar adecuado, es posible obtener en
una unica proyeccién toda la informacién necesaria, algo que con las proyecciones ortograficas es
dificil y requiere varias vistas. Las proyecciones oblicuas, en cambio, hacen pasar ejes proyectores
en forma oblicua por el plano de proyeccién, el cual sigue siendo paralelo a los planos del sistema
de coordenadas. En ambos casos, se respeta la uniformidad de distancias en los tres ejes, aunque
cada uno de ellos tiene una escala diferente.

Para la Computaciéon Grafica, la proyeccién perspectiva es de mayor utilidad porque, si bien de
una manera limitada, produce un efecto geométrico similar al efecto visual en el ojo humano. La
perspectiva consiste en hacer pasar los ejes proyectores entre el objeto a proyectar y un punto
distinguido, denominado foco en el dibujo técnico, y observador, punto de vista o cimara en
Computacién Gréfica.

En la literatura es comun encontrar planteos muy diversos (e innecesariamente complejos) para
describir la perspectiva en términos de una transformacion. Esto es asi dado que es posible ubicar
el plano de proyeccién y el foco en diversos lugares del espacio del mundo. Nosotros aqui em-
plearemos una técnica que simplifica enormemente la matriz resultante y los cdlculos involucrados.
Suponiendo que el plano de proyeccién es el plano zy, y que el observador estd en (0,0, —1) mi-
rando hacia la direccién positiva del eje z (ver Figura 6.5), entonces es posible plantear la siguiente
semejanza de tridngulos:

Lo
T, = 1

Lo mismo se efectia para la coordenada y:

Yo
z,+ 1

Yp =
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0(Zo, Yo, Z0)

»>
| o

. > 2

(0,0, —1) N
\:1:

Plano de proyeccién

= window

Figura 6.5 Eleccién particular del plano de proyeccién y del foco para la proyeccién perspec-
tiva.

Una forma de combinar la divisién en la perspectiva con el pasaje de coordenadas homogéneas
a comunes es utilizar la siguiente matriz de perspectiva:

z, 100 0] [%]
p=p, o esdeci, | y |[=|0 1 0 0 Yo 1
h 00 1 1 V{’J

y luego se pasa de las coordenadas homogeneas a las coordenadas del window:

LT T U Yo
T h T o+l Y= h = 2 +1

En el uso de la perspectiva es necesario realizar algunas consideraciones practicas, dado que
luego deben ejecutarse los algoritmos de cara oculta. Normalmente se realiza primero la transfor-
macién perspectiva sin proyeccién (es decir, sin eliminar la coordenada z) con una matriz

1 0 00
[ 01 00 -l
00 1 07"
[ 00 11 J
Esta matriz puede premultiplicarse a todas las demds matrices de transformacién, lograndose el

pasaje del espacio del mundo (en el cual el drea visible es un sélido con forma de pirdmide truncada
denominado “frustum”) a un espacio en el cual el drea visible tiene forma cibica (ver Figura 6.12).

Como veremos en la Seccién 6.5, luego de la perspectiva, el clipping es mas sencillo porque los
planos de cipping del nuevo espacio son paralelos a los ejes. Es necesario efectuar clipping con el
plano z =0 a fin de eliminar las partes que quedan “por delante” del plano de proyeccion, lo cual
produciria un efecto inadecuado.

Al retener la coordenada z de los puntos transformados, es posible utilizar esta informacién
para los algoritmos de cara oculta. Por ejemplo, los algoritmos basados en prioridades utilizan el
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valor de dicha coordenada para ordenar las caras y de esa manera obtener el resultado deseado.
Una vez efectuadas las manipulaciones necesarias, en el momento en el que se debe graficar una
entidad, se efectiia una proyeccién paralela (es decir, se descarta la coordenada z).

La premultiplicaciéon de todas las matrices involucradas en la tuberia de procesos graficos en
3D (ver Figura 6.13) tiene la siguiente forma:

ez T T 1z
’- Tooey, Tty -I
[ ror e, t J ’
Pz py b, €n
donde los factores e,, ¢, y e, son factores de escala para las respectivas coordenadas, mientras
que e, es un factor de escala global que altera la coordenada homogénea. Todos los factores r
producen rotacién o inclinacién de algin tipo. Los factores ¢z, t, y t. producen traslacién segin
las coordenadas respectivas, y los factores p,, p, y p,, por dltimo, producen una perspectiva
(sin proyeccién) en la cual la escala es afectada inversamente por las coordenadas respectivas.

Dependiendo de cudntos de estos factores sean no nulos, es el tipo de perspectiva (1 punto de fuga,
o 2 puntos, o 3, ver Figura 6.3).

6.4 Primitivas y Estructuras Graficas

La manera de estructurar las entidades gréficas en 3D sigue los mismos lineamientos generales
que en 2D. Es posible realizar modelos de ob jetos relativamente complejos (mobiliarios, edificios,
etc.) utilizando solamente instancias de cubos. La tnica diferencia, de gran importancia, es que
es necesario observar una metodologia méas disciplinada para describir los objetos primitivos.

Como ya mencionaramos, la eliminacion de lineas y caras ocultas es indispensable para lograr el
realismo, y segtin veremos al final de este capitulo, los algoritmos que realizan estas tareas requieren
una rapida y correcta identificacién de determinadas caracteristicas geométricas de las entidades
graficas. Lo mismo sucede con los modelos de iluminacién y sombreado. De esa manera, en el
momento de graficar una entidad, puede ser necesario ubicar el normal de sus caras, las aristas y
vértices que concurren a las mismas, etc. Si todas estas determinaciones debieran realizarse por
biisqueda, el tiempo de ejecucién seria prohibitivo.

Por lo tanto, se recurre a describir las primitivas segiin un orden arbitrario pero estricto. Por
ejemplo, dado el cubo de la Figura 6.6, numeramos sus vértices de modo que su ubicacién en
su propio espacio intrinseco esté relacionado con el indice del vértice. Luego buscamos que cada
cara contenga la secuencia de vértices (ordenada por ejemplo en sentido antihorario si es vista
desde afuera). Esto permite encontrar rapidamente la secuencia de aristas para dibujar la cara,
y también permite encontrar el vector normal, dado que el mismo es el producto vectorial de dos
aristas cualesquiera. Por ejemplo, el normal a la cara 1 es (v7 — v5) x (v8 — v7). Otra posibilidad
es precalcular los normales y utilizar las matrices de transformacién corriente para transformar
los normales. Por ultimo, puede ser de gran utilidad poder determinar cudles son las caras que
concurren a un vértice sin tener que recorrer la estructura.

En la Figura 6.7 observamos las declaraciones de tipos para una representacién como la men-
cionada. Al igual que en el Capitulo 3, las entidades estructuradas se representan por medio
de un registro variante, que puede apuntar tanto a un cubo o, recursivamente, a un (sub)objeto
estructurado.

Dado un objeto estructurado en 3D, el algoritmo para graficarlo se basa en una recursién, cuyo
caso base ocurre cuando el objeto es un cubo. En dicho caso, se premultiplica la matriz de instancia
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Uy , Ug

V6

& > Cara 1

P

vy & Us

Figura 6.6 Descripcién ordenada de un cubo.

type
cubo = array [1..8] of punto;
transf = array [0..3] of array [0..3] of real;
entidades = (cubs,defis);
defi = array[0..9] of “objeto;
objeto = record
t: “transf;
case tipo:entidades of
defis:(d:"defi);
cubs: (c:"cubo);
end ;

Figura 6.7 Declaraciones de tipos para representar objetos estructurados en 3D.

del cubo (dénde debe aparecer, con qué tamafo, rotacién, etc.) por la matriz de transformacién
“corriente”, recibida por pardmetro. Esta ultima transformacién actiia como pila, seglin veremos.
Con la matriz producto obtenida, se transforman los ocho vértices del cubo, y se grafican las doce
aristas del mismo, siguiendo el orden correspondiente a su definicién (por ejemplo, la mostrada en
la Figura 6.6).

Si el objeto no es un cubo, entonces estd estructurado a partir de subobjetos. En dicho caso, la
parte recursiva del algoritmo aplica la matriz de instancia del objeto a cada subobjeto, y se llama
recursivamente para cada subob jeto con la nueva matriz, la cual hace de matriz “corriente” de todos
ellos. El procedimiento debe necesariamente terminar en el graficado de cubos (ver Figura 6.8).
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procedure graf_cub(o:objeto;at:transf);
var t,tl:transf;

cu,c:cubo;
i:integer;
begin
t:=0.t7;
cu:=o0.c”;
matprod(t,at,tl); {preproducto por matriz corriente}
for i:=1 to 8 do begin
cli].x:=culi] .x*t1[0] [0] +culi].y*t1[0] [1]+ {transforma un vertice}

culi] .z*t1[0][2] +culi] .wxt1[0] [3];

{idem con los otros 7}
end;
linea(c[1],c[2]); linea(c[2],c[3]); {grafica las 12 aristas}

end;

procedure graf_obj(o:objeto;at:transf);
var t,tl:transf;

d:defi;
i:integer;
begin
case o.tipo of
cubs : graf_cub(o,at); {si es cubo lo grafica con matriz corriente}
defis: begin
t:=0.t"; {si es estructura}
d:=o0.d";
i:=0;
while d[i]<>nil do begin {para cada subobjeto}
matprod (t,at,tl); {nueva matriz corriente}
graf_obj(d[i]l~,t1); {llama recursivamente}
i:=i+1;
end;
end ;
end ;

end;

Figura 6.8 Algoritmo base para graficar un cubo, y recursivo para graficar un objeto estruc-
turado en 3D.

Para micializar una estructura como la mostrada, debemos primero inicializar el cubo, dandole
coordenadas a cada uno de sus vértices. De acuerdo a la Figura 6.6 utilizamos la asignacién

vi= (-1, -1, -1, 1) v2 = (-1, 1, -1, 1)
v3=(-1, -1, 1, 1 vd = (-1, 1, 1, 1
vb=(1, -1, -1, 1) ve = (1, 1, -1, 1)
vi=(1, -1, 1, 1 ve= (1, 1, 1, 1.
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procedure graficar;

var cu : cubo;
at,tl ... t8 : transf;
ol ... o8 : objeto;
mesa,escena : defi;
begin

{matriz corriente = transformacion global}
at [0] [0]:=1; at[0] [1] :=0; at [0][2]:=0; at[0] [3]:=0;
{otros 12 coeficientes}

cul1].x:=-1; cull].y:=-1; cull].z:=-1; cull].w:=1; {primer vertice}
{otros 7 vertices}

t1[0] [0]:=10; t1[0] [1]:=0; t1[0] [2]:=0; +t1[0]1[3]:=0;
ol.t:=0t1; ol.c:=Q@cu;
{similar a lo visto en 2D}

graf_obj(o8,at) ; {l1lama al algoritmo recursivo}
end ;

Figura 6.9 Inicializacién de estructuras.

De esa manera, el algoritmo que grafica el cubo debe graficar las aristas que van del vértice 1
al 2, del 2 al 3, etc. También es necesario inicializar la matriz “corriente” con la tranformacién
“del mundo”, la cual puede ser en principio la matriz identidad. Una vez establecidos estos datos,
debemos comenzar a asociar a cada objeto con su matriz y definicién correspondiente, la cual,
como en 2D, es una lista de punteros a objetos, cada uno con su transformacién y definiciéon, y asi
recursivamente hasta llegar a los cubos. Una vez inicializada la estructura, se llama al algoritmo
de graficacién pasandole lareferencia al objeto “tope” de la estructura, y con la matriz “corriente”
(ver Figura 6.9).

Podemos ver en la Figura 6.10 el resultado de definir una escena como objeto estructurado.
Primero se definié la mesa como cinco instancias de cubos, cada uno con su transformacién corres-
pondiente. Luego se definié la escena como cuatro instancias de mesa, cada una con su transfor-
macion.

6.5 Clipping y Transformacion de Viewing

El clipping en 3D es més mandatorio que en 2D, dado que debemos eliminar lo que estd detras
del plano de proyeccién para que el modelo de “camara” tenga sentido. Al mismo tiempo, suele
agregarse un plano adicional con un z muy lejano, para no perder tiempo graficando objetos que
no influyen en el resultado final de la escena. Como vimos, el primer paso antes del clipping es
aplicar la transformacién perspectiva (sin proyectar), para transformar el frustum o area visible
(ver Figura 6.11) en una “caja” rectangular delimitada por planos paralelos y ortogonales.
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Iy A

Figura 6.10 Una escena 3D.

\
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alejado

Figura 6.11 EI “frustum” o drea visible.

Entonces se introduce un nuevo espacio “del frustum”, el cual estd definido como el espacio
rectangular que se obtiene luego de aplicar al mismo la transformacién perspectiva (sin proyectar).
La caracteristica mas importante de este nuevo espacio es que los planos de clipping dejan de ser
oblicuos y pasan a ser paralelos (ver Figura 6.12).

Un algoritmo de clipping en dicha area procede de forma similar al Cohen-Sutherland en 2D,

salvo que tenemos 27 areas en el espacio, de las cuales solo una es visible, y las mismas se etiquetan
con una séxtupla de booleanos. Las ventajas de proceder de esta manera son varias (pero es
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Figura 6.12 El espacio del “frustum”, luego de la transformacién perspectiva.

necesario recorrer algin camino para poder asimilar su importancia, por lo que recomendamos al
lector que releea esta Seccién luego de haber leido la Seccién siguiente):

1. El pasaje de coordenadas homogéneas a comunes y la perspectiva se “enganchan” en una
tnica operacién que involucra solamente dos divisiones por cada punto procesado.

2. La matriz de transformacién perspectiva puede premultiplicarse a todas las demads transfor-
maciones corrientes en una unica matriz de 4 X 4 que procesa todos los puntos del modelo
de la escena de una manera eficiente.

3. Luego de la perspectiva, el clipping es mucho més sencillo porque solo hay que modificar
levemente el algoritmo de Cohen-Sutherland ya implementado.

4. La eliminacién de caras ocultas también es mas sencilla porque si hay dos o mas partes de
la escena que “caen” en el mismo lugar de la pantalla, esto se puede descubrir porque tienen
el mismo valor de x e y luego de la perspectiva.

5. Luego del clipping y de la cara oculta, la proyeccién es ahora una proyeccién paralela, la cual
en definitiva es descartar la coordenada z.

Podemos en este punto intercalar una nueva transformacién y un nuevo espacio, los cuales seran
redundantes pero simplifican enormemente la descripciéon de determinados efectos, en particular
al realizar animaciones. Cuando definimos la posicién del observador o “camara” y su plano
de proyeccién asociado, utilizamos un caso particular en el cual se simplificaban los aspectos
matematicos de la transformacion perspectiva. Particularmente, se eligié en la Seccién anterior
que el observador esté en (0,0,—1), y que el plano de proyeccién sea el plano z = 0.

Sin embargo, un observador puede moverse en el espacio, y/o modificar la direccién hacia la
cual estd observando la escena. Por lo tanto, podemos considerar la existencia de un espacio del
observador, en el cual el mismo estd siempre en (0, 0,—1) y el plano de proyeccién es el plano z = 0.
Los cambios en la posicion del observador se representarian con una transformacion de viewing que
modifica el espacio del mundo de modo tal que el punto (0, 0,—1) del mundo pase a ser la posicién
del observador, y que el plano z = 0 pase a ser el plano de proyeccién.

Esto se podria representar mowviendo la escena, por lo cual estrictamente no es necesaria una
nueva transformacién y un nuevo espacio. Sin embargo, mover la escena para acomodarse al
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movimiento del observador es artificial, y destruye la informaciéon de la verdadera posicién de los
objetos y el observador dentro de la escena. Por otra parte, modificar la escena y modificar la
posicion del observador son operaciones conceptualmente distintas y es un error incorporarlas en
una unica matriz. Y si tuviésemos dos transformaciones del mundo, es facil ver que la segunda
serfa la inversa de la transformacién de viewing (mover el observador a la derecha es equivalente
a mover la escena hacia la izquierda, rotar su plano de proyeccién un angulo « alrededor de un eje
es equivalente a rotar la escena —« alrededor del mismo eje, etc.

Podemos ver en la Figura 6.13 la integracién de todos los procesos graficos 3D en una unica
tuberia. Los elementos restantes, correspondientes a los modelos de iluminacién y sombreado que
se veran en el Capitulo 7, se integran en la misma a la altura de los algoritmos bésicos.

6.6 Cara Oculta

La eliminaciéon de las partes de una escena que no deben verse es una tarea esencial en un sistema
grafico tridimensional con pretensiones de realismo. Pero por otra parte no existen soluciones
generales que funciones con costos tolerables. Por ello existe una gran diversidad de métodos y
técnicas ad hoc que se utilizan solos o en combinacién y para casos particulares determinados.
Entre las técnicas relativamente sencillas podemos mencionar las siguientes:

Orientacion de caras: Esuna de las primeras en utilizarse, y suele acompanar a otros métodos
para reducir la complejidad. Cada cara tiene una orientacion que determina cudl es la parte
“exterior” de un objeto. Esto queda determinado por la direcciéon del normal de la cara
(recordar el cuidado que tuvimos para definir los normales del cubo en la Figura 6.6) Por
lo tanto, si una cara es mirada “desde atras’ es porque no debe ser visible. Este test puede
realizarse de manera sencilla y rapida, dado que es el resultado del signo del producto escalar
entreel normal ala cara y un vector que va de un vértice de la misma al observador. Si el signo
es positivo, el normal apunta “hacia el mismo lado” que el observador, y la cara es visible.
Este test se denomina “backface culling” (filtrado de las caras posteriores). Estrictamente, el
método es correcto solo si la escena estda compuesta por un unico objeto concavo y de caras
planas, aunque en la practica se aplica antes de utilizar otros métodos mas complejos, para

reducir el cémputo en un factor de dos o tres.

Algoritmo del pintor: Debe su nombre a que se basa en una técnica utilizada por los pintores
(en este punto debemos reconocer que la Computacién Gréfica le debe varias cosas a los
pintores renacentistas). Por ejemplo, Leonardo no puede tener a Mona sentada frente a
un paisaje durante el tiempo necesario. Entonces va hacia el paisaje y lo pinta con toda
tranquilidad, y luego va a la casa de Mona y la retrata encima del lienzo pintado con el
paisaje. En términos de lo estudiado aqui, lo que Leonardo ha hecho es ordenar las entidades
por su coordenada z y luego pintarlas de atras hacia adelante. Este método tiene varias
desventajas. Primero, es de complejidad O(n?), donde n es el niimero de caras. Segundo,
no siempre es posible decidir cudl cara estd delante. Tercero, es muy ineficiente porque se
pintan pixels varias veces.

z-buffer: Es un algoritmo de gran popularidad por ser muy sencillo eimplementable en hardware.
Consiste en tener un buffer donde se almacena la coordenada z de cada pixel. Si durante la
graficacion se accede a un pixel con una profundidad menor que la almacenada, entonces se
pinta el pixel y se actualiza el buffer (ver Figura 6.14).

Las desventajas del método es que utiliza una gran cantidad de memoria (usualmente cuatro
veces mds que el buffer de pantalla) y que es muy ineficiente porque un pixel puede ser
pintado varias veces.
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Figura 6.13 La “tuberia” de procesos grificos en 3D.
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procedure zbuffer;

zbuffer:=infinito;
for cada-poligono do
for cada-pixel do
if pixel.z < zbuffer[pixel.x][pixel.y] then begin
putpizxel (pixel.x,pixel.y, poligono. color);
zbuffer[pixel.x] [pixel.y] :=pixel.z
end;
end;

Figura 6.14 Esquema del algoritmo de z-buffer.

Ray tracing: Para cada pixel se envia un “rayo” desde el observador hacia la escena. Si el
rayo intersecta mas de un objeto, se debe pintar con el color del objeto més cercano. Si no
intersecta ningiin objeto, entonces se pinta con un color “de fondo” (ver Figura 6.15). Estos
algoritmos son sencillos y eficientes, y pueden aplicarse recursivamente para computar un mo-
delo de iluminacién hibrido pero de buenos resultados visuales, aunque las entidades graficas
representables deben ser de una geometria limitada [41]. Por dicha razén los consideraremos
con cierto detalle en la Seccién 7.5.

6.6.1 Eliminacion de lineas ocultas en superficies funcionales

Este algoritmo fue desarollado por Wright [86] y es muy importante no solo por su aplicabilidad,
sino porque es el primero en proponer un orden front to back como solucién al problema de las
entidades ocultas. El método estd pensado primariamente para graficar funciones de dos variables,
pero puede utilizarse también para representar arreglos bidimensionales de valores, lo cual es de
gran utilidad en Computacién Grafica. Cadafila de dicha matriz representa el valor de y = f(z, 2)
a un valor constante de z.

Es posible determinar cudl de los cuatro vértices de la matriz es el mas cercano al observador,
y se recorren las filas en orden, comenzando por dicho vértice. Al tiempo que se grafican las filas,
se actualizan dos arreglos donde se almacena, para cada x de pantalla, el maximo y minimo valor
de y. Los valores de estos arreglos determinan la “silueta” de lo ya dibujado, la cual es un area
dentro de la cual no debe dibujarse (ver Figura 6.16).

Es muy importante observar que para que el algoritmo funcione correctamente, las filas deben
dibujarse de adelante hacia atrds. La implementacién de este algoritmo es sencilla, dado que
solamente debe modificarse el algoritmo de discretizacién de segmentos de recta para incluir la
condicién de no invadir la silueta de lo ya dibujado. Para mejorar el aspecto de lo graficado,
normalmente se dibujan también las lineas a  constante (es decir, la poligonal que une los valores
de las columnas). Una estrategia posible para hacerlo es “marcar” los valores que fueron visibles en
la recorrida por filas y luego unirlos. Esto, sin embargo, tiene algunos problemas, dado que entre
dos valores visibles puede haber una porcién no visible. Otra solucién es gjecutar el algoritmo por
filas y por columnas utilizando siluetas independientes.
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Figura 6.15 Ray tracing.
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Figura 6.16 Estado intermedio durante el cémputo del algoritmo de Wright para superficies

funcionales.
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6.6.2 Clasificacién de los métodos generales

Las consideraciones de espacio impiden referirnos aqui a los métodos importantes de cara oculta
con la profundidad necesaria. Por lo tanto intentaremos dar una breve resena de los mismos,
clasificAndolos por la naturaleza de los algoritmos utilizados. Los lectores interesados en profun-
dizar los conceptos pueden consultar la bibliografia recomendada.

Métodos en 3D: Los denominamos de esta manera porque efectian el cémputo en el espacio
del mundo, es decir, en tres dimensiones y con precisién real. Por lo tanto, el resultado es
independiente del dispositivo, y se pueden utilizar para dispositivos de vectores. Tienen, sin
embargo, la desventaja del elevado costo computacional. Ademds, estrictamente computan
lineas ocultas, no pudiendo pintarse las caras.

Roberts: Utiliza una representacion biparamétrica de cada arista. Uno de los parametros
permite recorrer un punto de vértice a vértice, y el otro parametro va de dicho punto al
observador. Cada objeto de la escena se representa con una colecciéon convexa de caras
orientadas. De esa manera, es posible utilizar las técnicas de programacion lineal para resolver
si la formulacién biparamétrica tiene una soluciéon dentro de alguno de los ob jetos convexos
o no. Si asf sucede, entonces parte de la arista es no visible.

Appel: Representa cada cara como una coleccién orientada de aristas. Mientras se recorre
cada arista, se verifica que la proyeccion de la misma no intersecte la proyeccién de otra
arista. Si ocurre una interseccién con una arista orientada positivamente y que esta por
delante, entonces se incrementa en uno un contador de “visibilidad cualitativa”. Sila misma
estd orientada negativamente, entonces se decrementa. La recorrida de la arista se realiza
pintando mientras la visibilidad cualitativa sea cero.

Métodos en 2.5D: También denominados métodos de prioridades, dado que trabajan en el
espacio del mundo en = e y, pero establecen una jerarquia cualitativa en z. Todo método en
el que se ordenen los objetos por profundidad antes de graficarlos cae en esta categoria. Por
lo tanto, tienen un costo O(n?).

Newell et. al.: Es un caso particular del algoritmo del pintor, en el cual se realiza un
esquema de ordenacién similar al bubble-sort o burbujeo. El algoritmo recorre la lista de
caras comparandolas de a pares, llevando hacia abajo en la lista a la que aparezca detras.
Una vez que ubicé la més alejada del observador, la grafica e itera con las caras restantes.
Esta comparacion de la profundidad entre caras es bastante problemética. En algunos casos
se puede determinar (siel z de todos los vértices de una estd por delante o por detras del z de
todos los vértices dela otra), pero en general es bastante dificil, y en el caso del “solapamiento
ciclico” de caras no hay una soluciéon automatica.

Schumacker: Irénicamente, fue el desarrollador de muchos métodos que actualmente se
utilizan en los video juegos, simuladores de carreras, por ejemplo. La idea principal es que
las escenas pueden descomponerse en “clusters’ o racimos de caras, de modo tal que las caras
de un cluster que estd por delante de otro pueden dibujarse sin efectuar la comparacién por
profundidad. De esa manera se puede encontrar una asignacion estatica de prioridades a los
objetos. Por ejemplo, en un simulador de carreras, el cielo y el paisaje de fondo estan siempre
detras de la pista, la pista estd siempre detras de los deméas automoviles, los cuales estdan
siempre detras del volante del conductor. También puede encontrarse una prioridad dindmica
precomputada, en funcién de la posiciéon del observador. Por tltimo, es posible encontrar
una asignacién de prioridades entre las caras de cada cluster. Este tipo de métodos produce
resultados aptos para la animacién en tiempo real, pero la asignacion de prioridades debe
hacerse en forma estatica y compilarse dentro del programa.

Wolfenstein: Comenzd a utilizarse en las implementaciones de video-juegos de la serie
Doom, Hexzeny similares. Por lotanto es muy reciente y no estd debidamente documentado.
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Las escenas en estos juegos suelen ser poligonos con texturas, las cuales tienen un significado
indispensable para el juego. EIl algoritmo consiste en trazar un rayo desde el observador a
un punto dado de cada poligono, para determinar el punto de entrada al mapa de texturas.
De esa manera, si bien se comete un error geométrico (mds importante cuanto mas préximo
es el poligono al observador), es posible determinar rédpidamente el orden de graficacién, y
acelerar el uso de mapas de texturas.

Métodos en 2D: Trabajan en el espacio de la imagen, recorriendo por linea de barrido. Por

Y1

Ys
Ya

Y3

dicha razén se los denomina métodos scan-line. Son los mas eficientes en tiempo, aunque la
precisién depende del dispositivo gréfico de salida. Ademds trabajan bien en relacién con los
algoritmos de iluminacién y sombreado. Podemos citar trabajos de varios autores (Wilye,
Romuney, Watkins), pero todos coinciden en procesar la escena por lineas a y constante. En
cada linea es posible determinar las caras activas, es decir, aquellas que tienen por lo menos
un pixel con dicha coordenada y. Para todas las caras activas se realiza la conversién scan
(como la vista en la Seccién 2.6 pero para solo una linea, denominada span). Durante dicha
conversion es posible computar el z de cada uno de los pixel del comienzo y final del span
(ver Figura 6.17). Por lo tanto, es posible determinar de una manera sencilla cudndo un span
estd por delante de otro, simplemente teniendo en cuenta que son segmentos de recta y que
su interseccién es ficil de calcular (ver Figura 6.18).

Y 21
1 —
Rg = 21 — (7«’1 - 2’2)u
Y1 — Y2
“ Z Span Zp = 21— (21 - 23)_311 s
% Y — Y3

z3 z

Figura 6.17 Determinacién del valor de z de cada pixel en un span.

Métodos de subdivisién recursiva: La esencia de algunos métodos sencillos y eficientes como
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el clipping de Cohen-Sutherland estd en poder descomponer recursivamente el problema en
casos triviales. La idea de recursién se puede extrapolar a la solucién del problema de la
cara oculta. De esa manera, existen algoritmos que se basan en una subdivision recursiva del
espacio del mundo, o del espacio de la imagen. Entre los primeros se cuentan el algoritmo
BSP (Binary Space Partition) que ordena un conjunto de caras por subdivisién binaria. Se
toma una cara del conjunto, y las restantes pasan a estar orientadas positiva o negativamente.
Cada uno de dichos subconjuntos es luego pro cesado recursivamente, de una manera similar al
quicksort. Otra técnica de subdivisién recursiva del espacio del mundo es utilizar octodrboles,
los cuales permiten subdividir recursivamente la escena hasta un nivel de resolucién (“vozels”)
manejable.

Entre los algoritmos de subdivisién recursiva del espacio de la imagen podemos mencionar
al de Warnock, que interroga por el contenido del viewport. Si todo el viewport contiene un
tnico objeto, o ningiin objeto, entonces se lo pinta con el color del objeto o con el color de

Claudio Delrieux




6.6. Cara Oculta
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Figura 6.18 Decidiendo cudndo un span ests delante de otro.

fondo, respectivamente. En caso contrario, el viewport se subdivide en cuatro, y a cada uno
de los sub-viewports se lo procesa recursivamente con el mismo algoritmo.

6.6.3 El algoritmo SPIII

El algoritmo que describiremos ahora se basa en una combinacién de las técnicas de prioridades,
areas de invisibilidad, y scan-line. Sin embargo, es de implementacién relativamente sencilla (con
respecto a los otros métodos), de ejecucién eficiente, y posee pocos casos particulares en los que
fracasa. Su descripcién puede hacerse en dos lineas conceptuales:

1. Ordenar los poligonos por profundidad.

2. Dibujarlos de adelante hacia atras, manteniendo en una estructura las 4reas de invisibilidad.

Podemos ver en la Figura 6.19 el resultado de dibujar dos tridangulos con este método.

Una técnica practica para efectuar el ordenamiento entre caras es utilizar una variante del
radiz-sort [57] en funcién de las profundidades de las caras. Sea n la cantidad de caras a ordenar,
entonces cada cara tiene un z minimo, es decir, la profundidad del vértice méas cercano al plano de
proyeccion. Es posible dimensionar un arreglo de n lugares para distribuir las caras en el mismo.
Cada lugar del arreglo esta en correspondencia con la profundidad z del vértice mas cercano de

una cara segun la ecuacion
- n(z — minz)
mazrz — minz’

donde minz y maxz son las profundidades del vértice mds cercano de la cara mas cercana y de la
maés lejana, respectivamente (ver Figura 6.20).

Idealmente, si las caras estan uniformemente distribuidas en profundidad, es posible que cor-
responda una sola cara a cada lugar del arreglo. En la practica pueden existir lugares vacios y
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Figura 6.19 Resultado de graficar dos triangulos con el algoritmo SPIII de cara oculta.

lugares con varias caras. Lo importante es que las mismas pueden procesarse por orden, y en el
caso de tener varias caras en una misma profundidad, de acuerdo al tipo de escena y de los obje-
tos que se dibujan (superficies funcionales como las que veremos en el Capitulo 8, por ejemplo),
normalmente no hay que ordenarlas entre si. De todas maneras, en caso de tener que ordenarlas,
se trataria siempre de un subconjunto muy pequeno del conjunto total de caras, y la complejidad
del ordenamiento no se alejaria de O(n) [27].

Con respecto al dibujado de las caras con areas de invisibilidad, la idea se basa en el algoritmo de
Wright para superficies funcionales, pero acomodada para trabajar en forma similar a los algoritmos
scan-line. FEsto se hace asi dado que es posible utilizar el mismo cémputo para implementar los
algoritmos de iluminacién y sombreado que estudiaremos en el Capitulo 7. Esta es una de las
razones principales de la practicidad y eficacia del algoritmo SPIII, dado que los demds algoritmos
de cara oculta no estdn pensados para facilitar el sombreado de las caras.

Las areas de invisibilidad se computan manejando una lista de pares para cada linea de barrido.
Dichos pares contienen el menor y mayor x de cada cara dibujada en una linea y dada (ver
Figura 6.21). Durante la conversién scan de cada poligono, entonces, es necesario chequear que
para un dado y, el x del pixel a pintar no esté comprendido dentro del drea de invisibilidad
detrminado por cada uno de los pares existentes en dicho y, especificamente, que no sea menor que
el mayor x y mayor que el menor x de alguno de los pares.

Como puede verse en la Figura 6.21, cuando las dreas de invisibilidad de dos poligonos se
solapan, es posible utilizar un tGnico par. Esta técnica produce una disminucién notable en el

tiempo de ejecucién, dado que la cantidad de tests de invisibilidad se reduce considerablemente
[27).
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Figura 6.20 Ordenamiento de caras en el algoritmo SPIIL
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Figura 6.21 Mantenimiento de las dreas de invisibilidad (se muestran solo algunas).
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Podemos ver en la Figura 6.22 el resultado de aplicar este algoritmo a una compleja estructura
de caras.
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Figura 6.22 Algoritmo SPIII aplicado a una estructura de caras.
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6.7 Ejercicios

1. Implementar un objeto estructurado en 3D y graficarlo con proyeccién paralela para varias
transformaciones y posiciones del objeto.

2. Repetir el gjercicio anterior pero con proyeccion perspectiva.

3. Dado un objeto en 3D, comparar el resultado de graficarlo con distintas escalas, graficarlo
acercandolo al plano de proyeccién, y graficarlo con el observador alejandose del plano de
proyeccion.

4. Repetir el gjercicio anterior utilizando backface culling. Recordar aplicar primero la perspec-
tiva, luego la eliminacién de caras ocultas y por ultimo la proyeccion.

5. Repetir el gjercicio 3 pero utilizando el algoritmo del pintor y efectuando la conversién scan
de las caras.

6. Implementar el algoritmo de Wright para superficies funcionales.

7. Implementar el algoritmo SPIII.
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6.8 Bibliografia recomendada

El manejo de las transformaciones en 3D y las coordenadas homogéneas puede consultarse en el
Capitulo 5 del libro de Foley et. al. [33] y el Capitulo 22 del libro de Newmann y Sproull [66]. La
descripcién de los modelos estructurados de entidades graficas puede consultarse en el capitulo 22
del Newmann-Sproull [66], y algunos aspectos avanzados en el Capitulo 3 del libro de Giloi [40] y
el Capituo 7 del Foley.

Eltema de las proyecciones y la transformacion de viewing estd tratada de una forma compleja
y algo confusa en el Capitulo 23 del Newman-Sproull. Un tratamiento mas amplio figura en el
Capitulo 6 del Foley, aunque tampoco se llega a una formulacion sencilla. La descripcién definitiva
puede verse en [10]. Aquellos interesados en conocer en detalle los aspectos matemadticos de las
proyecciones planares pueden consultar [19].

La interrelacion entre las coordenadas homogéneas, la perspectiva y el clipping son bastante
mas profundas de lo expuesto en este Capitulo. Una discusién adecuada, junto con la explicacion
del costo computacional y los problemas en la representaciéon numérica de estas operaciones puede
leerse en [14].

La descripcion y caracterizacién de algoritmos de linea y cara oculta se basa en el trabajo de
Sutherland et. al. [78], el cual pese a su antiguedad sigue vigente y es de lectura muy recomendable.
La descripcién de las técnicas mas primitivas y algunos métodos mas modernos puede consultarse
en el Capitulo 15 del Foley. También puede encontrarse en el Capitulo 5 del Giloi la descripcién
de algunos algoritmos competitivos y su comparacién con los tradicionales. El funcionamiento del
algoritmo de Wolfenstein me fue comunicado por Gustavo Patow. Los detalles de implementacion,
resultados, y técnicas asociadas al algoritmo SPIIT pueden consultarse en [27].
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Figura 7.1  Una escena sintética y sus condiciones de iluminacién

7.1 El Realismo en Computacion Grafica

Como ya menciondramos en Capitulos anteriores, la bisqueda del realismo constituyé un cambio de
paradigma en los ob jetivos de la Computacién Gréfica durante la década del 70. El objetivo pasé
a ser la creacién de imédgenes de escenas tridimensionales que parecieran reales. Una definicién de
realismo podria desembocar en un debate. El sentido que se le da en nuestra area esta relacionado
con la mayor fidelidad de la representacion de atributos en los modelos computacionales subyacentes
al proceso de generacién de la imagen.

Por lo tanto es posible hablar de modelos “mds” o “menos” realistas en funcién de la mayor o
menor cantidad de caracteristicas representadas, fundamentalmente en los modelos de interaccion
entre la luz y los objetos, y de la fidelidad con la que se representan dichas caracteristicas. En
un extremo estan los modelos fotorrealistas, que buscan competir en fidelidad con los resultados
fotograficos (ver [2]), mientras que en el otro estédn los modelos tan sencillos como la representacién
del wireframe o “armazoén de alambre” que estamos manejando hasta ahora en este libro, modelos
en los cuales los objetos son representados solamente con algunos vértices seleccionados y las aristas
que los unen.

El realismo de una imagen tridimensional depende de la correcta simulaciéon de los efectos
de iluminacién y sombreado. Se utiliza un modelo de iluminacién para calcular las intensidades
y colores de cada pixel de la imagen, mientras que las técnicas de sombreado permiten reducir
la cantidad de pixels para los que se debe computar el modelo de iluminacién. El modelo de
iluminacién representa una simulacién de los fenémenos que, modificando o filtrando la distribucién
de energia de la luz incidente, dan lugar a los colores en las imagenes. Por ejemplo, en la Figura 7.1
se ilustra el efecto de querer simular una determinada condicién de iluminacién para una escena
sintética, vista desde un determinado lugar. Los seis fenémenos fundamentales derivados de la
interaccién entre luces y objetos son reflexién, transmisién, absorcién, difraccién, refraccién e
interferencia. Aunque todos ellos se han modelado en computacién grafica, el mas importante
visualmente es la reflexién.
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Los modelos de reflexién que se estudiaron en la década del 70 no buscaron simular las ecua-
ciones integrales que reproducen exactamente muchos efectos visuales (basadas en la teoria de ondas
electromagnéticas y en las ecuaciones termodindmicas), sino que buscaron modelos empiricos que
fueran un buen compromiso entre las restricciones en tiempo y equipo disponible y la simulacién
del comportamiento de la luz en la realidad. Ya aparecia el sombreado de objetos a fines de los
‘60 (en [87] y [83]) computdndose con funciones inversamente proporcionales a la distancia al foco
luminoso. Ahora se ignora casi completamente el efecto de la distancia en el cilculo de iluminacién
excepto en la simulacién de niebla. Probablemente el primer modelo empirico se debe a Bouknight
(en [16]), donde se evaluaba la intensidad de cada faceta de un objeto de acuerdo a su orientacién
respecto a la fuente de luz, en base a la ley de Lambert, y también incluia un término de luz
ambiente para iluminar las partes no enfrentadas con fuentes de luz.

El modelo de Phong [69], que con el tiempo llegd a convertirse en el estdndar, divide la reflec-
tividad en componentes difusa y especular (brillo). Este es un modelo de reflexién especular local,
es decir, no tiene en cuenta las interreflexiones entre ob jetos de la escena. Sin embargo, es elegante
y produce resultados satisfactorios a la vista. El paso mas importante en esta linea fue dado por
Whitted [85], quien utiliza el modelo de Phong localmente pero exitende el modelo por medio de
la técnica de trazado de rayos (ray tracing) utilizada por Appel en 1968 para determinar la cara
oculta (ver Seccién 4.6). Dichos rayos permiten computar la interreflexion entre ob jetos, y por lo
tanto un modelo de iluminacién no local.

Desde entonces, el tema del realismo ha experimentado un desarrollo notable. Al mismo tiempo
han surgido nuevos modelos que retoman la idea de simular los fenémenos épticos desde el punto de
vista del electromagnetismo (por ejemplo, la ecuacién del rendering de Kajiya) o del equilibrio ter-
modindmico (por ejemplo, la radiosidad, de Greenberg et. al.). En este Capitulo presentaremos los
elementos fundamentales de los modelos de locales de iluminacion y de las técnicas de sombreado.
Esto permite concluir con el modelo de rendering denominado scan-line, el cual es la base de este
texto. También describiremos brevemente los modelos de iluminacién no locales, los cuales dan
origen a dos modelos de rendering: el trazado de rayos o ray tracing, y la radiosidad. Por dltimo,
describiremos algunas técnicas que permiten mejorar la representacién de diversas cualidades por
medio de mapas de atributos.

7.2 Modelos de Iluminacion

Elobjetivo de un modelo de iluminacion es representar los fenémenos 6ptico-fisicos que determinan
el color con que debe graficarse una superficie en un punto dado. Pueden tenerse en cuenta
distintos factores, y darle diferente importancia a cada uno. Por lo tanto existen varios modelos de
iluminacién, cada uno expresado mediante a una ecuacién de iluminacién que determina el color
de un punto en funcién de la geometria, posicién y orientacién de la superficie a la que pertenece,
el material que la compone, las fuentes de luz que la iluminan, y la interaccién luminosa con otros
objetos.

Es importante tener en cuenta que estas ecuaciones normalmente no provienen de soluciones
simplificadas a las ecuaciones de la 6ptica o de la propagacion de la radiaciéon electromagnética.
Por el contrario, tienen més bien una base empirica que la justifica por los resultados obtenidos
en la practica. Esto es asi porque los modelos fisico-matematicos de la propagacién luminosa
son de una complejidad en principio inmanejable, atn para escenas sencillas. Por otro lado, la
computacién de los caminos luminosos posibles en una escena es un problema similar pero mucho
mas complejo que el de la eliminacién de las partes ocultas al observador, que ya estudidramos en
Capitulos anteriores. Por lo tanto, es necesario contar con un modelo de iluminacién, aunque sea
una aproximacién muy cruda, que permita comenzar a recorrer el camino ascendente del realismo.
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Una de las primeras simplificaciones consiste en omitir del modelo la interaccion luminosa entre
objetos, la cual, sin duda, es la parte mas compleja del cdlculo de una ecuacién de iluminacion.
Este tipo de modelos se denominan locales, dado que resuelven la ecuacién de iluminacién de
un punto solamente a través de la informacién geométrica local a dicho punto. Los modelos
que estudiaremos en esta Secciéon son de estas caracteristicas, dejando para la Seccién 7.4 una
breve resena de las ecuaciones de iluminacién basadas en modelos fisicos, para la Seccién 7.5 el
tratamiento de modelos no locales basados en aplicaciones recursivas ray tracing y para el préximo
Capitulo una introduccién a los modelos de refraccién.

Los modelos de iluminacién que presentaremos en esta Seccidn representan la combinacién
de diversos factores, como por ejemplo la radiacién luminosa de cada objeto, la reflexién de luz
proveniente de fuentes de luminacién, etc. Una caracterizacién fiel de las mismas desde el punto de
vista dela teoria del color significaria representar completamente la interaccién para cada frecuencia
visible del espectro. En la préactica esto es innecesario, porque como vimos en el Capitulo 5, el ojo
transforma dicha informacion espectral a una representaciéon cromatica simplificada. Por lo tanto,
es solo necesario computar el modelo de iluminacién en ciertas frecuencias espectrales, por ejemplo
en el modelo RGB.

El modelo de iluminacién maés sencillo es considerar que los objetos radian su propia energia
luminosa, sin interactuar con fuentes de luz. Por lo tanto, cada objeto se muestra con un color

constante propio
I == ki?

donde I es la intensidad resultante, y k; es la intensidad luminosa propia del objeto i. En el modelo
RGB debemos computar tres veces esta ecuacién, una para cada primario, donde tendriamos tres
intensidades resultantes y tres intensidades propias de cada objeto, que determinan especificamente
su color. Este modelo es obviamente muy simplificado, pero tiene la ventaja de que se evalia solo
una vez por objeto.

Para poder comprender de qué manera se representan los demaés factores en un modelo de ilumi-
nacién en su correspondiente ecuacién, necesitamos previamente conocer y clasificar los mecanismos
por medio de los cuales es transportada la energia luminosa. En particular, nos concentraremos
primero en la reflexién.

Fisicamente existen dos posibilidades cuando un fotén incide sobre un objeto: el mismo es
absorbido y por lo tanto su energia se disipa en forma de calor, o bien es vuelto a emitir. Este tltimo
fenémeno reconoce otras dos posibilidades: o bien el fotén no encuentra un lugar en el espacio de
energias del objeto, y por lo tanto “rebota” balisticamente, o bien es absorbido temporalmente
excitando la 6rbita de un electrén en un centro de color, para luego ser reemitido.

Estos tres fen6menos se denominan, respectivamente, absorcion, reflexién especular y reflexion
difusa, y la energia luminosa incidente total debe repartirse entre los tres. Los adjetivos “especular”
y “difuso” se refieren a que en el primer caso los fotones literalmente “rebotan” y por lo tanto la
geometria del rayo luminoso reflejado puede conocerse a partir de la geometria del rayo incidente
y de la superficie del objeto, mientras que en el segundo caso dicha relacién se pierde, debiendo
utilizarse factores estadisticos para simularlo.

Por su parte, las fuentes de luz pueden producir un haz luminoso geométricamente coherente,
en cuyo caso hablamos de “iluminacién puntual” dado que la direccién de un rayo luminoso en un
punto puede computarse como la direccién entre la fuente luminosa y dicho punto. Sin embargo,
al existir fenémenos de reflexion difusa, es posible que la coherencia geométrica se rompa, y que
por lo tanto la energia luminosa en un punto deba computarse con una funcién maéas compleja.
Una aproximacion a este fenémeno es considerar que en todo punto y en toda direccion existe una
intensidad luminosa determinada, a la cual se denomina “iluminacién ambiente”.
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Figura 7.2 Vectores asociados al modelo de reflexién difusa.

Tenemos por lo tanto que considerar cuatro mecanismos de transporte: la reflexién especular
de la iluminacién puntual, la reflexién difusa de la iluminacién puntual, la reflexién especular de
la iluminacién ambiente, y la reflexién difusa de la iluminacién ambiente. Normalmente los dos
primeros mecanismos son facilmente calculables, mientras que los otros dos no, y por lo tanto se
los aproxima con un tnico “factor ambiente”’. De esa manera tenemos

I =1k,

donde I, esla intensidad de la iluminacién ambiente (en cada primario) y ka € [0,1] es el coeficiente
de reflexién ambiente del material (también en cada primario).

Este modelo es también muy sencillo, aunque es una grosera simplificacién de los fenémenos
de iluminacién ambiente. Produce escenas donde los objetos se ven antinaturalmente uniformes
en brillo, pero sensibles a los cambios de iluminacién ambiente. Por ejemplo, un objeto amarillo
(ko =< 0.8,0.8,0>) se verd rojo si es iluminado con luz ambiente roja (I, =< 1,0, 0>), amarillo
si la luz es blanca (I, =< 1,1,1>), y negro si la luz es azul (I, =< 0,0,1 >).

Uno de los primeros modelos de iluminacién implementados fue el de Wylie, en 1967. El mo-
delo sombreaba los puntos de la superficie de un objeto usando una intensidad (monocromaética)
inversamente proporcional a la distancia del punto a la fuente de luz. Superficies planas, entonces,
reciben distintas intensidades. Otro desarrollo fue la consideracién de la orientacién de los pun-
tos en la superficie con respecto a la fuente de luz. Bouknight [16] agregé en 1970 un término
difuso Lambertiano (dependencia por el coseno del dngulo) para evaluar la intensidad de objetos
construidos con poligonos o caras planas.

Consideremos ahora qué sucede cuando un objeto reflector difuso es iluminado con luz puntual.
Esto es lo que sucede con objetos como la tiza, los cuales reflegjan la luz incidente en todas las
direcciones por igual. Por lo tanto, la intensidad luminosa reflejada depende exclusivamente de la
intensidad luminosa incidente. Sea el punto p el lugar de incidencia, y sea N el versor normal al
plano tangente de la superficie del objeto en p (ver Figura 7.2).

Parael punto p, la intensidad luminosa reflejada es un factor constante por la energia incidente.
Esta dltima solo depende del angulo 6 que forman la direccién L que va de p a la fuente de luz
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N

>
>

D plano tangente

Figura 7.3 Geometria de la reflexién especular.

(lamado vector de incidencia) y el normal N a la superficie en p (ecuacién de Lambert):
I =1I,ky(cosb),

donde I, es la intensidad de la luz incidente en el punto p, kg es el coeficiente de reflexién difusa

para el material que constituye el objeto, y 6 € [—%..7] es el dngulo entre el vector normal y el
vector de incidencia. Si |[N|= |L| = |V| =1, entonces es posible utilizar las identidades vectoriales

(ver Apéndice 2) y expresar la ecuacién de Lambert como

Si el iluminante es lejano, entonces el vector de incidencia L puede considerarse constante, lo cual
se denomina también “luz direccional”.

También puede agregarse al modelo una funcién de atenuacion similar ala propuesta por Wylie.
En general el modelo de inversa al cuadrado de la distancia da variaciones muy abruptas, por lo
que se utiliza una funcién

1
att = Min , 1],
Jost <c1 + codr, + c3d} )

donde las constantes cq, ¢y, ¢3, determinadas por el usuario, simulan algin efecto atmosférico. La
ecuacion de luminacién es, entonces:

I= Iaka+fattILkd (N L)

Este modelo result6 ser poco satisfactorio, porque las caras “invisibles” desde la fuente de luz
no reflejan energia luminosa, lo que le da una apariencia muy artificial a las escenas, Por ello,
Bouknigth también incluy6 un término ambiente para modelar la luminacion de las partes de un
objeto que son visibles al observador pero invisibles para la fuente de luz.

Si el modelo de iluminacién fuese el de un objeto especular puro, el 100% de la energia luminosa
incidente se reflejaria en la direccién R (ver Figura 7.3). En cambio, si el objeto es reflector
Lambertiano puro, el coseno del dngulo 6 entre el normal N y la direccién V hacia la cual se
encuentra el observador no se aplica para la energia reflejada. Es decir, la intensidad luminosa de
un reflector Lambertiano puro, vista desde cualquier direcciéon, es constante. Esto se debe a que,
si bien la energia luminosa radiada hacia el observador depende de la ubicacién del observador,
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Superficie

Figura 7.4 Una superficie normalmente refleja una combinacidn difusa y especular.

también el dngulo sélido subtendido por un diferencial de area alrededor del observador depende
de dicha direcciéon. Como la energia es la integral de la intensidad por unidad de area, al variar la
direccién del observador, varia la energia pero también varia el drea en forma idéntica, con lo cual
ambos factores se cancelan y la intensidad permanece constante.

En la préactica es facil ver que ningun reflector es Lambertiano puro. Los objetos tienden a
reflejar mayor intensidad hacia el dngulo de la reflexién especular predicha por la ley de Snell (ver
Figura 7.4). Phong Bui-Tuong propuso un modelo de reflexién en el cual es posible separar una
componente difusa (Lambertiana) de una especular, cada una con su coeficiente especifico. De esa
manera, es posible determinar una ecuacién de iluminacién en la cual interviene también el angulo
que forman el normal y la direccién del observador.

El modelo de Phong es el que més se usa en Computacién Grafica. En él la reflectividad de
una superficie estd dada por la contribucién de dos factores. El primero es esencialmente un factor
Lambertiano, que depende de un coeficiente definido para el material, y del coseno del angulo 6
de incidencia. El segundo es un factor que tiene en cuenta la reflexién especular, y depende de
un coeficiente del material y del coseno del dngulo « entre la direccién de reflexion ideal R y la
direccién V' al observador.

Pero la observacién crucial de Phong es que en la reflexion especular, el “brillo” que se produce
aparece del mismo color que la luz (con excepecién de los metales), y en general no depende del
color de la superficie. Por lo tanto nuestras ecuaciones deben ahora tener en cuenta la distribucién
espectral (el color) del iluminante y del objeto por separado. Designaremos, entonces, con I a la
intensidad resultante del modelo a cierta longitud de onda A, (que normalmente es alguno de los
primarios R, G, B), I5x es la intensidad de la iluminacién ambiente a dicha longitud de onda, y
I,,5 es la intensidad del iluminante puntual. También designaremos con O al color del objeto, de
modo que kqOx corresponde al coeficiente de reflexiéon ambiente a una determinada longitud de
onda.

Otro problema es que la ecuacién de la refexion especular predicha por la ley de Snell implica
que toda la energfa se refleja especularmente en una tinica direccién (ver Figura 7.3):

R=2N(N-L)-L.
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plano tangente

Figura 7.5 El dngulo entre el rayo reflejado ideal y la direccién del observador.

Figura 7.6 Interpretacién geométrica del vector H.

Phong propone entonces una funcién empirica para determinar en forma efectiva y sencilla la
distribucién geométrica de la energia luminosa reflejada en forma especular. Dicha funcién parte
de considerar el dngulo « entre el rayo reflejado ideal R y la direccién del observador V' (ver
Figura 7.5).

Utilizar el coseno de dicho angulo determina funciones de reflexién especular que “decaen”
lentamente a medida que la direccién de observacién se aparta de la del rayo reflejado. Esto es
caracteristico de superficies poco pulidas, como el papel comtn, la madera, y algunas telas. Pero
en superficies més pulidas, dicho decaimiento es mas abrupto, o dicho de otra forma, la influencia
de la reflexién especular es intensa pero muy localizada. Por dicha razén, la funcién de glossiness
o pulimiento propuesta por Phong es cos™ o, donde n puede ser un entero entre 1 y 100:

I\ = InkaOax + fattIps [kaOax cos 0 + W (0)cos™a] ,
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donde

T2 k,Ogy: Tluminacién ambiente.

fattIpnkqOqgy cos0: Término de reflexién difusa.

fate IpxW(0) cos™ a: Término de Phong (lluminacién especular no ideal).

n: factor de glossiness.

Como antes, si L, V, R y N estdn normalizados, entonces cosf = (N - L)y cosaa = (R - V).
W (0) es utilizada para modelar funciones de reflectividad que varfan con el dngulo de incidencia,
aunque normalmente una constante k, (coeficiente de reflexién especular) k, € [0..1] da resultados
aceptables.

De esa manera, la ecuacién de iluminacién de Phong, en funcién de los coeficientes (cromadticos)
de reflexién ambiente, difusa y especular, y de la intensidad (cromética) de lailuminacién ambiente
y puntual, es

In = IaxkaOax + fattIpx[kaOdax (N - L) + ks(R-V)"] (7.1)

Es importante observar que k, no depende de la longitud de onda, haciendo que el color del
brillo sea el mismo que el de la fuente de luz (dado por I,,). Ademds, segiin se propuso, el
exponente n controla el “brillo” del material. Sin embargo, el efecto que resulta al variar n es
simular que la fuente de luz varia su tamano. Reduciendo n hace que la fuente luminosa parezca
mayor; pero no reduce el brillo del objeto (ver Figura 7.8 [84]).

Blinn [8] propone una manera de simplificar el costo computacional de la ecuacién 7.1.
Bésicamente propone un vector H el cual estd a mitad de camino entre Ry V (ver Figura 7.6):
(L+V)

H=-—-=,
|L+ V|

De esa manera, la componente especular de la ecuaciéon de Phong es
(N-H)".

Como el calculo de dicha potencia no debe realizarse necesariamente con gran precision, es posible
aproximarlo satisfactoriamente con tablas o funciones polinomiales de bajo orden. De esa manera,
el modelo de Phong y su ecuacién 7.1, si bien parte de una base empirica, logra resultados bastante
adecuados en tiempos razonables.

En la Figura 7.7 podemos observar los diferentes efectos que produce, para un iluminante y
un objeto dado, el cambio de los coeficientes de iluminaciéon ambiente y reflexiéon difusa, para un
factor de glossiness y un factor de reflexién especular fijos. En la Figura 7.8 podemos observar los
diferentes efectos que produce en el mismo objeto el cambio de los coeficientes de reflexién especular
y factor de glossiness, para factores de reflexién difusa e iluminacién ambiente fijos. Una ultima
mejora que mencionamos al modelo de Phong proviene de considerar que las fuentes luminosas
pueden no radiar energia uniformemente en todas las direcciones. Para ello puede elevarse el
coseno del angulo de incidencia a una cierta potencia, simulando luces reflectoras, o bien utilizar
una funcién umbral para simular haces muy concentrados y spots.

La ecuacién de Phong es también adecuada para modelar varios iluminantes, debiendo com-
putarse separadamente la contribucién especular y difusa de cada uno:

In=IazkaOar+ Y fiuIiy [kaOax (N - L)+ W () (R -V)"].

i=luces
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Figura 7.7 Modelo de iluminacién de Phong. Se varia de izquierda a derecha el coeficiente
de iluminacién ambiente de 0 a 1, y de arriba abajo el coeficiente de reflexién difusa de 0 a 1.

00000
00000
00000
C0000
C0000

Figura 7.8 Modelo de iluminacién de Phong. Se varia de izquierda a derecha el coeficiente
de reflexion especular de 0 a 1, y de arriba abajo el coeficiente de glossiness de 1 a 50.
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Figura 7.9 Modelo de iluminacién de Phong con iluminantes miiltiples.

Podemos ver en la Figura 7.9 el resultado de computar un objeto con varias fuentes de luz. Sin
embargo, la interreflexién no puede determinarse, por lo cual el modelo sigue siendo local.

7.3 Sombreado de Poligonos

Si bien los resultados de la Seccién anterior pueden ser satisfactorios, en la practica se demuestra
que no es necesario tomar una muestra del modelo de iluminacién local para cada pixel de la
escena. Normalmente este computo es redundante y muy ineficiente. Por lo tanto, en esta Seccién
estudiaremos algunas técnicas que permiten acelerar el dibujado de escenas con realismo por medio
de técnicas de sombreado, es decir, por medio de interpolaciones entre los valores de las muestras.

La manera mas rapida de pintar un poligono, es por medio de la técnica de “sombreado cons-
tante”. El modelo de iluminacién es utilizado para calcular una dnica intensidad, con la cual se
“pinta” todo el poligono. Sila fuente luz estd muy alejada, entonces N - L es constante en toda
la cara del poligono. Si ademads el observador esta alejado, entonces también N -V es constante.
Por lo tanto, muestreamos la ecuacién para todo el poligono: (en el centro o en un vértice). La
intensidad resultante es utilizada durante la conversién scan del poligono para setear cada uno de
sus pixels (ver Figura 7.11). El algoritmo para graficar una escena con este método puede verse
en la Figura 7.10.

Si alguna de las dos suposiciones deja de ser verdadera, es decir, o bien la fuente de luz o el
observador estd proximo al poligono, entonces el esquema comienza a ser mas y mas artificial. El
color de cada poligono dependerd de dénde se efectte la muestra, dado que con un mismo normal,
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procedure sombreado_constante (e:escena);
begin
para cada objeto o en e
para cada cara de o
computar un normal n
computar el modelo de iluminacion para n

efectuar la conversion-scan de o
end

Figura 7.10 Algoritmo de sombreado constante de poligonos.

Scan Line

Figura 7.11 Sombreado constante de poligonos.
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Y
Y, I
Y. Ia Iy Scan Line
Y, | L
Y3

I3

Figura 7.12 Técnica de sombreado de Gouraud.

en distintos puntos de la cara el modelo de iluminacién arrojara colores diferentes. Puede tomarse
una muestra en cada vértice, y pintar cada poligono con el promedio de los colores de los vértices.
Sin embargo, se seguird obteniendo el desagradable facetado resultante.

La primer técnica de sombreado suave, que soluciona este problema sin aumentar la cantidad
de muestras, se debe a Gouraud [29]. Como en el sombreado constante, se calcula el modelo
de iluminacién en cada vértice (es decir, en promedio una evaluacién por poligono). Durante la
conversion scan del poligono, se interpola el valor de iluminacién a lo largo de las aristas. Por
ejemplo, dado un tridngulo con vértices 1, 2,3, se computa el modelo de iluminaciéon en dichos
vértices, obteniéndose I ,I,, I3 (ver Figura 7.12). Para una linea de scan, interpolando entre I; e
I, podemos obtener I,, y entre I; e I3 podemos obtener I,. Luego, para todo pixel en la linea de
barrido, se interpola nuevamente entre I, e I, para obtener el valor de Is.

Y1-Y.,

In=10I — (L — L)—/—/——,
1— (L 2)Y1—Y2
Yi - Y.

Iy=1L— (I _13)ﬁ’
Yo - Y

I,=101,— (I, - I,)—/——.
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Scan Line

Y3

Figura 7.13 Sombreado de Phong.

Normalmente los normales en los vértices estan mal definidos, porque dependeran con respecto a
qué cara se los considere. Sin embargo, es posible promediar los normales definidos segin cada cara,
lo cual dard una medida consistente. Si los poligonos fueron construidos de manera disciplinada,
tal cual se sugiere en la Seccién 6.4, entonces encontrar los normales es bastante directo. Es
muy importante destacar que todas estas operaciones que se realizan durante la conversiéon scan
del poligono, pueden efectuarse con técnicas aritméticas que posibilitan su implementacién por
hardware. Tal es asi que en la actualidad las PC poseen tarjetas graficas que reciben directamente
los puntos e iluminaciones de los poligonos, y efectiian la conversién scan y sombreado de Gouraud,
miles de poligonos por segundo!

Esta técnica realiza una aproximacion muy grande, y por lo tanto puede tener resultados
insatisfactorios. El ejemplo caracteristico es el sombreado de un poligono iluminado por una
fuente de luz cercana, ubicada sobre su centro. La evaluacién de la iluminaciéna en cada vértice
serd aproximadamente similar, por lo que todo el poligono seréd pintado de un color constante! Una
solucion para este problemay para varios otros consiste en subdividir los poligonos. Practicamente
en todos los métodos derivados del scan-line, la solucién por “fuerza bruta” es aumentar la cantidad
de poligonos.

Consistentemente con la técnica de Gouraud, Phong elaboré otra técnica denominada som-
breado de Phong (que no debe confundirse con el modelo de iluminacién de Phong). La técnica
consiste en interpolar los normales en cada punto de la conversién scan del tridngulo, a partir de
los normales en cada vértice del mismo. Esto es geométricamente mucho mas preciso, y restaura
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Figura 7.14 Sombreado constante y sombreado de Phong.

la curvatura a las caras. En el mismo, la interpolacién se realiza durante la conversién scan, como
en Gouraud, primero entre vértices, y luego entre lineas de barrido (ver Figura 7.13):

Yl_Ya

No =N — (N1 — Ng)o—a
1— (V1 2)Y1—Y§

Y1 -Y.

Ny =N1 — (N1 — N3g)—/—//—
b 1— (N1 3)Y1—Y§,’
Yo - Y,

Ns:Nb—(Nb—Na)Yb_Y.
a

El sombreado de Phong es mas preciso que el de Gouraud, reproduce mejor la reflexién espe-
cular, inclusive la interior a un poligono, y restaura la curvatura en los objetos poligonizados. Sin
embargo, es més costoso computacionalmente que el de Gouraud, dado que para cada pixel debe
calcularse el modelo de iluminacién. Esto, ademds, hace que no sea posible su implementaciaén
por hardware, al menos por ahora.

Todas las técnicas de sombreado que vimos tienen problemas en general. Basicamente, los
objetos aparecen curvados, pero sus siluetas siguen siendo poligonales. También es necesario tener
en cuenta que el recorrido de un poligono por scan-line no representa una recorrida uniforme
en el espacio del objeto, debido al efecto de la perspectiva. De esa manera, un sombreado con
interpolacion lineal como Gouraud o Phong produce una distorsién en el efecto de la perspectiva.
Esto también sucede si el objeto es rotado. Es decir, en general la interpolacién no es invariante
frente a transformaciones.

También pueden ocurrir problemas geométricos diversos. Por ejemplo, si los poligonos no
conforman unared regular, entonces pueden existir poligonos vecinos que no compartan un vértice.
De esa manera, el valor encontrado para un punto vecino a dicho vértice puede ser muy diferente al
del vértice mismo. Por iltimo, promediar los normales para encontrar los normales en los vértices
puede producir una uniformidad artificial.
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Figura 7.15 Distintas posibilidades en el cémputo de un rayo.

7.4 Ray Tracing

En los modelos de iluminaciéon presentados en las Secciones anteriores se llegd paulatinamente
a una ecuacién que contempla en forma fisicamente adecuada la reflexién difusa (Lambertiana)
y la reflexién especular de iluminacién proveniente de fuentes de luz puntual. Sin embargo, la
interreflexién de luz entre objetos de la escena quedd representada en un término de iluminacién
ambiente, inico para todos los objetos de la escena, lo cual es indudablemente insatisfactorio
para expresar un modelo de iluminacién global. Fue en 1980 cuando Whitted [85] propuso un
modelo de iluminacién recursivo que integra reflexion, refraccién, cara oculta y sombras en un
GUnico procedimiento.

El modelo més simple consiste en trazar rayos (de ahi su nombre) a través de los caminos
de reflexién y refraccién entre los objetos de la escena. Cada rayo se traza desde el observador,
pasando a través de un pixel de la pantalla, hasta encontrar el primer objeto de la escena. Si el
rayo no intersecta ningin objeto (Figura 7.15(a)), entonces se pinta el pixel de un color de fondo.
Cuando intersecta un objeto (Figura 7.15(b)), se plantea un modelo de iluminacién local (por
ejemplo, Phong) para determinar el color, pero se computa ademds un rayo hacia la fuente de luz
(Figura 7.15(c)), para garantizar que otros objetos de la escena no estén “haciendo sombra” sobre
el punto de la escena que estamos iluminando.

Si los objetos de la escena tienen, ademads, un coeficiente de reflexién especular o de refraccion,
entonces es necesario computar un factor proveniente de los rayos idealmente reflejados y refrac-
tados. La intensidad de cada uno de dichos rayos es computada recursivamente, para lo cual se
envian nuevos rayos que experimentan el mismo procedimiento (Figura 7.15(d), (e) y (f)), lo cual

configura un drbal de rayos, cada uno de los cuales ejerce una influencia en el color del pixel (ver
Figura 7.16).

El costo computacional del trazado de rayos es muy alto, porque para cada pixel dela pantalla es

necesario elaborar todo un arbol completo de iluminacién. Es posible disminuir el costo limitando
la profundidad de la recursién. Por ejemplo, en la Figura 7.18 podemos ver una escena compuesta
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Figura7.16 Arbol de ray tracing

por tres esferas rodeadas por tres espejos. Trazando los arboles de ray tracing con profundidad 1 se
computa solamente el modelo de luminacién local, por lo que los espejos aparecen como superficies
oscuras y pulidas. Con profundidad 2, aparecen las reflexiones directas de las esferas en los espejos
del costado, y con profundidad 3 aparecen las reflexiones (indirectas) de dichas reflexiones en el
espejo de abajo.

Los rayos se consideran infinitesimalmente delgados, y la reflexién y refraccion son ideales, sin
dispersién, como si se tratara de superficies idealmente suaves. Por dicha razdén, las imagenes
sintetizadas con ray tracing tienen una caracteristica especial, siempre se trata de escenas con
objetos geométricamente simples y brillantes que exhiben reflexiones multiples de una agudeza
levemente sobrenatural (ver Figura 7.19).

Un prototipo de trazador de rayos recursivos sigue aproximadamente los siguientes pasos. Dado
un punto p de donde parte el rayo, en una direccién d, y una profundidad de recursion r, se deben
encontrar todos los objetos de la escena que intersectan al rayo, calcular el punto de interseccion
en cada caso, y elegir el mas cercano de los puntos de interseccién. En dicho punto se encuentra un
modelo de iluminacién local, y se calculan las direcciones del rayo reflejado y del rayo refractado.
Luego se computa recursivamente un ray tracing sobre dichos rayos (con un nivel menos de re-
cursién), y con el color resultante de los dos rayos maés el color resultante del modelo de iluminacién
local se computa el color final del pixel (ver Figura 7.17).

Pese al costo computacional, es una caracteristica muy atractiva que se combinen tantos efectos
de iluminacién en un unico algoritmo. Por dicha razén es que el tema se ha desarrollado de una
manera impresionante en los ultimos 10 anos. En particular, podemos mencionar que se han
estudiado una gran cantidad de métodos para acelerar la ejecucion del ray tracing, o para permitir
una representacion més versatil de objetos.

El control adaptativo (dependiente de la escena) del nivel de recursion es la optimizacién més
directa. Hall y Greenberg [47] senalaron que el porcentaje de una escena que contiene superficies
muy transparentes y reflexivas es, en general, pequefio y es por lo tanto ineficiente llegar con cada
rayo hasta la profundidad méaxima. Sugieren entonces usar un control de profundidad adaptativo
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procedure trazarrayo (p:punto;d:vector ;r:integer;var col:color);

begin

if d < MAXRECURS then begin {no llego al limite de recursion}
r:=r-1; {un nivel menos de recursion}
intersecta(p,d,objeto,intersec); {primer objeto que intersecta}

if objeto=nil then col:= COLORFONDO; {no intersecta ningun objeto}
else begin

phong(objeto,intersec,collocal); {ilum. local del objeto}
reflejado(p,d,objeto,intersec,refl); {direc. reflejado}
refractado(p,d, objeto,intersec,refr); {direc. refractado}
trazarrayo(intersec,refl,r,colrefl); {color rayo reflejado}
trazarrayo(intersec,refl,r,colrefr); {color rayo refractado}
colorglobal (objeto, collocal, colrefl,colrefr,col); {modelo hibrido}
end ;

else col.r:=col.g:=col.b:=0 {supero recursion -> color negro}

end;

end ;

Figura 7.17 Prototipo de un trazador de rayos.

Figura 7.18 Efecto de modificar la profundidad de la recursién.
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Figura 7.19 Una escena compleja elaborada con ray tracing.

que dependa de las propiedades de los materiales con los cuales intersectan los rayos, hasta una
profundidad maxima prefijada. Cuando un rayo se refleja en una superficie se atemia de acuerdo al
coeficiente de reflexién especular de ésta. De la misma forma, cuando es refractado es atenuado por
el coeficiente de transmisién global de la superficie. La atenuacién final del rayo serd el producto
de las atenuaciones en cada interseccion. Si este valor cae por debajo de un cierto nivel no tendra
sentido seguir propagando el rayo.

Otra estrategia es reducir el niimero de objetos con los que debe intentarse la interseccién con
un rayo. De esa manera, cada objeto (especialmente los muy complejos) se consideran encerrados
por un wvolumen sencillo, por ejemplo un cubo, con el cual se chequea la interseccion. Para un
objeto representado por un gran numero de poligonos esto evita el calculo de interseccién con cada
uno de ellos. Las esferas han sido usadas casi siempre como volimenes debido a la simplicidad
de calculo de intersecciones entre esferas y rayos. Sin embargo su conveniencia depende mucho de
la naturaleza del objeto. Por ejemplo, para objetos largos, angostos y curvados resultard en una
situacién donde la mayor parte de los rayos que intersectan la esfera no intersectan el objeto.

Otra estrategia es el uso de coherencia espacial. El espacio ocupado por la escena se subdivide
en regiones. En lugar de intersectar el rayo con todos los objetos o conjuntos de ellos, determinamos
qué regiones del espacio atraviesa el rayo y consideramos solamente los objetos que ocupan esas
regiones. Esta aproximacién ha sido desarrollada independientemente por muchos autores. Todas
las aproximaciones involucran un preprocesamiento del espacio para preparar estructuras de datos
auxiliares. Entre las soluciones que se basan en la coherencia espacial encontramos:

e Dividir el espacio en una grilla fija de regiones iguales. La dificultad consiste en determinar
el tamano de las regiones y guardar la gran estructura resultante.

e Dividir el espacio en forma binaria, método conocido como BSP (Binary Space Partitioning).
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e Dividir el espacio en octrees. El octree es una estructura de datos representada por un arbol
en el que cada nodo, llamado voxel, tiene 8 hijos, asociados a particiones de un cubo por tres
planos ortogonales que pasan por su centro. La profundidad de una rama del arbol puede
variar.

También se puede considerar el trazado de rayos de un grosor dado o de un conjunto de
rayos paralelos, porque en la mayoria de las escenas, muchos grupos de rayos adyacentes siguen
pricticamente las mismas trayectorias. El algoritmo descripto en [50] se denomina Beam Tracing
y estd basado en este tipo de coherencia. Es indicado para escenas que solo posean superficies
poligonales, ya que en ellas las reflexiones son lineales. Es esencialmente un algoritmo de superficie
oculta recursivo que encuentra todos los poligonos visibles dentro de una pirdmide arbitraria. Para
cada piramide de rayos, comenzando por el plano de proyeccién de la imagen completa, se crea
una lista ordenada por profundidad de los objetos de la escena. Estos objetos se prueban uno a
uno con la pirdamide. En el caso que la intersecten, la piramide se divide en la porcién que hizo
la interseccién y la que no intersectd, que seguird su recorrido contra los objetos restantes. Se
simula reflexién y refraccién lanzando recursivamente nuevas piramides, que son deformaciones de
la original por medio de transformaciones lineales.

Podemos mencionar, por dltimo, que en la graficacién de la escena es posible encontrar zonas
completas de la pantalla en la cual los pixels adyacentes estan fuertemente correlacionados, tienen
intensidades similares e historias muy semejantes de interseccién con objetos. En [1] se aprovecha
esta correlacién al elaborar un algoritmo que, en regiones con pocas variaciones de iluminacién y
con la misma historia de rayos, reduce el tiempo de calculo lanzando solamente algunos rayos e
interpolando el resto. Esta técnica se conoce como sub-muestreo. El algoritmo procede recursiva-
mente de una manera similar al de Warnock. Se empieza calculando las intensidades en una malla
de pixels separados entre si. Luego los clasifica segin la diferencia de intensidad entre rayos vecinos
y sus historias de rebotes en la escena. Los pixels intermedios se calculan por interpolacién.

7.5 Radiosidad

Asi como el ray tracing parte del modelo de iluminacién local de Phong y busca mejorar la inter-
reflexién especular, sombreado y refraccién, el método de radiosidad busca una solucién global a
los términos de iluminacién e interreflexién difusa. La creacién de imagenes con reflexién difusa
requiere el cilculo de la iluminacién de todas las superficies para un conjunto de posiciones y di-
recciones discretas del entorno que estan determinadas por criterios independientes de la ubicacion
del observador. La discretizacién del entorno tridimensional (las superficies a visualizar) reduce en
gran medida el nimero de puntos muestreados independientemente de la resolucién de la imagen
final. Para superficies con alto gradiente de intensidad, en los bordes de las sombras por ejemplo,
no es suficiente una discretizacion uniforme, por lo que se usa una discretizacién que se ajusta
adaptativamente por el gradiente de intensidad [21].

Ray tracing selecciona aspectos particulares de la interaccién luz-objeto: reflexién especular y
transmisién; aproxima estos y excluye otras consideraciones. Radiosidad, toma en algtin sentido
el punto de vista opuesto, favorece la interacciéon de superficies con reflexién difusa y excluye la
reflexién especular. Mas ain, el método tradicional de radiosidad asume comportamiento difuso
ideal en todas las superficies y expresa las transferencias entre superficies por medio de un factor
de forma [43]. El algoritmo de radiosidad convencional comprende las siguientes fases:

1. Computar los factores de forma: determinando los poligonos visibles (o porciones de ellos)
desde cada otro poligono, usando algun artefacto auxiliar como por ejemplo un semi-cubo.
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2. Resolver la ecuacién de la matriz de radiosidad usando algin método numérico (por ejemplo
por Gauss-Seidel). Como la matriz es diagonal dominante converge rapidamente. Se hace
para cada banda de color por separado.

3. Mostrar los resultados: se determinan las superficies ocultas y se interpolan los valores de
radiosidad. Para ello se puede usar z-buffer y sombreado de Gouraud respectivamente.

Las imagenes realizadas con radiosidad exhiben un tratamiento adecuado para problemas
geométricos enormemente complejos, como las sombras suaves (como las que ocurren con la luz
difusa), y la interreflexién difusa y el trasvasamiento de color. Estos resultados son notablemente
verosimiles, no por el nivel de detalle (como en ray tracing) sino por la calidez y armonia que exhi-
ben. Lamentablemente, radiosidad no permite un tratamiento adecuado de la reflexiéon especular,
y hasta la fecha no se ha podido encontrar un método que combine las ventajas de ambos.

7.6 Comparacion de los métodos de rendering

Podemos dedicar en este punto unos parrafos a comparar los tres grandes métodos de rendering
vistos hasta ahora: scan-line, ray tracing y radiosidad.

Velocidad: Los métodos scan-line tienen siempre la ventaja con respecto a la velocidad de
ejecucién. El tiempo de ejecucion de ray tracing puede acelerarse con alguna de las técnicas
vistas en Secciones anteriores, pero siempre serd un orden de magnitud mayor que scan-line.
Los tiempos de radiosidad son atin més lentos, dado que el cémputo de los factores de forma
y la subdivisién adaptativa involucra algoritmos de complejidad potencialmente exponencial.

Resultados: Tanto radiosidad como ray tracing producen resultados superiores a scan-line. El
modelo de luminacién de radiosidad es fisicamente correcto, y por lo tanto las imdgenes son
las mas verosimiles realizadas hasta la fecha. La falta de iluminacién puntual y reflexion
especular es una limitacién. Ray tracing, por su parte, produce resultados que impresio-
nan pero no son siempre creibles. El modelo de luminacién es incorrecto porque considera
separadamente la componente local y la recursiva.

Algoritmos: Los algoritmos para ray tracing son sin duda los més sencillos y adaptados a
una metodologia de desarrollo. Scan line utiliza un modelo conceptual uniforme (la tuberia
de procesos), pero para determinados problemas (por ejemplo, cara oculta) este modelo se
interrumpe y es necesario intercambiar informacién entre distintos bloques del programa, con
lo cual las implementaciones se van tornando més y mas desordenadas. Radiosidad necesita
recurrir a algoritmos para computar el factor de forma y subdividir adaptativamente la
escena, los cuales son enormemente complejos y problematicos.

Primitivas geométricas: En scan-line es posible representar objetos de una forma arbitraria, o
bien se puede trabajar con poligonizaciones. En ray tracing es indispensable contar con ob-
jetos cuya interseccién con rayos sea facilmente computable. Poligonizar objetos puede tener
un costo prohibitvo porque incrementa enormemente la cantidad de tests de interseccién. Ra-
diosidad debe trabajar con poligonizaciones, por lo que en principio tampoco esta limitado
en la geometria de los objetos.

Aliasing: Es un problema derivado del muestreo de la escena. En scan-line, un objeto que
al proyectarse se vuelve pequeno o delgado, siempre es dibujado porque su discretizacién
encuentra por lo menos un pixel. En cambio en ray tracing puede suceder que un objeto
(o parte de un objeto) pequeno se encuentre entre dos rayos trazados y por lo tanto no se

dibuje.
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7.7 Mapas de atributos

La sintesis de imdgenes con realismo ha seguido en este Capitulo el camino de agregar a un
modelo sencillo y bien conocido (aunque de base empirica) los elementos de mayor complejidad
que permiten simular mejor los efectos fisicos en un modelo de iluminacién. De esa manera partimos
de los modelos de lluminacién locales, para mejorar con ray tracing la simulacién de reflexiones
especulares, y con Radiosidad la simulacién de iluminacién y reflexiones difusas. Pero otro camino
para mejorar el realismo es dotar a las superficies de los objetos de propiedades y atributos que
los vuelvan verosimiles, dado que hasta ahora solamente se trataban de superficies lisas, de un
determinado color y rugosidad.

Las técnicas de mapeo de texturas en general constituyen una de las formas més utilizadas y
de mejores resultados para realzar las cualidades de los objetos representados. De esa manera,
se obtiene mayor realismo en las escenas con un costo adicional relativamente aceptable. La idea
basica del mapeo de atributos consiste en mapear o proyectar un patréon bidimensional para un
atributo dado sobre la superficie de un objeto. Por ejemplo, podemos tener almacenada la textura
de una madera como una perturbacién local de los colores (coeficientes O4 en el modelo de Phong
en la ecuacién 7.1). Al graficar un poligono cuya superficie debe parecer de madera, se recorre
dicho patrén utilizando alguna funcién asociada a las coordenadas generadas durante la conversion
scan del poligono, y se utiliza el coeficiente en dicha coordenada como perturbacién local en el
color de la superficie.

En general, los atributos que pueden mapearse a una superficie pueden ser varios:

Mapa de Texturas: Como ya describimos, consiste en alterar localmente el color de la superficie
modificando los coeficientes en el modelo de reflexién difusa del objeto.

Mapa de Entorno: Consiste en almacenar en un buffer especial los objetos de la escena tal como
son visibles desde la superficie del objeto que se estd considerando. Dicho buffer es luego
utilizado como coeficiente de iluminacién especular en superficies lisas, dando la impresién
de que la escena “se refleja” en ellas. Si bien el planteo es geométricamente incorrecto [7],
los resultados que produce son satisfactorios, y es actualmente una técnica muy popular.

Mapa de Desplazamientos: También denominada bump mapping. Se perturba la posicion local
de los puntos del poligono en direccién de la normal, segin una distancia especificada en el

patron bidimensional. De esa manera es posible darle a un objeto una apariencia arrugada
o abollada (ver Figura 5.17).

Mapa de Normales: Dado que el modelo de iluminacién de Phong es muy sensible a la o-
rientaciéon de los normales, en muchas situaciones no es necesario desplazar la figura para
que aparezca una textura espacial, sino que basta con desplazar los normales. Por ejemplo,
para modelar una pared de ladrillos, ademds del mapa de texturas, es necesario que el modelo
de iluminacién genere la sensacion de que en la superficie hay hendiduras.

Mapa de Transparencias: Permite modificar localmente el coeficiente de transmisiéon de un
objeto translicido, de manera que permite simular efectos de transparencia como por ejemplo
nubes como elipsoides de transparencia aleatoriamente distribuida.

Mapa de Refracciones: Altera localmente el indice de refraccién, por lo que permite producir

efectos de ondas similares a los visibles en la superficie del agua.

En la Figura 7.20 podemos ver el uso de mapas para dar texturas a una escena graficada con ray
tracing. Se utiliza un mapa de textura para el piso, lo cual permite simular las baldosas del piso.
Adems3s, las esferas tienen un mapa de normales que modifica localmente la reflexién especular,
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Figura7.20 Escena con mapas de atributos.

por lo que aparece abollada sin estarlo (no podria aplicarse un mapa de desplazamientos porque
el ray tracing no puede encontrar la interseccién rayo-esfera abollada).
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7.8 Ejercicios

1. Implementar el sombreado plano de poligonos y el de Gouraud. Testearlos con valores
cualquiera de iluminacién en los vértices.

2. Generar una escena con iluminantes, encontrar los valores de iluminacién por medio del
modelo de Bouknight (ambiente+Lambertiana) y sombrear con la técnica de Gouraud.

3. Repetir el gjercicio anterior con el modelo de iluminacién de Phong y el sombreado de Phong.
Comparar tiempos y resultados.

4. Implementar el Ray Tracing recursivo y graficar una escena sencilla en la que ocurran inter-
reflexiones.

5. Agregar a los ejercicios 3 y 4 un mapa de texturas y de normales.

6. Discutir los pasos necesarios para encontrar un mapa de entorno (pauta: utilizar las caras
de un cubo que rodea al objeto).

7.9 Bibliografia recomendada

La mayor parte de las referencias originales a los trabajos se fueron dando a lo largo del Capitulo.
Sin embargo, como las mejoras en los modelos han sido objeto de estudio intensivo, siempre es
preferible recurrir a un texto moderno que presente los resultados en forma ordenada y con una
notacion sistematica. Pocos son los libros en los que se aborda este tema como inico asunto. Entre
ellos recomendamos leer el libro de Hall [46]. Recomendamos consultar también [9, 54, 48] para
mayores detalles.

Los modelos bésicos de iluminacién y sombreado se pueden consultar en el Capitulo 25 del
libro de Newman-Sproull [66] y en el Capitulo 16 del libro de Fdley et. al. [33]. Los lectores
interesados en una presentacién rigurosa y concisa pueden consultar el Capitulo 2 del libro de
Watt y Watt [84]. Los algoritmos de Ray Tracing han generado una copiosa bibliografia. Es
preferible acercarse a través de un enfoque gradual, como el presentado en el libro de Glassner [41],
aunque la introduccién al tema en los Capitulos 8, 9 y 10 del libro de Watt y Watt es bastante
satisfactoria. Una presentacién de los detalles de implementacién de radiosidad puede consultarse
en [21] y en el Capitulo 11 del libro de Watt y Watt. Las técnicas de mapeo de atributos estan
descriptas en varios articulos. Aquf recomendamos consultar [44, 51].
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Capitulo 8. Aproximacién de Superficies con Puntos de Control

8.1 Introduccion

El tema de aproximaciéon de superficies por medio de funciones biparamétricas governadas por
puntos de control es uno de los mas importantes en Computacién Grafica y CAD, dado que es el
método por exelencia para el modelado de objetos s6lidos. En rigor, se efectia un modelo de la
superficie de los objetos. Esto es suficiente, sin embargo, para realizar un rendering adecuado, dado
que, como vimos, los modelos de iluminacién y sombreado necesitan exclusivamente informacién
geométrica (y 6ptica) de la superficie de los objetos. Los modelos de voliimenes son exclusivamente
necesarios cuando algin elemento interior del sélido produce efectos que deben ser visualmente
apreciables. Una presentacion muy breve de este tema se puede encontrar en el préximo Capitulo.

Uno de los hechos més notables del modelado de superficies es que se pueden aplicar los modelos
de interpolacién y aproximaciéon de curvas de una manera casi directa. En vez de contar con
una secuencia de puntos de control, se tiene un arreglo bidimensional o matriz. Los modelos de
interpolacién y aproximacién que vimos en el Capitulo 4 (con excepcién del de Lagrange) producen
una base funcional parametrizada que indica la importancia de cada punto de control en el resultado
final de la curva. Por lo tanto, es mateméaticamente sencillo formular la existencia de dos familias
de bases, cada una con su pardmetro (por fila y por columna, por ejemplo). El producto cartesiano
de dichas bases produce una base biparamétrica, la cual, en funcién del valor de ambos parametros,
determina la importancia de cada punto de control del arreglo bidimensional en la superficie final.

En la préctica usual de la Computacion Grafica, las posiciones de los puntos de control en una
superficie no determinan restricciones de exactitud, sino mds bien una tendencia geométrica. Por
dicha razén, los métodos de interpolacién, que son geométricamente mas inestables, han sido deja-
dos de lado en el modelado de superficies, siendo los métodos de aproximacion los maés utilizados.
En circunstancias especiales, donde se requiere definir que una superficie pase exactamente por un
punto, se utilizan desarrollos inspirados en Splines pero con otro tipo de restricciones geométricas.

Como vamos a observar en la préoxima Seccidn, las superficies de Bézier tampoco resultan
satisfactorias para el modelado de objetos. Si la base de Bernstein promediaba excesivamente la
geometria de los puntos de contron en las curvas de Bézier, en el caso de superficies, este efecto se
potencia atn mas, por lo que el resultado es practicamente inutilizable. Por dicha razén, el modelo
mas utilizado para generar superficies es el de B-Splines y sus variantes, especialmente los NURBS.

Por dltimo, un tema de gran importancia tiene que ver con la configuracién topoldgica de las
superficies que se desea aproximar. Si nuestro punto de partida es un arreglo bidimensional de
puntos de control (topolégicamente equivalente a un plano), entonces la superficie aproximada
debe poder desarrollarse a un plano. Esto excluye la posibilidad de modelar objetos con manijas,
orificios, esquinas, etc. Por dicha circunstancia es que se desarrollaron modelos de aproximacién
de superficies con bases genuinamente biparamétricas, las cuales superan la limitacién topoldgica
de las bases bivariadas generadas por producto cartesiano.

8.2 Aproximacion de Superficies I: Producto Tensorial de
Curvas

Sea un arreglo rectangular de puntos de control p;; € E? con0< i < ny0 < j < m. Unasuperficie
aproximante a dicho arreglo serd una funcién biparamétrica, donde al variar los parametros v y v
se recorre la superficie segin direcciones ortogonales (ver Figura 8.1).
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Figura 8.1 Arreglo bidimensional de puntos de control.

8.2.1 Superficies de Bézier

A partir del arreglo de (n+ 1) x (m + 1) puntos de control encontramos una tnica superficie S,
de orden n segiin u 'y de orden m segin v, 0 <u <1,y 0 <v < 1 (ver Figura 8.2).

oo (10)

Figura 8.2 Dominio de una superficie de Bézier.

Recordemos que una curva de Bézier se encontraba como producto de una familia de funciones
base por el arreglo de puntos de control:

b
C(u) = [By(u), B{(u), -, Bpw)] | 7' 1.
| b ]
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Figura 8.3 Evaluacién de una superficie de Bézier por “caritas”.

Si el arreglo de puntos de control es una matriz, entonces

Po0 P10 't Pno o (w)
" n n Por P - Pno [ p1(u)
Clw) = (B, By .- Biw)] | o o . | =
es una familia de curvas parametrizadas en u.

Tomando cada p;(u) como punto de control paramétrico de una nueva curva, encontramos una
expresién biparamétrica como producto tensorial de las familias de funciones base:

po(u)
S(u,v) = [B'(v), BP'(v), -+, BI(v)] { piv) } ,
Pn(u)

Reemplazando una expresion en la otra obtenemos

{ Poo P10 Pno -|
S(u,v) = [BE (1), BY (v), -, BR()[Bo), Br (), - B | 1o L
Pom Plm DPnm

De la definicién de producto de matrices se observa que
S(u,v) = Z ijiB;L (w) B (v).
i=0 j=0

Normalmente esta expresion se evalila unas 5 X 5 veces, y con los valores resultantes se arman
“caritas” (ver Figura 8.3).
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type grafo_contr = array [0..pts_ctrol] of
array [0..pts_ctrol]l of punto;

procedure bezier(var g:grafo_contr);
var i,pi,j,pj:integer;
u, bu,v,bv:double;
p:punto;
aux: array [0..pasos] of punto;
begin
p.w:=1;
for pj:=0 to pasos do begin
v:=pj/pasos;
for pi:=0 to pasos do begin
u:=pi/pasos;
p.x:=0; p.y:=0; p.z:=0;
for j:=0 to pts_ctrol do begin
bv :=bernstein(v,j,pts_ctrol) ;
for i:=0 to pts_ctrol do begin
bu:=bernstein (u,i,pts_ctrol)*bv;
p.x:=p.x + glil[j].x*bu;
p.y:=p.y + glil[j]1.y*bu;
p.z:=p.z + glil[j].z*bu;
end;
end;
graf _punto(aux([pil);
graf _linea(p) ;
aux [pi] : =p;
end;
graf_punto (aux[0]);
for pi:=1 to pasos do graf_linea (aux [pil]) ;
end;
end;

Figura 8.4 Implementacién de las superficies de Bézier.

La implementacién de las superficies de Bézier puede observarse en la Figura 8.4. Como ya
dijéramos mas arriba, las curvas de Bézier son “perezosas” para adaptarse a cambios locales en
el grafo de control. Esta misma caracteristica se acenttia mucho mds en el caso de superficies.
Podemos ver en la Figura 8.5 de qué manera un gran cambio local produce escasamente una

modificacién el la superficie.

Una forma de conseguir que la curva se adapte a la forma deseada es “exagerar” enormemente
los cambios en el grafo de control. De esa manera, para lograr un “pico” en la curva es necesario
desplazar el punto de control asociado a una distancia mucho mayor que la deseada (ver Figura 8.6).
Sin embargo, es posible darse cuenta que esta manera de trabajar no es lo suficientemente versatil
vy adecuada. Ademds, para curvas de grado alto, o con dos o més “picos’, el resultado puede ser
muy insatisfactorio.
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Figura 8.5 Superficie de Bézier con un gran cambio local.

IR
T T

Figura 8.6 Superficie de Bézier exagerando el cambio local.

Para solucionar este tipo de inconvenientes es posible utilizar superficies de Bézier racionales.
Estas, al igual que las curvas de Bézier racionales, se caracterizan por asignar un peso a cada punto
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de control (ver la bibliografia recomendada para el Capitulo 4). Es posible ver que los resultados

son mucho maés satisfactorios en el sentido de que la curva se adapta a la forma del grafo de control
déndole peso adecuado a los puntos (ver Figura 8.7).

o

Figura 8.7 Superficie de Bézier racional con cambio local.

Figura 8.8 Superficie de Bézier aplicando cara oculta y un modelo de iluminacién.
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En este punto estariamos en condiciones de poder elaborar nuestras primeras figuras graficadas
con realismo. Por ejemplo, en la Figura 8.8 podemos ver la superficie de Bézier de la Figura 8.7 a
la cual se le aplicaron técnicas de realismo vistas en el Capitulo anterior. Durante el procesamiento
de la superficie, se agregaron instrucciones que invocan el scan line de la superficie antes de ac-
tualizar el vector de puntos auxiliares. De esa manera se construyen dos tridngulos por carita:
triang(aux[pil,p,aux [pi+1]) y triang(aux[pil,p,aux[pi-1]). El procedimiento triang se
encarga de graficar tridngulos sombreados segin su normal. El normal del tridngulo se computa
con el producto vectorial entre diferencias de componentes de los puntos. Con dicho normal es
posible decidir si la cara es en principio visible, y ademdas se puede computar un modelo de ilu-
minacién y aplicar una técnica de sombreado como las ya vistas. Al mismo tiempo, dado que la
superficie se puede recorrer arbitrariamente, se puede aplicar el algoritmo del pintor o el de Wright
para la eliminacién de caras ocultas.

8.2.2 Superficies B-Spline bicubicas

Partimos de un arreglo rectangular de (m+1) x (n+ 1) puntos de control, y tomando un subarreglo
de 4 x4 se define la superficie S como unién de m — 2 x n — 2 segmentos. El segmento o “parche”
S} se define como producto tensorial de dos bases B-Spline cibicas variadas en u y v:

Ski(u, v) ZZP]JHC i1} (W) N7 (v).

=0 7=0

conl <k <m—-2y1 << n—2. Recordando que la base es no nula solamente en cuatro intervalos,
es posible simplificar la sumatoria a solamente 16 sumas ponderadas por las correspondientes sub-
bases. De esa manera, la representacién de un parche es

Ski(u, v) E E b (v )bi(wt) Pretj, 14

1=—2 j=—

conl <k<m-2yl<I<n—2,yuyvgsonlos para’umetros locales del parche. Por construccién,
la superficie S es C? continua en las uniones entre parches.

Con respecto a las condiciones de terminacién de una superficie B-Spline, debemos tener
en cuenta que podemos adoptar cualquiera de los dos esquemas (repetir puntos o asignar
periédicamente) en cada una de las dimensiones del arreglo de puntos. De esa manera, tene-
mos tres opciones posibles: terminacién no periddica, terminacién periédica en una dimension, y
terminacién periddica en las dos dimensiones. Cada una de estas opciones determina una topologia
diferente para la superficie resultante. En el primer caso obtenemos una superficie abierta, como
un mapa de altitudes. Partiendo del siguiente arreglo de puntos:

Poo Pio P20 P3o
poi1 pi1 p21 P31
DPo2 P12 D22 P32
Po3 P13 P23 P33

para obtener terminacién con repeticién de puntos de control debemos utilizar una matriz

Poo Poo Poo Pio P20 P30 P3o Pso
Poo  Poo  Poo Pio P20 P30 P30 P30
Poo Poo Poo Pio P20 P30 P30 Pso
Po1 Ppo1 Poi P11 P21 P31 P31 P31l
Po2 Po2 Po2 P12 P22 P32 P32 P32
Po3 Po3 Po3 P13 P23 P33 P33 P33
Po3 Po3 Po3 P13 P23 P33 P33 P33
Po3 Po3 Po3 P13 P23 P33 P33 P33
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Este arreglo, esencialmente, repite los puntos de control de acuerdo al siguiente esquemas:

En el segundo caso, la superficie resultante es cilindrica, lo cual es de gran utilidad para modelar
sélidos de revolucion o figuras como jarras, copas, etc. Para obtener esta terminacién 1-periddica
debemos utilizar una matriz

poo Pio P20 P30 Poo P10 P20
Poo Pio P20 P30 Poo Pio P20
Poo Pio P20 P30 Poo Pio P20
pPo1 P11 P21 P31 Pol P11 P21
Po2 P12 P22 P32 Po2 Pi2 P22
po3 pi3 P23 P33 Po3 P13 P23
Po3s P13 P23 P33 Po3 P13 P23
Po3s P13 P23 P33 Po3 P13 P23

En el tercer caso, la superficie es toroidal, lo cual permite modelar objetos que tengan un
agujero, como por ejemplo jarras con manija. Para obtener esta terminacion 1-periédica debemos
utilizar una matriz

Poo Pio P20 P30 Poo Pio P20
por P11 P21 P31 Pol P11 P21
po2 P12 P22 P32 Po2 Pi12 P22
Pos P13 P23 P33 Po3 P13 P23
Poo P10 P20 P30 Poo Plo P20
Por P11 P21 P31 Por P11 P21
Po2 P12 P22 P32 Po2 P12 P22

Podemos ver en la Figura 8.9 un ejemplo de figura con topologia cilindrica, modelado con 40
puntos de control, cuyo grafo se también se muestra.

8.3 Aproximaciéon de Superficies II: Dominios Triangulares

Las superficies obtenidas por medio del producto tensorial de curvas son una solucién adecuada
para una clase bastante importante de problemas de aproximacién. Sin embargo, la topologia de
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Figura 8.9 Superficie B-Spline bictibica con su correspondiente grafo de control.
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los modelos resultantes estd limitada a tres casos posibles. Por dicha razon se estudian tambien
superficies que provengan de un modelo genuinamente bivariado, es decir, donde la primitiva de
aproximacion sea directamente la superficie.

Una de las formas de realizar dichas aproximaciones se basa en el uso de dominios triangula-
res. De esa manera, la formulacién de curvas de Bézier basada en polinomios de Bernstein o del
algoritmo de de Casteljau se generaliza a parches triangulares.

8.3.1 Algoritmo de de Casteljau bivariado

Los puntos de control deben asumir una configuracién triangular. Para poder denotarlos, necesi-

tamos utilizar una notacién especial, basada en multiindices. Un multiindice T= (41,49, -+ ,i41)
k+1

es una tupla de k + 1 enteros no negativos. La norma [1] de un multiindice es |1] = sz También

j=1
llamamos ¢; = (1,0,---,0), e, =(0,1,0,---,0), etc.

Un tridngulo no trivial establece un marco afin para representar un parametro bivariado. Sea
un tridngulo con vértices p1,p2, p3, y un cuarto punto p, en un mismo plano. La representacion
baricéntrica de p es

p =up1 + vp2 + wps,

conu+v+w=1 u = (u,v,w) son las coordenadas baricéntricas de p. Si u,v,w > 0, es decir, es
una suma convexa entonces p cae dentro del plano determinado por p1,p2,ps.

La recurrencia de de Casteljau se establece sobre un arreglo triangular de puntos p;, donde [7]
establece el grado de la superficie y la profundidad de la recursién. Por ejemplo, una superficie
triangular cibica de profundidad 3 queda determinada por los puntos py, |1] = 4

Po4o
Ppo31 p130
Po22 P121 D220
Po13 P112 P211 P310
Poo4 p103 P202 P301 P400

Un punto pff(u) de la superficie que aproxima al grafo de control pr con profundidad & es:
k k—1 k—1 k—1
p? (u) = up?—‘,—el(u) + vpf—i,— e (u) + wpf+53 (u)

con pd(u) = pr.

8.3.2 Polinomios de Bernstein multivariados

Como en el caso de las curvas de Bézier, en las superficies triangulares existe la posibilidad de
encontrar una expresion polinomial equivalente al algoritmo de de Casteljau, de menor costo com-
putacional. Seaun vector de k+1 variables uw = (uy, U, -+, g1 ), tales que uy+us+-- -+up = 1.
El polinomio de Bernstein k-variado es

g

d!
1739

d
T = Ty . S u
Bl (U) (21 !7,2! .. 'Zk—‘,-l'

confif=dyje{l,2, -, k+1}
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POSO

P300

P
102
POOS

Figura 8.10 Arreglo bidimensional de puntos de control.

De esa manera, la forma de Bézier de la superficie bivariada proviene de la sumatoria de cada
punto de control en el arreglo triangular por su funcién asociada en la familia de polinomios de
Bernstein bivariados:

En forma explicita

k k—ig
S(U” ’U) = Z Z B(zl'i,,ilyk—io—il)(u’v’ (]‘ —u-—- v))p(io,il,k—io—il)'
’ig:O i1:0

En la Figura 8.10 podemos ver un arreglo triangular de puntos de orden 4 y la superficie triangular
de Bézier resultante.

Estas superficies se utilizan en general en conjuncién con las superficies rectangulares vistas
en la Seccién anterior, mayormente para solucionar los problemas topoldgicos que pueden llegar
a ocurrir. Las configuraciones anémalas para los parches que se necesitan para el modelado de
esquinas, agujeros, manijas, etc., pueden lograrse con parches con n lados, los cuales, a su vez,
pueden modelarse con el orden de continuidad adecuado por medio de n parches triangulares (ver
Figura8.11). De esa manera, la conjuncién de parches triangulares junto con parches rectangulares

(por producto tensorial) permite cubrir adecuadamente una clase mucho més amplia de problemas
(ver Figura 8.12).
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Figura 8.12 Solucién a problemas topolégicos con parches de n lados.
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Capitulo 8. Aproximacién de Superficies con Puntos de Control

8.4 Ejercicios

1. Implementar los algoritmos de aproximacién de superficies de Bézier y B-Spline cibicos
uniformes, como producto tensorial de curvas.

2. Aplicar los métodos a un grupo de grafos de control de prueba (por ejemplo, un tubo de
teléfono, una cabeza, etc.).

3. Proponer soluciones para el armado de grafos de control de objetos no desarrollables, sin
utilizar parches triangulares.

4. Implementar el método sencillo de construccién y sombreado de tridngulos mostrado en el
texto.

5. Implementar los parches de Bézier triangulares.

8.5 Bibliografia recomendada

Gran parte de las referencias recomendadas para el Capitulo 4 son adecuadas también para este
Capitulo, en especial el libro de Farin [30] y el de Bartels et. al. [6]. Las discusiones relacionadas
con la limitacién topolégica de la aproximacidn con superficies obtenidas con productos tensoriales,

asf como el desarrollo de los parches de Bézier triangulares, y B-Spline triangulares (no vistos aqui),
puede consultarse en [58, 59, 45, 23].
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9.1 Modelos de refraccion

Los modelos de refraccion constituyen el desafio maés significativo en la representacién de realismo
grafico, por la riqueza de los efectos que se producen, y por la enorme complejidad involucrada
en el calculo. La técnica de rendering mas satisfactoria al respecto parece ser en la actualidad el
ray-tracing, porque esta forma de computar los modelos de refraccién es geométricamente exacta
por definicién. Una objecién importante es que si bien el modelo es geométricamente exacto, la
representacién de objetos en los cuales el modelo es efectivamente (o practicamente) computable
es muy limitada.

Estas consideraciones llevan a investigar modelos de iluminacién no locales dentro del marco
de los sistemas de rendering tradicionales, es decir, los sistemas scan-line. El estado del arte en el
rendering scan-line de refracciones, sin embargo, esté lejos de ser satisfactorio. Los modelos mds
usuales ignoran la geometria de la refracciéon, y realizan inicamente un modelo de la transparencia
del objeto trasliicido. Esta transparencia se puede computar interpolando el color del pixel p en
funcién del color del objeto transliicido Py y del color del objeto (opaco) P> que se encuentra detrés:
It(p) = (1 — k)Ip,(p) + kIp,(p), donde 0 > k > 1 es el coeficiente de transmitancia del ob-
jeto traslicido, normalmente dependiente de la longitud de onda. Este esquema es denomi-
nado transparencia interpolada en [33]. Otro esquema posible es utilizar transparencia filtrada,
en la cual se considera que P; “filtra” el color de P2 con un coeficiente O de transparencia:

Iy (p) = IPl(p) + O.kﬁ.[pz(p).

Claramente se observa que estos mecanismos son ad hoc, dado que —al margen
de ignorar la geometria de la refraccién— plantean una férmula de interpolacin que

no proviene de un modelo de iluminacién. Una ulterior mejora fue propuesta por
Kay y Greenberg [56], donde el coeficiente de transmitancia k es una funcién no li-
neal de z,, la componente z del normal. Kay y Greenberg sugirieron una funcién

k= Enin + [kmaz — Emin)-[1 — (1 — 2,)™], donde k,,;,, and k,,4, son las transparencias minima y
maxima respectivamente, y m es un coeficiente arbitrario, generalmente entre 2 y 3, donde un m
mayor modela un objeto trashicido de menor grosor (ver Figura 9.1(a)).

En [67] se propuso modelo de rendering scan-line de objetos traslicidos con caracteristicas
superiores a otros modelos presentados, dado que no solo se computa un modelo de iluminacion
adecuado, sino que ademas se considera la geometria de la refracciéon. Bésicamente, el modelo
aproxima la forma de los objetos traslicidos interpolando superficies esféricas de la expresion
poligonal de los mismos (ver Figura 9.1(b)). Dicha aproximacién permite considerar a cada objeto
trashicido como una lente, para la cual es sencillo encontrar una expresion analitica de la geometria
de la refraccion, expresion que puede simplificarse considerando la aproximacién paraxial de los
rayos de luz [52].

La determinacién de los elementos refractados se efecttia utilizando mapas de entorno proce-
sados por medio de dicha expresién analitica. El modelo de iluminacion considerado en este caso

extiende el modelo local de Phong para incorporar la componente refractada, por lo cual es mas
adecuado que el modelo de ray tracing dado que le da un tratamiento uniforme a las distintas
fuentes de iluminacién, sean locales o globales. Una ulterior simplificacién, considerar la geometria
de la refraccion en una lente delgada, permite encontrar una expresién mas simple. En particular,
se demuestra que en este caso la geometria de la refraccién es sencillamente obtenible a partir de
la geometria de la reflexién, y que por lo tanto un preprocesamiento de un mapa de reflexiones
estdndar permite computar la refracciéon. Por tdltimo, se considera la representaciéon de objetos
complejos como series de lentes, lo cual constituye una primera aproximacién muy econémica (ver
Figura 9.2).

176 Claudio Delrieux




9.1. Modelos de refraccion

Figwra 9.1 Modelo de Kay-Greenberg vs. modelo de Patow.

Figura 9.2 Aproximacién de objetos complejos como series de lentes.
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9.2 Animacion

Por animacién en Computaciéon Grafica entendemos bastante mas que modelar el movimiento de
los objetos y la camara dentro de la escena. Una animacién por computadora normalmente in-
volucra, ademads, cambios en la forma y color de los objetos, en la iluminacién, en las texturas o
en las estructuras. Actualmente es posible reconocer las grandes posibilidades de la animacién por
computadora en las publicidades y en los video juegos y aplicaciones interactivas. Sin embargo,
las aplicaciones de la animacién van més alld, dado que es posible encontrarla en sistemas educa-
cionales, simuladores de vuelo, usos industriales, visualizacién cientifica, y hasta en los cascos de
realidad virtual

Las técnicas basicas de animacién por computadora se basan en la metodologia convencional
de los dibujos animados. Esencialmente se parte de lo que se denominan key frames o cuadros
clave, donde cada cuadro es exactamente una de las tantas imagenes por segundo que se generan.
Todo lo que sucede entre dos cuadros clave sucesivos puede interpolarse. Por lo tanto, dados
dos cuadros clave sucesivos, y el tiempo que debe transcurrir entre ellos, es posible computar los
cuadros intermedios por medio de técnicas de interpolaciéon. A esta operacion se la denomina in
betweening [61], (ver Figura 9.3).

La técnicas que computan los estados intermedios de la escena reciben de los cuadros claves
una descripcién de cada elemento de la escena (objetos, iluminantes, posicién de la cdmara, etc.)
por medio de una lista de parametros, y su tarea consiste en calcular los valores de dicha lista
para los cuadros intermedios, y luego graficar la escena con dichos valores. Esta interpolacién no
es necesariamente lineal, dado que los objetos pueden tener leyes de movimiento para conseguir
determinados efectos. Por ejemplo, un objeto en caida libre describe una parabola en el tiempo,
por lo que su ley de movimiento del primer cuadro clave al siguiente debe ser una pardbola. Una
aplicacién importante de las curvas de Bézier es, entonces, la descripcion de las leyes de movimiento
en animacion.

En los sistemas comerciales existe una estandarizaciéon de los pardmetros que pueden animarse,
y de las leyes que se utilizan. Nacen, de esa manera, los lenguajes para descripciéon de animaciones.

Recomendamos al lector interesado que consulte el libro de N. Magnenat- Thalmann y D. Thalmann
[61] o el Capitulo 21 del libro de Foley et. al. [34].

Las técnicas avanzadas de animacién por computadora, sin embargo, no pueden quedarse en
un nivel tan superficial de descripcién. Por ejemplo, sien la animacién de un objeto modelado con
NURBS, la forma del mismo debe modificarse, lo 1é6gico es modificar adecuadamente la posicion
de sus puntos de control cuadro por cuadro. Sin embargo, resulta imposible pensar que nuestro
lenguaje de animacién esté preparado para contemplar la interpolacién de este tipo de pardametros.

Otros problema propios de la animacién por computadora son la animacién de objetos arti-
culados y la animacién de objetos no rigidos. Una técnica que ha ganado gran popularidad es la
animacién por medio de sistemas de particulas. Todos estos temas son de un nivel de complejidad
considerable. Recomendamos al lector interesado que consulte los Capitulos 15, 16, 17, y 18 del
libro de Watt y Watt [84].

9.3 Visualizacion Cientifica

Como ya dijéramos en la Introduccién, la Visualizaciéon Cientifica signific6 todo un cambio de
paradigma dentro de la Computacion Grifica, al buscar la representacién grifica de entidades
abstractas, elaboradas a partir de conjuntos de datos. La Visualizacién Cientifica constituye ac-
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11

Figura 9.3 Algunos cuadros de una secuencia animada.
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tualmente una verdadera revoluciéon en la metodologia de investigacion cientifica, tanto bésica
como aplicada, comparable al invento del microscopio o el telescopio. Con el tiempo, la comunidad
que estudia estos temas se fue apartando de la Computacién Grafica tradicional, y actualmente
constituye de hecho una disciplina aparte, con sus propios congresos y publicaciones. Sin embargo,
dada la enorme relevancia del tema, no queremos dejar de considerarlo aqui.

En la esencia de la Visualizacién estd la representacién de cantidades enormes de datos (proba-
blemente multidimensionales) por medio de alguna metéfora visual que transmita adecuadamente
la informacién. Se utilizan los sistemas computacionales no para simular sino para representar
enormes conjuntos de datos, apelando a la vasta capacidad de interpretacién visual del cerebro.
En este sentido, la Visualizacién Cientifica representa la culminacién de las actuales posibilidades
de los sistemas de computacion gréfica, dado que exigen una capacidad enorme de procesamiento.
Por ejemplo, para manipular una base de datos tridimensional de 1000 x 1000 x 1000 se requieren
1000M de datos. Estos datos pueden provenir de sensores, como en el caso de tomdgrafos o de
satélites, o bien pueden provenir de tareas computacionales anteriores, como por ejemplo de simu-
laciones o de andlisis por elemento finito. El resultado grafico que se espera de la visualizacion
de estos datos no es meramente cuantitativo -no se busca necesariamente la representacién fiel

de valores- sino cualitativo -se busca un entendimiento global de determinadas propiedades de los
datos [24, 74].

La Visualizacién involucra el empleo de técnicas derivadas de la Computacién Gréfica utilizadas
para la representacién de datos cientificos de los tipos més diversos. Dentro de la investigacion
en Visualizacién Cientifica, la representacion de datos volumétricos se destaca por las dificultades
computacionales que plantea, pero al mismo tiempo concentra la mayor atencién en la investi-
gacién actual, dado que es actualmente de gran utlildad en la investigacién cientifica en temas tan
diversos como en matemdtica, medicina, ciencias naturales e ingenierfa [37, 53|, y es utilizada para
representar datos que pueden provenir de diversas fuentes.

Los volimenes de datos pueden pensarse abstractamente como matrices tridimensionales, en
los que cada celda contiene valores uni o multivaluados. Estos datos fueron eventualmente pre-
procesados para extraer y enfatizar adecuadamente las caracteristicas intuitivamente adecuadas
en una determinada aplicacién y para un determinado propdsito en su visualizacién (por ejem-
plo, destacar determinadas dreas en la representacién visual de una tomograffa). Una vez que los
datos volumétricos estan adecuadamente preparados para el rendering, el mismo procede segin
algoritmos de mayor o menor sofisticacién. Las técnicas usuales de rendering de volimenes estan
normalmente asociadas a una representacién de los mismos en estructuras de celdas volumétricas
o en vozxels. De esa manera, un voxel en particular representa el factor de ocupacion que el sélido
posee en una determinada fraccién del espacio tridimensional.

Una de las primeras técnicas de rendering de voltmenes [32] consiste en graficar por capas el
volumen de datos. Normalmente el volumen de datos se hace coincidir con los ejes del sistema de
coordenadas del mundo, de modo que el eje z (hacia donde mira el observador) coincida con uno
de los ejes del volumen de datos. Planos perpendiculares a dicho eje son entonces procesados de
adelante hacia atras. El procesamiento es sencillo, consistiendo en una proyecciéon paralela de los
datos al buffer de pantalla, utilizando alguna técnica de pseudocoloring para asociar los valores a
representar con colores de una paleta predeterminada (por ejemplo, asociar un determinado color
a un determinado tejido). Cada voxel, en funcién de su valor, tiene a su vez una determinada
transparencia, es decir que no es necesariamente opaco, permitiendo que se visualize parcialmente
las partes del volumen que se encuentran detrds. La transparencia en cada direccién visual se
computa acumulindola en un a-buffer de pantalla [15]. Para emular una proyeccion tridimensional,
los datos de las capas se van desplazando una determinada distancia en x e y a medida que éstas
son mas distantes en el eje z. Esta técnica es bastante primaria, pero por esa misma razon es
implementable directamente con hardware especifico. Su mayor limitacién consiste en que, al
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no existir un sélido propiamente dicho en ningin momento del procesamiento, no es posible una
representacién conrealismo [28, 84], por ejemplo, la interaccién con iluminantes o con otros ob jetos.

Otros métodos mas sofisticados buscan extraer la representacion de un objeto tridimensional a
partir del volumen de datos. Una de las primeras técnicas [38] consiste en procesar capa por capa al
volumen de datos, en funcién de un determinado valor umbral. De esa manera, es posible identificar
en una capa dada aquellos voxels en los cuales ocurre una transicién cercana al valor umbral.
Dichos voxels conforman un contorno. Entre dos capas adyacentes, entonces, es posible vincular
los contornos para determinar un esqueleto de poligonos. El conjunto de poligonos encontrado
entre todas las capas procesadas de esta manera constituye una representacion del sélido con una
estructura “intermedia’, en este caso, una superficie. Esta estructura de poligonos permite la
visualizacién de los datos originarios, y tiene la ventaja de ser una estructura “tradicional” en el
sentido de la computacion gréfica, es decir, es un conjunto de poligonos, el cual puede graficarse
con los algoritmos usuales, utilizando cara oculta, sombreado, iluminacién, etc. Sin embargo, esta
técnica encuentra problemas cuando no es directo encontrar el esqueleto de poligonos entre dos
capas sucesivas (por ejemplo si ocurren discontinuidades topoldgicas).

Otra solucién, mas estable con respecto a este tipo de problemas, es la denominada “marching
cubes’ [60], en la cual se clasifican los voxels que pertenecen a una superficie umbral. Un voxel
pertenece a la superficie umbral si por lo menos uno de sus vértices estd por debajo del valor
umbral y por lo menos otro estd por encima. En este caso, cada uno de los ocho vértices de un
voxel puede asumir un valor por debajo o por encima del umbral. El total de todos los casos
posibles es 28 = 256, pero por consideraciones de simetria se reducen a solo 14. Para cada uno
de dichos casos es posible aproximar la superficie umbral con poligonos sencillos (normalmente
tridngulos) que cortan al voxel, y al mismo tiempo ubicar los voxels vecinos en los cuales dicha
superficie debe continuar.

Una solucién més completa (y tambien mas compleja) para el rendering de volimenes consiste
en arrojar rayos desde el observador hacia el sélido, de una manera similar al ray tracing pero
computando el comportamiento de la luz a través del volumen. Esta técnica, denominada ray
casting, comienza por considerar que cada voxel es el modelo de un objeto fisico, en el cual ocurre
un fendémeno de interaccién con la luz y con los rayos visuales provenientes de los demads voxels.
Por lo tanto, es necesario establecer un modelo de iluminacién que, a diferencia de los modelos
tradicionales en Computaciéon Gréfica como el de Phong, considere la interaccion de la luz con
una densidad volumétrica. Estos modelos fueron estudiados por Blinn [9] y por Kajiya [54, 55],
llegando ambos a una formulaciéon matemaética similar.

Dada una densidad volumeétrica D(z, y, z) y un rayo visual ¥ que la atraviesa entre dos puntos t1
a t2, consideraremos por un lado la iluminacién acumulada en su interaccién con una distribucion
de energia luminosa I que representa una determinada condicién de iluminacién, y por otro lado
la densidad acumulada por el rayo desde que ingresa al sélido en t1. Sea entonces un punto ¢
entre t1 y t2. La ifluminacién que recibe dicho punto es la sumatoria de las intensidades de las
fuentes luminosas puntuales. El modelo considera que la densidad volumétrica puede pensarse
como una distribucién gaussiana de particulas idealmente especulares. Los algoritmos basados en
esta técnica, normalmente simplifican esta ecuacién segun ciertas consideraciones. Por ejemplo,
si los rayos visuales son paraxiales, es decir, con pequena desviacién angular respecto del eje z,
entonces la distancia de t1 a t2 es constante en todos los voxels, y por lo tanto la integral puede
aproximarse con una productoria.

Otra forma de graficar un volumen de datos es el procesamiento cell by cell (por celdas). Esta
técnica consiste en ir recorriendo la base de datos en una forma ordenada de adelante hacia atras
(segin la posicién del observador) y se va proyectando dato por dato, ésto requiere un buffer con
la informacién de los datos ya proyectados (color y transparencia acumulados). En arquitecturas
compututacionales complejas, como por ejemplo en las maquinas Sillicon Graphics, el buffer de
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Figura 94 Matrices volumétricas de datos procesadas por celdas.

pantalla estd pensado como para brindar soporte a este tipo de operaciones, es decir, se opta por la
solucién més natural del hardware dedicado. En maquinas PC, sin embargo, el buffer de pantalla
no tiene capacidad para soportar estos cémputos intermedios, por lo que hay que recurrir a la
memdria de propésito general (RAM), con la consiguiente complicacién en la programacion, y los
tiempos de computo mayores.

El procesamiento por celdas puede pensarse en forma diferente si se considera que los datos
estan formando voxels o formando celdas. El voxel es la minima cantidad de informacién en 3D y
vendria a ser lo que es el pixel en 2D. En cambio, la celda estd formada por 8 datos que serian los
vértices, entonces se puede realizar un promedio o bien una interpolacién (trilineal) para obtener
la informacién dentro de la celda y de esta forma evitar que en la imagen se perciban los pequefios
cubos que la componen, cuando la matriz de datos es pequenia. La resolucién de los graficos estd
dada por el tamano de la matriz de datos. Las etapas mds importantes de este proceso son:

e Preprocesamiento de datos, etapa que comprende la generaciéon y acondicionamiento de la
matriz de datos o buffer volumétrico ( V-Buffer).

e Adecuacién a las transformaciones de proyeccién. De acuerdo con el punto de observacién
se elige el orden en que se van a ir tomando los datos para su proyecciéon y se toma el dato
correspondiente.

e Vozelizacion, etapa que consiste en armar un voxel con una cierta ubicacién en el espacio,
de acuerdo a la posicién que tiene el dato en la matriz.

e Mapeo de color y transparencia, es decir, cada voxel va a tener un color y una transparencia
asignada, de acuerdo al valor numérico del dato de la matriz que ha sido tomado.

e Proyeccién de las caras de cada voxel que son visibles sobre la pantalla computando la
contribucién de color y transparencia que aporta el voxel sobre la imagen.

En la Figura 9.4 podemos ver el resultado de procesar matrices volumétricas de datos con este
procedimiento.

Deseamos dedicar en este tltimo Capitulo por lo menos un par de hojas a cada uno de los
temas que consideramos de gran importancia. De esa manera, el lector interesado puede consultar
la bibliografia recomendada. Un tratamiento mas profundo de estos temas puede ser motivo para
la segunda parte de este libro.
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9.4 Modelos no Deterministicos y Fractales

Una de las razones més importantes de la gran difusién de las técnicas de modelado con objetos
fractales reside en su capacidad para producir una representacién econémica en tiempo y espacio de
modelos o fenémenos naturales. El inconveniente clave de la geometria tradicional que se utiliza
en la Computacién Grafica para representar objetos naturales es su falta de simetria a escala.
Una costa podria describirse mediante segmentos, y si se tomara un ntimero grande de ellos, se
veria bastante real. Sin embargo, cuando nos acerquemos lo suficiente, esta costa revelaria su
aspecto geométrico subyacente. Es por este motivo que los objetos fractales [62] estédn teniendo
un uso creciente en la computacién grafica, especialmente aquellos basados en el modelo del ruido
Browniano fraccional (fBm) [63].

Existen principalmente dos tipos de fractales: los deterministicos y los no deterministicos.
Los primeros resultan generalmente de iterar sistemas de ecuaciones, y no incluyen al azar en su
célculo. Es decir, cada vez que se grafican, su aspecto es el mismo. Podemos citar muchos ejemplos
notables, aunque el mds popular es sin duda el conjunto de Mandelbrot (el mapa de complejos ¢
cuyo conjunto de Julig al iterar z < z2 + c es conexo).

Los fractales no deterministicos, en cambio, utilizan explicitamente niimeros aleatorios en de-
terminadas etapas del calculo. Por lo tanto, el resultado final es imprevisible. En la representacion
de fenémenos naturales, como por ejemplo relieves montanosos, costas, nubes, etc., suelen usarse
los fractales no deterministicos. El calculo de los mismos depende solamente de un pardmetro
denominado dimension fractal D, que intenta reflejar el aspecto global del resultado. Los deméds
aspectos quedan librados a lo que el generador de ntimeros aleatorios entregue en cada paso.

Una de sus caracteristicas interesantes es que satisfacen la propiedad de autosimilitud, o sea,
se ven estadisticamente similares (esto es “parecidos a primera vista”) a s mismos a diferentes
escalas. Un zoom a un objeto fractal no causard una pérdida de naturalidad de su aspecto, sino
que, por el contrario, incorporara nuevos detalles no visibles a menor escala. La autosimilitud puede
concebirse como una simetria a escala. Siel objeto es un fractal no deterministico, esta similitud se
da en términos estadisticos, es decir, las propiedades geométricas del objeto tienen distribuciones
semejantes a diferentes escalas. En algunos casos particulares pueden existir modelos matematicos
para determinados fenémenos naturales cuya fractalidad es un fendmeno emergente. El interés de
la Computacién Gréfica en los fractales, sin embargo, no es realizar una simulacién exhaustiva de
dichos fenémenos, sino en producir herramientas computacionales que los imiten adecuadamente
en un tiempo razonable.

Un modelo matemético de gran utilidad para un gran conjunto de series de tiempo es el
movimiento Brouniano fraccional (fBm) [63]. La computacién del fBm puede hacerse por medio de
la transformada répida de Fourier (FFT), pero en la prictica resultan mds adecuados los métodos
en el dominio tiempo. Las técnicas mas comunes para efectuar dichos calculos son

Cortes Independientes [68]: Es el primer método histéricamente implementado para re-
producir terrenos. Consiste en generar mimeros aleatorios de importancia decreciente, los
cuales son sumados a un arreglo en una cantidad de direcciones que sigue la proporcién
AV = a(At)2~P. La fase de dichos cortes (la direccién de comienzo) es determinada aleato-
riamente.

Cortes Secuenciales: Es una variacién del anterior que tiene la ventaja de poder ser calculado
en secuencia, sin requerir calcular todo el arreglo. Por ello es aplicable a la generacién de
numeros aleatorios que sigan una distribucién fraccional. Consiste en tener un acumulador
al que en cada tirada se le agrega una cantidad aleatoria. Esta cantidad tiene componentes
proporcionales a periodos irracionales, cuyas amplitudes son inversamente proporcionales a
los periodos. Una metafora para entenderlo mejor es suponer que tenemos varios dados,
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Figura 9.5 Terrenos fractales computados con el algoritmo de desplazamiento del punto
medio.

algunos con mimeros pequenos, otros medianos y otros grandes. En cada tirada se arrojan

ciertos dados. La probabilidad de que un dado sea arrojado es inversamente proporcional a
los mimeros que figuran en él.

Desplazamiento Aleatorio del Punto Medio [35]: Este método es computacionalmente mas
eficiente que los anteriores, y algoritmicamente es mas sencillo de entender. Se toma como
comienzo y como final dos puntos dados V(0) y V(1). Se calcula el V promedio en el punto

medio, y a ese valor se le agregaun AV proporcional al At segin la ecuacién ya vista. Luego,
cada mitad es tratada recursivamente de forma similar.

La extension del algoritmo del punto medio a dos dimensiones puede aplicarse para generar
una distribucién bidimensional fractal de alturas. En este caso el punto medio tiene en cuenta
las alturas de sus cuatro vecinos. Es decir, cada punto medio estd en el centro de una cara,
cuyos vértices son tenidos en cuenta para calcular su altura esperada. Esta altura es desplazada
aleatoriamente en funcion de la escala. Con los puntos medios en el centro de cada cara es posible
ahora calcular la altura en los puntos medios de cada arista. Estos dos pasos permiten pasar de
una reticula de 1 x 1 y cuatro puntos a una reticula de 2 x 2 caras y nueve puntos. A cada cara
de la reticula generada se le aplica recursivamente el mismo algoritmo.

La Figura 9.5 muestra dos mapas de alturas fractales desarrollados con el método de desplaza-
miento del punto medio. Estos resultados, ademas de permitir la simulacién de terrenos, pueden
utilizarse como mapas de texturas para otro tipo de objetos. Por ejemplo, en la Figura 5.17 se
utilizaron fractales como mapa de desplazamientos en un algoritmo scan-line, y en la Figura 7.19
se utilizaron como mapa de normales en un algoritmo de ray tracing.
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Notacion

Puntos en un espacio afin dado.

Coordenadas en un espacio vectorial.

Coordenada homogénea.

Coordenadas en el espacio de pantalla.

Parametros escalares.

Transformaciones en un espacio afin dado.

Atributos de un color representado en RGB.

Orden de continuidad de una curva.

Curva parameétrica representada con funciones polinomiales.
Derivada paramétrica de la curva, dado un valor del pardmetro.

Derivada de una curva interpolante al pasar por el punto (nudo) p.

Superficie paramétrica representada con funciones polinomiales.
Pardmetro global (o inico) de una curva paramétrica.
Pardmetros de una superficie paramétrica.

i-ésimo segmento de una curva parameétrica.

Pardmetro local del i-ésimo segmento de una curva paramétrica.
Puntos de control para una curva o superficie.

Segmento de recta que une los puntos py q.

Puntos de interpolacién intermedia.

Base de Bernstein para polinomios de grado n.

Base de Splines para curvas de grado n.

Sub-bases de Splines ctbicos uniformes.

Intensidad luminosa (ambiente, puntual).

Coeficientes de reflexién ambiente, especular y difuso.

Vectores unitarios (Normal, incidencia Luminosa, Reflexién).
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Elementos

Matematicos de la
Computacion

Grafica

B.1 Algebra de Matrices

Una matriz A es un arreglo de elementos escalares a;;:

ailr a2 -+ Qln

Qg1 Q22 - A2y
A =

(%1 A2t Qyp

Si m = 1 entonces estamos en el caso particular de un vector fila:

f = [UI’U%“ '7U7’L]

Sin =1 entonces es un vector columna:

c1
C2
c= .
Cm
La traspuesta A de A es una matriz tal que
t
Q5 = Qji

La suma de dos matrices A y B es una matriz C tal que
Cij = aij + bij
187
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El producto de un escalar s por una matriz A es una matriz B tal que

bij = saij

El producto de dos matrices conformes A [mxk] y B [kxn| es una matriz C[mxn| tal que

k
Cij = Z a;irby;
=1

La submatriz A;; de lamatriz A es la matriz resultante de eliminar de A lai-ésimafilay la j-ésima
columna.

El determinante |A| de una matriz A es un escalar definido recursivamente como

n
4] = (1) M| Ay,
i=1
Si |[A] = 0, entonces A es una matriz singular.
La matriz adjunta de A es una matriz A% tal que

afy = (=1)"]as).

La inversa A~! de A es una matriz tal que

1 (a%)t

A

Si A es singular entonces su inversa no estd definida.

B.2 Algebra de vectores

Un espacio lineal (o vectorial) es un conjunto de valores (denominados vectores) cerrado bajo suma
y multiplicacién escalar. Debe existir un elemento 0 (identidad de la suma) denominado origen.
La descripcién usual de los elementos de un espacio vectorial es a partir de coordenadas respecto
de una base.

Ejemplo: En R? la base usual es E® = {e;,e,, €3}, con

1 0 0

etr=|0 |,e2=1]1]|,e3=1| 0

0 0 1
2 2
El vector v = | 3 | serepresenta directamente como | 3
4 4

dado que v = 2e1 + 3e2 +4es.
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B.3. Transformaciones Lineales y Afines

El médulo o longitud de un vector es su norma-2:

0 ll= /0% + 0§ + o2

El producto escalar o interno de dos vectores es
VW= VW + VaWy + -+ - + YWy
(vesdel xlywesdelx 1. Entonces esta definicién coincide con el producto de matrices).
Es también 1til la identidad
v w=[ vl wl cos(d),

donde 6 es el angulo entre ambos vectores.
El producto vectorial de dos vectores es

(vows — vaws2)
v Xw = (US’LU]_ — 1}111}3)
(viws — vow1)

Es también 1til la identidad
vX w=|v|[|wlsen(),

donde 6 es el angulo entre ambos vectores.

B.3 Transformaciones Lineales y Afines

Dado un espacio vectorial R" y dos elementos (vectores) u y v de dicho espacio. Entonces una
transformacion 7' : R" — R"™ se denomina lineal si se cumple que para escalares «, 3 arbitrarios

T(au + pv) = oT'(u) + BT (v).

Es importante observar que las traslaciones no son transformaciones lineales. En particular, es facil
ver que una transformacién arbitraria queda definida por los coeficientes por los que transforma a
la base del espacio vectorial. Por dicha razén, una transformacion lineal puede representarse con
una matriz de n X n, y la transformacién de un vector es el producto del mismo por dicha matriz.

Las transformaciones lineales son bien estudiadas en los cursos de matematica, no asi las afines,
las cuales son indispensables en Computacién Grafica. Dado un espacio vectorial R™ y dos ele-
mentos (vectores) uy v de dicho espacio. Entonces una transformacién T : R* — R" se denomina
afin si se cumple que para un escalare « arbitrario

T((1—au)+ av) = (1 — a)T(u) + aT(v)

Es importante observar que las transformaciones lineales son afines pero no a la inversa. En
particular, una transformacién afin puede representarse como una transformacién lineal compuesta
con una traslacién (ver [42]).

Larepresentacion de una transformacién afin puede hacerse de dos maneras. La primera, menos
usual, es utilizar un marco afin de referencia y definir un sistema de coordenadas baricéntrico dentro
de dicho marco. Por ejemplo, dos puntos P, ) distintos definen un marco afin unidimensional (un
subespacio), y cualquier punto R = (1 — a)P + a@) pertenece a la recta que los une. En este caso
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el par (1— @), a es la coordenada baricéntrica de R respecto del marco afii n P, Q. El concepto de
marco afin puede extenderse a cualquier espacio Euclideo. Una transformacion lineal en un marco
afin representa, entonces, una transformacion afin en un espacio lineal.

La seguna manera de representar transformaciones afines, la usual en Computacién Gréfica,
consiste en recorrer el camino inverso, es decir, encontrar un superespacio lineal S, del cual nuestro
espacio usual E es un espacio afin. Entonces, las transformaciones lineales en S serdn transforma-
ciones afines en E. S debe ser, entonces, un espacio de una dimensién mayor que E, obtenido por
homogenizacidn. El proceso estd detalladamente descripto en la Subseccién 3.2.2 del texto.
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