MATEMATICAS I
(Carrera de Economia)

FUNCIONES HOMOGENEAS Y TEOREMA DE EULER
(http://www.geocities.com/ajlasa)

Las funciones homogéneas ocupan un lugar central en los modelos estandar de la teoria
econémica. Es por ello que es importante conocer algunas caracteristicas de estas
funciones.
Definicion:

Una funcion real f (X, y) se dice que es homogénea de grado k si se cumple que:

f(AX,AY)=2" f(x,y)

Paratodo A >0
Ejemplos:
1. La funcion lineal z= f (X, y) =a X+ Db y es homogénea de grado 1. Veamos:
f (Ax,Ay)=a(Ax)+b(Ay)
=" (ax + by)
=z
2. La funcidn cuadratica z = f (X, y) =a X Y es homogénea de grado 2.
f (A, Ay)=a(Ax)(Ay)
=X (axy)
=A?z

3. La funcion z=f (X, y): 3 X y2 + y3 + X2y es homogénea de grado 3. En
efecto:


http://www.geocities.com/ajlasa

f (A%, Ay)=3(Ax)(AY)’ +(Ay)* +(Ax)* (Ay)

=3(Ax)(A2y?)+(A%°) +(A%°) (Ay)

=¥+ (ey7)+ ()

:)\3(3xy2 4 y3 4 Xzy)

=A%z
Una funcidn especialmente importante en economia es la funcién Cobb-Douglas.
Aunque también se utilizan funciones de este tipo para modelar la utilidad del

consumidor, la aplicacion original hecha por Cobb y Douglas fue la funcion de
produccion:

y=f(K,L)= AK*L?

Donde: y es el nivel médximo de produccion que puede realizarse con el insumo de

capital Ky el insumo de trabajo L y Aes un indice que representa el estado de la
tecnologia. (Ver la nota de clase “Tecnologia de Produccién”).

Veremos que esta funcion de produccion es homogénea de grado o + 3 :
f (AK,AL)= A (AK)™(AL)”
= A(A*K*)(A°L7)
= AX*NPKL?
=Xt AKeL?
=Py

Es importante subrayar que en el caso en que o+ 3 = lel valor de la funcién de

produccion crece en la misma escala en que crecen los insumos de capital y trabajo. Por
ello, en este caso tenemos que la funcién de produccién “exhibe rendimientos
constantes a escala”.

Teorema de Euler sobre las funciones homogéneas de grado k

El matemético Leonhard Euler (1707 — 1783) demostro el siguiente teorema respecto a
las funciones homogeéneas de grado k:

Una funcion (X, Xy, ..., X,, ) definida en un dominio D se dice que es homogénea

de grado K si, para todo (Xl, Xoy ey Xn) € D se cumple que:

f(AXL, AXg, oo, AX ) = AT (X, X000, X ), VA0 (1)



El teorema de Euler dice que:

f (X, X5, ..., X, ) es homogénea de grado k, si y s6lo si:

xlﬁ+x2£+...+xnﬁ:k f (X, %5, 000, %,) @)
ox, X, X,

Demostracion: Derivamos ambos lados de (1) respecto a X :

af  9(Ax)  af 8()\x2)+ L of a(Ax,)

=KX (X, Xy, ooy
d(Ax,) A +8()\x2) )\ d(Ax,) A Bz o)

De manera que:

LI L BRI
axx) t a(ax,) T A(Ax,)

Hacemos A =1 y se demuestra el teorema de Euler en (2)

Xn = KA (X0, X, 0nny X))

Aplicando este teorema a la funcion de produccién Cobb — Douglas con rendimientos
constantes a escala (e + 3 = 1) se deduce que:

ﬂKJrﬂLzy

oK oL

Puesto que las derivadas parciales son las productividades marginales del capital y el
trabajo respectivamente y el modelo de competencia perfecta supone que en equilibrio
las remuneraciones de los factores son iguales a sus productividades marginales, se
deduce que:

rKk+wlL=y

Donde r es la remuneracion del capital y W la remuneracion del trabajo. El producto de
la economia se distribuye entre los factores de produccién de acuerdo con sus
productividades marginales respectivas. Se trata de un resultado importante, pero
también polémico, que se estudia en cursos posteriores.



