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DEFINICIONES

1. Se dice que la funcién z = f (X, y) tiene un méximo local en el punto P (X, )

es decir, cuando X = Xy, Y=Y, ,si se cumple que:
f(Xo0:Yo)> F(XY)
para todos los puntos (X, y) suficientemente proximos y distintos al punto (XO, yo).

2. De igual manera, se dice que la funcion z = f (X, y) tiene un minimo local en el

punto P(XO, yo) es decir, cuando X = Xy, Y =Y, , sise cumple que:

f (X, o)< F(X,Y)
para todos los puntos (X, y) suficientemente préximos y distintos al punto (X,, Yo )-
Los puntos de maximo y de minimode z = f (X, y) son los extremos de esa funcién

Una definicidn alternativa de los puntos de maximo y minimo locales es la siguiente:

Setiene f (Xq, yo) y hacemos X = X, + AX, Y=Y, + Ay, luego:
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Af = f(x,y)— F(Xg,¥9)= F(Xo+AX, Yo+ AY)— (X, o)
Ahora tenemos:

1. Si Af <0 para todas las variaciones suficientemente pequefias de las

variables independientes, la funcion (X, y) tiene un méaximo local en el

punto P(XO,yO).

2. Si Af >0 para todas las variaciones suficientemente pequefias de las

variables independientes, la funcion f (X, y) tiene un minimo local en el

punto P(XO, yo)-
TEOREMAS

1. Condicién necesaria para la existencia de un extremo: Si la funcion

z= f (X, y)tiene un extremo cuando X = X,, Y =Y, entonces cada derivada

parcial de primer orden de z se anula para estos valores de las variables independientes
o bien la derivada no existe. Los puntos de la funcion donde se verifica que las
derivadas parciales de primer orden son cero 0 no existen son puntos criticos de la
funcion.

Notese que la existencia de puntos criticos es una condicion necesaria para un
extremo, es decir, los extremos (maximos 0 minimos) de una funcién son puntos
criticos. Sin embargo, no en todos los casos en que las derivadas parciales sean cero o
no existan tendremos extremos. En otras palabras, la existencia de puntos criticos de

una funcion no es suficiente para la existencia de un punto extremo.

2. Prueba de las segundas derivadas: Tenemos una funcion z = f (X, y) definida en
un dominio en el que esta el punto P (XO, yo)y que tiene derivadas parciales continuas

al menos de hasta segundo orden. Suponemos que en P (XO, yo) se anulan las

derivadas parciales de primer orden. Esto es:



(%o Yo) —0 81 (X0, Yo) —0

[0 )4 oy

Luego, se puede demostrar que P (XO, yo)es:

1. Un maximo, si evaluadas las derivadas parciales de segundo orden en

X=Xy, Y=Y, se tiene que:
f <O
2
fre Try—(fay) >0

2. Un minimo, si evaluadas las derivadas parciales de segundo orden en

X=Xy, Y=Y, setiene que:

f,>0

foe Fry—(fy) >0

3. No es maximo ni minimo si evaluadas las derivadas parciales de segundo orden

en X=Xy, Y=Y, setiene que:

fuc Ty = () <0

Este caso se le denomina punto silla. En un punto silla, la funcion z = f (X, y) tiene

un minimo en alguna direccion y un maximo en otra direccion.



4. Se requiere mas andlisis para decidir si P (X, Y )es un punto extremo cuando:

2
fre Try—(fey) =0
LA MATRIZ HESSIANA
Para evaluar la condicion de segundo orden para un extremo resulta conveniente

construir una matriz con las derivadas parciales de segundo orden Ilamada matriz

Hessiana de esta manera:

f f
XX X
Hele
yx yy
H es una matriz simétrica si se cumple el teorema de Young, estoes, f,, = f

Xy yX

Donde las derivadas parciales estan evaluadas en el punto P (Xo, yo) . Definimos el

determinante de la matriz Hessiana como ‘H ‘ Entonces en ese punto tenemos:

1. Un maximo, si:

fXX<O
IH|[>0

2. Un minimo, si:

f,>0

IH|[>0



3. No es maximo ni minimo (un punto silla) si:

IH|<0

4. Se requiere mas analisis si:

IH|=0
Ejemplos:

Encontrar los puntos criticos y verificar si son extremos mediante la condicion de

segundo orden.
1z2=f(xy)=—x"—y?

Podemos ver en la gréafica siguiente que la funcién parece tener un méximo. Vamos a

comprobarlo.

La condicion de primer orden es:



y:—2y:0

De manera que el punto critico de la funciénes: X, =0, y, =0

Ahora probamos la condicidn de segundo orden para los cual calculamos las derivadas

parciales de segundo orden:

foo=—2, f,y=—2, f,,=f, =0

De manera que tenemos f,, <0,y

fux Ty —( fxy)2 > 0, En efecto: (—2)(—2)— (O)2 =4>0
De manera que la funcién z = f (X, y) =—x?— y2 tiene un maximo en el punto

P(0,0).

2.2=f(x,y)=x"+y?
Podemos ver en la grafica siguiente que la funcion parece tener un minimo. Vamos a

verificarlo.

La condicion de primer orden es:



f,=2x=0
f,=2y=0

De manera que el punto critico de la funciénes: X, =0, y, =0

Ahora probamos la condicion de segundo orden para los cual calculamos las derivadas

parciales de segundo orden:

De manera que ., >0

Y o fyy—(f,y) >0, Enefecto: (2)(2)—(0) =4>0

Veemos entonces que la funcion z = T (X, y)= X’ + y? tiene un minimo en el punto
P(0,0).

3.2=f(xy)=x"—y°

De la grafica de la funcidn no parece que se pueda concluir que sea un maximo o un

minimo; mas bien el dibujo de la funcion muestra un punto silla.

Vamos a verificarlo.



La condicidn de primer orden es:

De manera que el punto critico de la funciénes: X, =0, y, =0

Ahora probamos la condicién de segundo orden para los cual calculamos las derivadas

parciales de segundo orden:

f.,=2 f

XX

y=—2 fo=f,=0

De manera que f,, >0

Y fix Ty —( fxy)2 <0, Enefecto: (2)(—2)— (0)2 =—4<0

Vemos entonces que la funcion z = f (X, y) =x?— y2 tiene un punto silla en el

punto P(0,0).



