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Aufgaben

1)

Auf einem Jahrmarkt gibt es folgendes Glücksspiel. In einem Topf sind 9 Kugeln, davon 4 weiße w und 5 schwarze s.

Es dürfen mit einem Griff 3 Kugeln herausgenommen werden. Für jede gezogene weiße Kugel wird ein Gewinn von 1 Euro ausgezahlt, jede gezogene schwarze Kugel bedeutet 1 Euro Verlust für den Spieler.

Mit welchem durchschnittlichen Gewinn kann der Veranstalter für den Spielbetrieb rechnen?

2)

Ein Spiel hat folgende Regeln: Ein Tetraeder-Würfel (Würfel mit 4 Seiten) wird 4 mal geworfen, es gilt die unten liegende Zahl. 

Ein Spieler wählt vorher eine Zahl von 1 bis 4 und wagt einen Einsatz von 1 Euro. Wenn die gewählte Zahl fällt, gibt es 1 Euro Gewinn. In den anderen Fällen verliert der Spieler den Einsatz.

Wie ist die durchschnittliche Gewinnchance für den Spieler.

3)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein neugeborenes Kind ein Junge ist, liegt bei P(J) = 0,52.

a)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Familie mit 6 Kindern keinen, einen, zwei, drei, vier, fünf oder sechs Jungen hat?

b)

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Familie mit 6 Kindern 3 Jungen und 3 Mädchen hat?
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Lösungen

1)

Es soll zunächst die Gewinn- / Verlust- Wahrscheinlichkeit für ein Spiel berechnet werden.

Der Spieler zieht k Kugeln (mit k = 3). Bei einem Zug greift der Spieler k schwarze Kugeln und damit 3      k weiße. Der Gewinn für den Veranstalter berechnet sich dann:
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Wie groß ist nun die Wahrscheinlichkeit für einen solchen Gewinn?

Es müssen auf jeden Fall aus 9 Kugeln 3 herausgegriffen werden. Die Anzahl der Möglichkeiten, aus einer 9-elementigen Menge n eine 3-elementige Menge k herauszugreifen, berechnet sich (mit dem Binomial-Koeffizienten).
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Jede dieser 84 Teilmengen hat eine bestimmte Anzahl von schwarzen und weißen Kugeln. Für die Gewinn-Wahrscheinlichkeit ist nun interessant, welche Möglichkeiten es für die Zusammenstellung von schwarzen und weißen Kugeln gibt. Das heißt, man berechnet die Anzahl der Möglichkeiten, 5 schwarze und 4 weiße Kugeln zu einer Menge von 3 Kugeln zusammenzustellen. (Dabei muss man beachten, dass man praktisch so tut, als würden sich die schwarzen und die weißen Kugeln untereinander unterscheiden, als wären sie nummeriert.)

Die Anzahl dieser Möglichkeiten berechnet man schrittweise.

a) Wie viele Möglichkeiten gibt es, aus einer 5-elementigen Menge eine k-elementige Menge herauszugreifen?
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b) Wie viele Möglichkeiten gibt es, aus einer 4-elementigen Menge eine k-elementige Menge herauszugreifen?
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Die beiden Ergebnisse aus a) und b) multipliziert man.
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Da - wie wir oben gesehen haben - der Gewinn immer die Zusammensetzung
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     hat, kann man auch schreiben
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Die vollständige Formel für die Gewinnwahrscheinlichkeit ist dann
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Dies ist eine hypergeometrische Wahrscheinlichkeitsfunktion (siehe Aufgaben_1)

Natürlich ist die Gewinnwahrscheinlichkeit abhängig von k.

k
0
1
2
3

G (k)
-3
-1
1
3

P (k)
4 / 84
30 / 84
39 / 84
10 / 84

Nun beachtet man, dass das Spiel n-mal gespielt wird. Dann kann man sich überlegen, dass in

n0 Spielen keine schwarzen Kugeln

n1 Spielen eine schwarze Kugel

n2 Spielen zwei schwarze Kugeln

n3 Spielen drei schwarze Kugeln

gezogen werden.

Der Gesamtgewinn würde dann so aussehen
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Für den durchschnittlichen Gewinn  
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Da bei hinreichend vielen Spielen die relative Häufigkeit hk etwa gleich groß der Wahrscheinlichkeit P (k) ist, kann man den durchschnittlichen Gewinn erwarten
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Betrachtet man den Gewinn als Zufallsgröße X mit der Wertemenge (x1, x2 ... xn), dann erhält man deren Mittelwert (Durchschnitt),  indem die einzelnen Werte der Zufallsgröße mit ihren Wahrscheinlichkeiten multipliziert und die Produkte anschließend summiert werden. Diesen Mittelwert nennt man Erwartungswert E (x)

[image: image13.wmf]E

(

)

P

(

x

x

x

i

i

i

n

=

×

=

å

)

1


Stochastik Aufgaben                                                                                                                                              5/9


2)

a) Wie viele Möglichkeiten gibt es für das 4-Tupel (Ergebnisse bei 4 Würfen) beim viermaligen Würfeln?
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Unter diesen Möglichkeiten gibt es solche, wo:

a) kein mal

b) einmal

c) zwei mal

d) drei mal

e) vier mal

die vom Spieler gewählte Zahl fällt. 

Es wird zunächst der Fall 0 untersucht, wo kein mal die Zahl fällt. Wie viele Ergebnisse können zu diesem Fall / Ereignis zusammengefasst werden? Wenn eine Zahl gar nicht geworfen wurde, dann wurden zwangsläufig nur die drei restlichen Zahlen geworfen (Gegenwahrscheinlichkeit), also
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Demnach ist die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis 0 
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Leider lassen sich die Wahrscheinlichkeiten für die Ereignisse 1, 2, 3, 4 nicht ganz so einfach berechnen. Man könnte ein Baumdiagramm entwerfen, um die Ergebnisse abzuzählen, wo bei den 4 Würfen die 1, 2, 3 oder 4 fällt und mittels der Pfadwahrscheinlichkeiten die Gesamtwahrscheinlichkeit für jede Zahl ermitteln. Bei 256 Ergebnissen ist dieses Baumdiagramm aber zu groß.

Für die Berechnung verwendet  man die BERNOULLI-Kette, die auf den Mathematiker JACOB BERNOULLI zurückgeht.

Bei der Bernoulli-Kette wird für ein n-mal durchgeführtes Zufallsexperiment die Wahrscheinlichkeit für genau k-Treffer ermittelt. Die Formel dafür lautet:
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Das ist die binomialverteilte Wahrscheinlichkeits-Funktion oder Binomialverteilung.
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Genau genommen gibt es bei einer Bernoulli-Kette nur zwei Ereignisse, genannt Treffer und Niete. Als Grundform jeder Bernoulli-Kette kann man sich deshalb den Münzwurf mit den Ereignissen Zahl oder Wappen merken.

Aber auch wenn mehrere oder beliebig viele Ergebnisse auftreten, können sie stets zusammengefasst werden: das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit berechnet werden soll und alle anderen Ergebnisse zum Gegen-Ereignis.

Für das Ereignis 1 (bei 4 Würfen 1 Zahl richtig, also Gewinn = 0) rechnet man
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Entsprechend errechnen sich die Ereignisse 2, 3, 4. Dann ergibt sich folgende Gewinnverteilung

Gewinn
Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeit

-1
31,6 %
81 / 256

0
42 %
108 / 256

1
21 %
54 / 256

2
4,7 %
12 / 256

3
0,4 %
1 / 256

Nun kann man die durchschnittliche Gewinn-Erwartung berechnen.
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Bei hinreichend vielen Spielen sind Gewinn und Verlust ausgeglichen.

Des weiteren kann man bei einer verschiedene Wahrscheinlichkeiten berechnen, die bei Aufgaben zur Bernoulli-Kette typisch sind. Drei besonders häufig vorkommende sind

a) die "höchstens" Wahrscheinlichkeit

b) die "genau" Wahrscheinlichkeit

c) die "mindestens" Wahrscheinlichkeit

Man addiert dafür jeweils die Einzelwahrscheinlichkeiten der Fälle, in denen das Ereignis enthalten ist.
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a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit macht der Spieler höchstens 1 Euro Gewinn?
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b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit macht der Spieler genau 1 Euro Gewinn? 
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c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit macht der Spieler mindestens 1 Euro Gewinn?


[image: image23.wmf]54

256

12

256

1

256

67

256

26

+

+

=

»

%


Stochastik Aufgaben                                                                                                                                              8/9


3)

Es sind 2 Ereignisse möglich:

E (J)  =
das Neugeborene ist ein Junge

E (M) =
das Neugeborene ist ein Mädchen

P (J) =
0,52

P (M) =
0,48   (Gegenwahrscheinlichkeit   1 - 0,52)

Bemerkung

Man kann das Problem gedanklich vereinfachen (abstrahieren) und als Zufallsexperiment mit zwei Ereignissen "Treffer" und "Niete" auffassen. Man sollte dabei beachten, dass diese Begriffe abstrakte Begriffe für die Wahrscheinlichkeitsrechnung sind und keine Wertung des zugundeliegenden Sachverhalts sind. Ebenso kann willkürlich festgelegt werden, welches Ereignis "Treffer" und welches "Niete" sein soll.

Da die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein relativ junger Zweig der Mathematik ist, hat sich hier zum Teil eine recht merkwürdige Begriffsbildung entwickelt.

Allgemein ist die Vereinfachung eines Zufallsexperiments auf nur zwei mögliche Ereignisse sehr hilfreich für die Berechnung und kann als gedankliche Leistung einiger Mathematiker - allen voran Jacob Bernoulli - nicht genug gewürdigt werden.

Man kann im übrigen diese "Dichotomie" auch in anderen Bereichen wiederfinden, z.B. in der Logik "wahr" / "falsch" oder bei Schaltkreisen "An" / "Aus".

Ein Zufallsexperiment mit 2 möglichen Ereignissen kann als Bernoulli-Experiment bezeichnet und mit Hilfe der Binomialverteilung untersucht werden. Dafür gilt die Formel
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Man sieht, dass immer 3 Größen gegeben sein müssen:

n
=
n-elementige Grundmenge

k
=
k-elementige Teilmenge

p
=
zugrundeliegende Wahrscheinlichkeit (aus der sich die Gegenwahrscheinlichkeit q 

= 1 - p ableitet)

a) Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Neugeborene kein Junge ist:


[image: image25.wmf]P

%

(

)

,

,

,

,

0

6

0

0

52

0

48

0

012

1

2

0

6

=

æ

è

ç

ö

ø

÷

×

×

=

=


Entsprechend lassen sich die anderen Wahrscheinlichkeiten berechnen.
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b)
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Wie setzt sich diese Rechnung zusammen?

Der Binomial-Koeffizient  
[image: image27.wmf]n
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 zeigt an, dass aus einer n-elementigen Menge alle 

k-elementigen Teilmengen berechnet werden. Tatsächlich werden ja aus der Menge der 6 Kinder die Anzahl aller möglichen Teilmengen von 3 Kindern berechnet. Es gibt 20 solcher Teilmengen. Warum wird die Rechnung aber nicht zweimal durchgeführt, wo doch von 2 mal 3 Kindern die Rede ist? 

Es genügt, die 20 Möglichkeiten mit den Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse zu multiplizieren, denn im Grunde rechnet man: 20 mal die Wahrscheinlichkeit für 3 Mädchen sind alle Möglichkeiten aus 6 Kindern 3 Mädchen "herauszugreifen", und 20 die Wahrscheinlichkeit für 3 Jungen sind alle Möglichkeiten für die Jungen. Die beiden Wahrscheinlichkeiten selbst  werden nach der Produktregel potenziert und miteinander multipliziert.
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