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Das Lottospiel 6 aus 49

Zu dieser Datei gibt es die Excel Datei Lotto-Simulation.

Um das Lottospiel nach der Wahrscheinlichkeits Rechnung zu beschreiben, wird das sogenannte "Urnen-Modell" verwendet. Dabei stellt man sich einen Topf vor, in dem sich eine Anzahl Kugel befindet. Leider hat sich dafür die Bezeichnung "Urne" eingebürgert, die nicht sehr zur Attraktivität der Wahrscheinlichkeits Rechnung beiträgt.

Wie dem auch sei, ein Lottospiel ist theoretisch nichts anderes als eine Urne mit 49 Kugeln, die sich darin unterscheiden, dass jede eine eigene Zahl trägt, von 1 bis 49. Wenn die Lottozahlen gezogen werden, dann werden also 6 Kugeln nacheinander aus der Urne genommen.

Dabei ist wichtig, dass nicht darauf geachtet wird, welche Kugel herausgenommen wird. Viel wichtiger ist aber, dass die herausgenommene Kugel nicht wieder in die Urne zurückgelegt wird. (Man sieht, dass man es auch anders machen könnte, aber dann wäre es nicht Lotto, sondern ein anderes Spiel mit völlig anderen Wahrscheinlichkeiten.) Außerdem ist noch von Interesse, dass die Reihenfolge der gezogenen Kugeln (Zahlen) keine Rolle spielt.

Natürlich interessiert beim Lottospiel die Wahrscheinlichkeit, mit der eine bestimmte Anzahl von Kugeln richtig getippt werden. Pauschal betrachtet handelt es sich um zwei Mengen, einmal die Menge von 49 Kugeln und einmal die Menge der gezogenen Kugeln, wobei die letztere eine Teilmenge der ersten ist. Hätten die Kugeln keine Zahlen, würde einfach die Teilmenge aus der Menge mit der Mächtigkeit 49 gezogen.

Man muss sich demnach überlegen, wie viele Möglichkeiten es gibt, aus 49 verschiedenen Kugeln eine Teilmenge mit 6 verschiedenen Kugeln auszuwählen. Eine mögliche Teilmenge wäre 2, 15, 18, 33, 41, 46. Damit hätte man also eine Möglichkeit gefunden. Es bleiben 43 Kugeln übrig. Nun kann man z.B. die 46 austauschen durch jede der verbliebenen 43 Kugeln und hätte damit weitere 43 Möglichkeiten, insgesamt also schon 44 Möglichkeiten beisammen. Nun kann man die 41 austauschen durch die 42 und das Spiel von eben mit der 46 wiederholen. Und so durch bis zur 2. Damit würde man schon eine ganze Reihe Möglichkeiten zusammenbekommen. Allerdings nicht alle - genau gesagt nur einen Bruchteil. 

Um das vorwegzunehmen: es gibt 13.983.816 Möglichkeiten, aus einer Menge mit 49 Elementen eine Teilmenge mit 6 Elementen zusammenzustellen. Als erstes findet man heraus, wie viele Möglichkeiten es gibt, 6 Kugeln anzuordnen. Warum ist das wichtig, wenn die Reihenfolge der gezogenen Kugeln keine Rolle spielt? Eben deshalb. Man will ja berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit 6 Kugeln Treffer sind und nicht, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Kugel oder genauer bestimmte 6 Kugeln gezogen werden (was man natürlich auch berechnen kann). Demnach behandelt man alle 6er-Teilmengen gleich und fragt nur nach der Anzahl dieser Teilmengen.

Die 6er-Teilmengen werden mit Hilfe der Permutation berechnet. Permutation bedeutet praktisch nichts anderes als die Anzahl der Möglichkeiten, eine Anzahl Gegenstände zu sortieren, also alle Anordnungen oder Reihenfolgen herauszufinden. 
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Glücklicherweise weiß man bereits, wie man die Permutation berechnet, für die 6 nämlich so:
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Man muss also alle ganzen Zahlen bis zur Zahl selbst multiplizieren. Diese Rechenoperation wird durch das Ausrufezeichen hinter der Zahl deutlich gemacht. Die Bezeichnung dafür ist "Fakultät", man sagt also für 6 ! = 6 Fakultät. Dafür gibt es auf dem Taschenrechner auch eine entsprechende Taste. Fakultäten von Zahlen wachsen schnell ins Unermessliche, kein Taschenrechner liefert Fakultäten von Zahlen größer als 100.

Was ist nun die 720 ? Angenommen, es sind die 6 Zahlen: 12, 19, 20, 36, 42, 44 gezogen worden. Dann gibt es 720 Möglichkeiten, diese 6 Zahlen verschieden anzuordnen. Da die Reihenfolge für das Lotto wie schon gesagt egal ist, genügt zum Gewinn (6 Treffer) jede der 720 Möglichkeiten, also bereits eine einzige. Damit werden die Möglichkeiten zu gewinnen immerhin um 720 größer. Alle möglichen Ziehungen müssen daher durch 720 oder 6 ! dividiert werden.

Bisher war immer von 6er-Teilmenge die Rede. Natürlich ist die 6 beim Lotto nur ein Beispiel. Es gibt unzählige andere Aufgaben und Wahrscheinlichkeiten, wo andere Teilmengen gelten. Deshalb wird für die Mächtigkeit der Teilmenge der Buchstabe k als Variable benutzt. Man spricht dann von k - elementigen Teilmengen oder von k - Tupel ohne Wiederholung.  

Bei allen diesen Aufgaben sind die beiden Größen n für die Gesamtmenge und k für die Teilmenge unverzichtbar.

Nun kommt es natürlich darauf an, welche 6 Zahlen aus der Menge 49 gezogen werden. Um zu errechnen, wieviele Möglichkeiten es gibt, geht man in der Regel schrittweise vor und fragt so:

Wie viele Möglichkeiten gibt es für die erste Kugel ? Es gibt 49 Möglichkeiten. Wenn die gezogene Kugel nicht wieder zurück gelegt wird, wie viele Möglichkeiten gibt es dann für die zweite? Natürlich 48. Für die dritte 47, für die vierte 46, für die fünfte 45 und für die sechste 44.
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Allgemein lautet die Formel:
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n ist dabei immer die Grundmenge und k ist die Teilmenge. 
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Nun kann man die Wahrscheinlichkeit für jede beliebige Teilmenge berechnen:
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Für das Lottospiel 6 aus 49 gilt also:
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Nun sieht man auch, dass die Anzahl der Möglichkeiten durch die 720 aus der Permutation der 6er-Teilmenge reduziert wird. Denn ohne den Nenner wäre das Ergebnis im Zähler:
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Die oben genannte Formel lässt sich noch etwas umwandeln:
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Die Gleichheit ergibt sich daraus, dass sich bestimmte "Teile" der Permutationen wegkürzen.

Für die rechte Seite der Gleichung gibt es eine symbolische Schreibweise:
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In einer großen Klammer wird immer die Gesamtmenge n über die Teilmenge k geschrieben und es wird gelesen: n über k

Für die Berechnung n über k gibt es auf dem Taschenrechner eine spezielle Taste, die meistens die Bezeichnung nCr hat.
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Nachdem man berechnet hat, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, beim Lottospiel 6 aus 49 genau 6 Treffer zu haben, interessieren auch die Wahrscheinlichkeiten für 5, 4, 3 Treffer.

Um dies zu berechnen, muss man sich überlegen, dass in jedem Fall eine 6-elementige Menge gezogen wird. Die vorherigen Berechnungen für 6 Treffer aus 49 (13.983.816) bilden demnach die Grundmenge für 5, 4, oder 3 Treffer.

Im Prinzip wird jetzt eine bekannte Formel angewandt, nämlich:

                                            Anzahl der günstigen Ergebnisse


                                            Anzahl der möglichen Ergebnisse

Anzahl der möglichen Ergebnisse ist 13.983.816. Was steht im Zähler?

Bei 5 Treffern hat man aus der 6-elementigen Menge die 5-elementige Teilmenge gezogen. Das ist aber wieder nichts anderes als die n über k Rechnung.
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Das muss nun noch mit der Anzahl der Möglichkeiten multipliziert werden, welche Zahl für die nicht getippte 6. Zahl stehen kann. Dafür gibt es 43 Zahlen. Auch die 1-elementige Teilmenge aus der 43-elementigen Teilmenge kann man mit n über k errechnen, so dass die Formel für 5 Treffer so aussieht:
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Für 4 bzw. 3 Treffer muss dann im Zähler entsprechend stehen:
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Die Wahrscheinlichkeiten kann jeder selbst ausrechnen.

zum Schluss noch die Frage: Macht es eigentlich einen Unterschied für die Wahrscheinlichkeiten, ob die 6 Kugeln nacheinander oder alle auf einmal gezogen werden?
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