Contents: Preface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii 1. Topology 1.1 Topological Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Metric Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.3 Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.4 Subspaces, Products and Quotients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.5 Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.6 Connectedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.7 Baire Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2. Banach Spaces and Differential Calculus 2.1 Banach Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.1A Characterisation of Finite-Dimensional Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.1B Split Subspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.2 Linear and Multilinear Mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.2A Dual Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 2.2B Homogeneous Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.2C The Threee Pillars of Linear Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.3 The Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 2.4 Properties of the Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 2.4A The Leibniz and Chain Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 2.4B The Converse to Taylor’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 2.4C The Functional Derivative and the Calculus of Variations. . . . . . 91 2.5 The Inverse and Implicit Function Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 2.5A The size of the Neighbourhood in the Inverse Mapping Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 2.5B Proof of the Local Surjectivity Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .107 2.5C An Application of the Inverse Function Theorem

to a Nonlinear Partial Differential Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 2.5D The Hadamard-Levy Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 2.5E The Inversion Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 3. Manifolds and Vector Bundles 3.1 Manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 3.2 Submanifolds, Products, and Mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 3.3 The Tangent Bundle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 3.4 Vector Bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 3.4A Smoothness of Local Vector Bundle Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 3.4B Fiber Bundles Over Contractible Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .167 3.5 Submersions, Immersions and Transfersality. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172 3.5A Lagrange Multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 3.6 The Sard and Smale Theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 3.6A An Application of Sard’s Theorem to Fluid Mechanics . . . . . . . . 201 3.6B The Parametric Transfersality Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

4. Vector Fields and Dynamical Systems 4.1 Vector Fields and Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 4.1A Product Formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 4.1B Invariant Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 4.1C A Second Proof of the Existence and Uniqueness of Flow Boxes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 4.2 Vector Fields as Differential Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 4.2A Product Formulas for the Lie Brackets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 4.2B The Method of Characteristics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .249 4.2C Automorphisms of Function Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250 4.2D Derivations on C^r Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 4.3 An Introduction to Dynamical Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 4.4 Frobenius’ Theorem and Foliations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 5. Tensors 5.1 Tensors on Linear Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291 5.2 Tensor Bundles and Tensor Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 5.3 The Lie Derivative: Algebraic Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 5.4 The Lie Derivative: Dynamic Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 5.5 Parttitions of Unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323 5.5A Parttitions of Unity: Reduction to the Local Case . . . . . . . . . . . . . 328 5.5B Parttitions of Unity: The Local Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330 5.5C Simple Connectivity of Fiber Bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 6. Differential Forms 6.1 Exterior Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 6.2 Determinants, Volumes, and the Hodge Star Operator . . . . . . . . . . . . . 345 6.3 Differential Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357 6.4 The Exterior Derivative, Interior Product, and Lie Derivative . . . . .362 6.4A The Exterior Derivative on Infinite Dimensional Spaces . . . . . . . . 371 6.4B Differential Ideals and Pfaffian Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 6.5 Orientation, Volume Elements and the Codifferential . . . . . . . . . . . . . . 386 7. Intergation on Manifolds 7.1 The Definition of the Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399 7.2 Stokes’ Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410 7.2A Stokes Theorem for Nonorientable Manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417 7.2B Stokes Theorem on Manifolds with Piecewise Smooth Boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 7.2C Stokes Theorem on Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427 7.3 The Classical Theorems of Green, Gauss, and Stokes . . . . . . . . . . . . . . . 434 7.4 Induced Flows on Function Spaces and Ergodicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442 7.4A Unbounded and Self-Adjoint Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448 7.4B Stone’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455 7.5 Intronuction to Hodge-deRham Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463 8. Applications 8.1 Hamiltonian Mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .483

8.1A Two Infinite-Dimensional Examples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .491 8.1B Geodesics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493 8.1C Completeness of Lagrangian Vector Fields on Hilbert Manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 499 8.2 Fluid Mechanics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .503 8.3 Electromagnetism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515 8.4 The Lie-Poisson Bracket in Continuum Mechanics and Plasma Physics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 523 8.5 Constraints and Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 536 References. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543