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TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER
OBJETIVOS:

e Migrar desde la Transformada Continua de Fourier, la cual sirve fundamentalmente
desde un contexto puramente matematico, a la Transformada Discreta de Fourier,
que es la adecuada para trabajar con computadoras digitales.

e Resolver la Transformada (y Transformada Inversa) Discreta de sefiales que pueden
ser facilmente tratadas con la Transformada Continua. Esto es para establecer a esta
ultima como "patron" de comparacion de los resultados obtenidos con la Discreta y
marcar pautas a tener en cuenta respecto de los errores que se pueden cometer.

e Generalizar los conceptos anteriores para la resolucion de problemas de Analisis y
Sintesis Armonicos. Es decir, la aplicacion de la Transformada Discreta de Fourier a
sefales periddicas.

e Evaluar el fenomeno del "leakage" que aparece cuando se "trunca" una senal
periddica en un valor distinto de su periodo. Y su atenuacién con el uso de
"ventanas" adecuadas.

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

La Transformada de Fourier tal como se ha visto en el capitulo I, se aplica a funciones
continuas del tiempo. Ademas, implica el calculo de una integracion con extremos
infinitos que no en todos los casos resulta facil de resolver.

Dado que a través de las computadoras digitales, que abundan como herramientas de
proceso en todos los dmbitos académicos, se puede abordar esta temdtica con muy
buenos resultados, es que se utiliza una variante que es la Transformada Discreta de
Fourier (DFT).

La idea a seguir a través de este Capitulo es que, si se conoce el resultado de la
aplicacion de la Transformada Continua de Fourier a una funcion del tiempo (que se
podria calificar de "buena", ya que se puede resolver la integral en forma directa), a esa
misma sefial, "muestreada", se le aplica la Transformada Discreta de Fourier y se
comparan los resultados con los de la Continua.

Si a una sefial continua en el tiempo se la muestrea con usa cierta tasa, esto es se la
discretiza en el tiempo, es posible hallar su Transformada Discreta de Fourier
mediante la siguiente expresion:

M- 1
. T

F_ = Z fi(_T-exp(—l-J-E-ﬁ-k-n) (18-1)

HT =0

con k y n variando entre 0 y N-1, siendo N el nimero de muestras tomadas de la sefal.
A la funcion ya muestreada se le llama Secuencia y consiste de N valores.

Para ilustrar la aplicacion de la DFT al computo de las Trasformadas de Fourier,
considérese la figura 18.1.

N =32 k=0.N-1 T:=0.25
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fk =exp(-k-T) fO =0.5

fI(t) = exp(-t)  t=0,0.1..(N-1)T

1 [—
£, Funcién muestreada
aoo0

fI(t)  Funcién contina

05 4
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Figura 15.1 - Funcidn a transformar: Contmua (linea sélida),
muestreada (circulos

Se desea computar por medio de la DFT una aproximaciéon a la Transformada de
Fourier de esta funcion.

El primer paso en la aplicacion de la transformada discreta es elegir el numero de
muestras N y el intervalo de muestreo T. Para N=32 y T=0.25 se observan las muestras
de exp(-t). Notese que se ha definido la muestra en el valor t=0 de modo de cumplir con
la condicion que el valor de la funcion en una discontinuidad debe ser definido
como el valor medio. [ver Capitulo, expresion (7-3)]

Se computa la DFT comao:

-2 k
H—-T Z (J T > con n=0,1.N-1

Se variara ligeramente la notacion vista en (18-1), de modo que los subindices de la
Secuencia de la DFT tengan valores enteros positivos. Sin embargo, no se debe perder
de vista que el valor discreto n/(N.T) es la referencia en frecuencia de cada elemento del
vector que contiene la DFT.

N-1 /
B ,j 2nnk
Y el 20T
k=0

Resuelta como la Transformada Continua de Fourier, se debe operar como en el ejemplo
del pardgrafo 6 del Capitulo I, cuyos resultados daban la siguiente funcion como
resultado.
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1 1 1 : 2-m-f
l+j 0o 1+j-2xn-f 1+ (279 1+ (279

La cual consta de una parte real dada por:

1 N
HR(f) = f=0,0.1..—
(9 ] )

1l B
' NT

H
o .:uﬂ - FPatte real de la Transformada Discreta de Founter

HR(f) Parte real de la Transformada Continua de Fourter

=}

[n}
n,f

. senocacnopoooog®” :

1] ] 10 15 20 25 30
Figura 152 - Comparacién de resultados aplicande Transformada de Fourer
Continua (linea sdhda) v Discreta {circulos).

Obsérvese que el factor de escala T se introduce para producir equivalencia entre las
transformadas continua y discreta. Notese que no se ha indicado explicitamente
Re(Hp,), ya que Mathcad representa graficamente sélo la parte real.

De la observacion de la figura 18.2 se ve que la TDF es simétrica respecto de n = N/2.
Esto se deriva de la propiedad vista en el Capitulo I (punto 8.1.1) que dice que la parte
real de la transformada de Fourier de una funcion real es Par.

Los resultados para n > N/2 son simplemente valores correspondientes a frecuencias
negativas.

Analizando la parte imaginaria.

| 2""N.fT>

£ 2
I+12m——
N-T

HI(f) =
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Im(H n) Parte mmaginaria de la Transformada Discreta de Founer

ooo =
HI(f) Parte inaginaria de la Transformada Continua de Founer o ?
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Figura 18.3 - Comparacién de resultados aphcande Transformada de
Fourier Contitma (linea sélida) ¥ Discreta (circulos)

En la Figura 18.3 se ilustra la parte imaginaria de la DFT y de la CFT. Como se ve, la
DFT se aproxima mas burdamente a la CFT para las altas frecuencias. Para reducir este
error es necesario incrementar la frecuencia de muestreo (reducir T) y N.

Notese que la TDF en este caso es anti-simétrica respecto de n = N/2. Esto se deriva de
que la parte imaginaria de la transformada de Fourier de una funcién real es Impar
(Capitulo I, propiedad 8.1.2)

También en este caso, los resultados para n > N/2 son simplemente valores
correspondientes a frecuencias negativas.

Este ultimo punto es enfatizado representando una verdadera escala de frecuencia
debajo de la escala para el parametro n.

Se podrian haber graficado los datos de la forma convencionalmente usada para
representar la transformada continua; esto es, desde -fy a +f(). Sin embargo, el método

convencional de presentar los resultados de la DFT en forma gréafica es como funcion
del parametro n.

Mientras tanto, recuérdese que los resultados para n > N/2 se relacionan con frecuencias
negativas.

El eje de abscisas se puede ver de dos maneras:

| | | | | 1 11

|
1] 4 a 12 la 20 24 28 32

-1.5 -1 -0.5 0 MNT

0 0.5 1 1.5

Figura 15.4 - Indice para las componentes de frecuencia (escala supenor)
Frecuencias normalizada (escala mferior)

En resumen, aplicar la DFT para el computo de la Transformada de Fourier sélo
requiere tener cuidado en la eleccion del T y del N e interpretar correctamente los
resultados.

APROXIMACION A LA TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER

Supongase estdn dadas las funciones continuas real e imaginaria de la frecuencia
consideradas en la seccidon previa y que se desea determinar la funcién del tiempo
correspondiente por medio de la transformada discreta de Fourier.
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N-1
h(k-T)=Af Z (R(n:Af) + -I(n~Af))-exp<j ~2-7t-k-1r\1I con k=0..N -1
n=0

donde Af es el intervalo de muestreo en frecuencia.

Sea HR(f) la Transformada Continua de Fourier de la exponencial decreciente tomada
como ejemplo y N = 32 (Numero de muestras) y Af = 1/8 (separacion entre muestra y
muestra)..

Ya que se sabe que HR(f), la parte real de la funcién de frecuencia compleja, debe ser
una funcién par, entonces se dobla (fold) sobre la frecuencia f = 2.0, la cual
corresponde al punto muestra n = N/2.

Como se visualiza abajo, simplemente:

® Se muestrea la funcion de frecuencia hasta el punto n = N/2 (por comodidad se sigue
hasta N) segun se ve en la ecuacion (19-1)

® v luego se "doblan" estos valores alrededor de n = N/2 (superponiéndose, en este
caso a los calculados en el paso anterior) segliin se ve en la ecuacion (19-2) para
obtener las muestras restantes.

1
N =32 Af=— n=0.N-1
8
1
R = 5 muestreado (19-1)
1 +(2n-nAf)
Ry , "R "doblado (fold)" (19-2)
La funcion continua es:
1

RC(f) = 5

1+ (27-fAf)

N
f=0,.1..— rango

) g

Todo este proceso se puede visualizar en la Figura 19.1.
1 —
RC(f)
E
jal
05T
a O ? n,f
: -+ e TR :
0 5 1a 15 20 25 30
Figura 191 - Funcidn de la frecuencia v su muestreo (parte real)
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En Figura 19.2 se ilustra el método para determinar las N muestras de la parte
imaginaria de la funcion de frecuencia . Debido a que esta es_impar, se deben no sélo
"doblar" alrededor de la muestra N/2 sino que también se deben "flipear" (girar
alrededor del eje de abscisas) los resultados.

Para preservar la simetria se pone a cero la muestra en n = N/2.

-2:m-nAf B e | |
L 5 L ,=L flipeado IE =0
1 +(27m-nAf) )
-2-m-fAf
IC(f) = 5
1+ (2m-£Af)
- IC(fi Funcién continua de la frecuencia i
' Z Muestras de la fancién o
. n,f
0
057
Figura 19.2 - Funeidn de la frecuenceia v su muestreo (patte tmaginatia)

El computo de la expresion h (k.T) de la formula general con las funciones muestreadas
como se ha visto en las Figuras 19.1 y 19.2, produce la IDFT (transformada discreta
inversa de Fourier).
N-1
Af R +i 1) i .2.n.k.£
R+l Jexp)] N
n=0

hk :

1+ 1) foncidn del iempo esperada (reconstruccidn exacta)

o . . .
by  muestras del tiempo halladas (reconstruccidn aproximada)
aon0

05w

k,

= Kas

JI'\- I'l{-\.l'l [u] ?

n b 1a 15 20 25 30
Figura 19.3 - Apromimacién a la transformada myversa (citculos)

El resultado es una funcién compleja cuya parte imaginaria es aproximadamente cero y
cuya parte real se visualiza en la Figura 19.3.
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Se nota que en k=0 el resultado es aproximadamente igual al valor medio correcto y se
obtiene una concordancia razonable para los valores de k. Se pueden obtener mejoras
reduciendo Af e incrementando N.

La clave para usar la IDFT en la aproximacién a un resultado continuo es especificar
correctamente la funcidon de frecuencia muestreada. Las figuras anteriores muestran ese
método correcto.

Se puede observar que se requiere el factor de escala Af, para dar una aproximacion
correcta a la CDFT.

Un resultado similar se obtiene usando la forma alternativa de la IDFT:

N1
h(k):I:- Z H(n)-exp<j -2-n-§>
k=0

Para usar esta relacion se conjuga en primera instancia la funcién de frecuencia
compleja, esto es la funcién imaginaria muestreada se multiplica por -1.

Ya que la funcién resultante del tiempo es real, la operacion conjugacion final puede ser
omitida. De aqui se computa:

N-1
h(k-T)=Af Z (R(0AD) + j -(1)~I(n-At))~exp<j ~2-n-k~;>
n=0
N-1
ho - AF > (R - T ex i 2k
G Rl exp ] N
n=0
f1(t)
LT . hu::k
05w
gL
: ! i apo-a § T
n 5 1n 15 20 25 an
Figura 124 - Transformada mversa usando la férmula alternativa

De la observacion de la Figura 19.4, se ve que produce el mismo resultado.
ANALISIS ARMONICO DE LAS SERIES DE FOURIER

Las sefiales de tiempo continuo que presentan periodicidad, deben ser tratadas con las
Series de Fourier, resultando de ello una secuencia infinita de coeficientes que afectan a
senos y cosenos de frecuencias multiples mas un valor medio.
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Si se aplican los procedimientos vistos hasta aqui, es posible obtener buenos resultados
siempre y cuando se tomen los recaudos necesarios, los cuales se expondran en esta
seccion.
La aplicacién de la DFT al analisis armonico de una forma de onda requiere que se
compute:

N-1
u nl T S e, expl 20k
\N-T N-T \

k=0

donde el divisor (N.T) es la duracion en tiempo o periodo de la armoénica de frecuencia

mas baja a ser determinada.

Para producir resultados validos, los valores de las N muestras deben representar
exactamente un periodo de la funcion periodica h(t).

Considérese la onda cuadrada ilustrada en la Figura 20.1, con un periodo de muestreo de
8 seg. De ese modo, si N = 32, T (tiempo entre muestra y muestra) debe ser elegido
igual a 0.25 para asegurar que las 32 muestras sean exactamente igual a un periodo
(periodo de la onda, 8 segundos).

N =32 T:=0.25 Tp = N-T Tp=8

N N - -
hln =1 n<z,1,1 n<3-z,—1,1 th =0 hlﬂ =0
4

1o oess s LR S
hl

n
G
f i f f f f

] 5 10 15 20 25 30

-1T LR R e fR e S O cR e e R
Figura 20.1 - Muestras de uha onda cuadrada (I1=22)

Obsérvese que para atender a las discontinuidades que se producen en n=8 y n=24, en
esos valores se promedia la funcion.
Calculando la DFT con los procedimientos vistos:

Zhle Jznnk
N

{ 1-(- l)n} desarrollo en serie de Fourier
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Hlnvalores obtemdos aplicande DET
0% ooo

HF  valores obtenidos aplicando Serie de Fourier
R

Figura 20.2 - Comparacién entre los valores obtemdos por DFT v SDF

Las cruces representan las magnitudes de los coeficientes de armonicos obtenidos del
desarrollo en serie de Fourier. Como se esperaba, los resultados son simétricos
alrededor del punto n = N/2. Se obtienen resultados razonables para los armonicos de
orden mas bajo. La exactitud puede ser mejorada para los armoénicos mas altos
achicando T e incrementado N.

Note que se ha introducido un aliasing significativo evidenciado por el hecho que los
valores de los coeficientes verdaderos tienen magnitud apreciable en el nimero de
muestra n = N/2.

SINTESIS DE ARMONICOS DE LAS SERIES DE FOURIER

La sintesis de armonicos se refiere al procedimiento de calcular una forma de onda
periddica dados los coeficientes de la serie de Fourier. Para llevar a cabo esta tarea
usando la DFT, simplemente se computa:

N1

K

h(k-T)=Af Z H(n-Af)-exp(j -2-n-n~N>
n=20

donde Af debe ser elegido como un entero multiplo de la armoénica fundamental.

Para aplicar la expresion anterior se deben muestrear los coeficientes reales e
imaginarios consistentes con los procedimientos discutidos previamente.

Si se considera el ejemplo previo, entonces solo los coeficientes reales deben ser
muestreados.

Por supuesto, estas muestras deben ser "dobladas" alrededor del punto N/2. Notese que
se tiene de hecho truncada la serie de Fourier, porque los valores muestras cercanos a
N/2 tienen atn apreciable magnitud.

El computo de la expresion de referencia con los valores muestras hallados en el
ejemplo anterior, llevan a la forma de onda sintetizada que se calcula del siguiente
modo:

N
nl = 0..5 HF1 = HF HF1, ., =HF,
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N-1
h2, - i &
2 - Z HF1 -exp|j -2-7-k—
N
n=0
En la Figura 21.1 se puede apreciar graficamente este resultado.
[u} [u]
ltrﬂﬁgﬁgﬁx X§EERER
h2
k
@80 : —t : : et -
hlk 0 ] 10 15 20 25 an
Mo
-1+ xgﬁﬁﬁﬁﬁRﬁﬂﬁﬁﬁgx
[u] [u]
Figura 21.1 - Las cruces indican valoes esperados (exactos), los circulos
valores calculados (aprozimadaos)

Como se ve, los resultados tienden a oscilar alrededor del valor correcto. Estas
oscilaciones son debidas al bien conocido fendmeno de Gibbs el cual establece que el
truncamiento en un dominio lleva a oscilaciones en el otro dominio. Para disminuir la
magnitud de estas oscilaciones es necesario considerar mas coeficientes armonicos; esto
es, incrementar N.

REDUCCION DEL LEAKAGE

El Leakage es un efecto inherente a la DFT debido al truncamiento requerido en el
dominio del tiempo.

Recuérdese que el truncamiento de una funcidn perioddica para producir otra que es un
multiplo del periodo, resulta en una aguda discontinuidad en el dominio del tiempo, o
equivalentemente produce 16bulos laterales en el dominio de frecuencia. Estos lobulos
laterales son los responsables de componentes de frecuencia adicionales a los cuales se
le denomina leakage.

Para ilustrar este punto se computard la DFT de la funcién coseno.

Para un intervalo de muestreo T=1 y N=32 muestras.

0 ; N =32 T=1
n=0.N-1 t=0,.1..10-%
f2(t) = cos(2-m-10-t) h3n = cos(2:m-10n)

Esto se ilustra en la Figura 21.2.

10
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Figura 21. 2 - Muestreo de la funcién coszeno (linea sélida) enun
multiplo exacto del periods (4 en este caso)

Notese que las 32 muestras definen exactamente cuatro periodos de la forma de onda
periodica.
Aplicando los conceptos vistos en cuanto a DFT:

N-1 /
1 -1 21k
"N N
k=0

Lo que lleva al resultado mostrado en la Figura 21.3.

o5+ H3, =@ o
oon
+ ' & & o & ﬂ
0 3 10 15 gl A5 30
Fizura 21.3 - Transformada Discreta de Founter de las muestras de la Figura 21.2

Todos los resultados son cero, excepto en la frecuencia de la sefial (n=4 y su imagen
n=28).

Esto era lo esperado, la Transformada de Fourier de una funcidén coseno estd dada por
dos impulsos de altura igual a la mitad de la amplitud de dicha funcion y ubicados en la
frecuencia de la misma (positiva y negativa).

Si el intervalo de truncamiento no es elegido igual a un multiplo del periodo, las
caracteristicas de lobulo lateral de la funcion en frecuencia sin(f)/f genera una
considerable diferencia en los resultados de Transformada Discreta y Continua de
Fourier.

Para ilustrar este efecto, considérese:

1
= N =32 T=1
9.143
n=0.N-1 f3(t) = cos(2-m-10-t) h4n = cos(2-m-10-n)

11
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Figura 21 4 - Trucamiento distinte de mnltiple del penodo de la fancién

Noétese que los 32 puntos no definen un multiplo del periodo y como resultado se
introduce una aguda discontinuidad.

Calculando la DFT:
N-1 /
1 -1 2wk
g, L) e 2
N N
k=0
05T
=) =}
H4 | - -
1
[n e )
o " ] ] " o
o . DDDPDDDD?QDDDPDDDD? , 9
1] 3 10 15 20 25 30
1
H4
11
03T ooo
[n] [n]
[u] [u]
o ]
] ] ] ]
o . DDDPDDDD?QDDDPDDDD? , 7 n
] 3 10 15 20 25 30
Figura 21.5 - DFT de las muestras de la Figura 214

En la Figura 21.5 se grafica el modulo de la DFT de las muestras de la Figura 21.4, de
mas arriba. Aqui existen componentes de frecuencia no nulas en todas las frecuencia
discretas de la DFT.

Como se indicod previamente, los componentes de frecuencia adicionales se denominan
leakage y son un resultado de las caracteristicas 16bulo lateral de la funcioén sin(f)/f.
Para reducir el leakage es necesario emplear una funcién de truncamiento en el dominio

del tiempo la

cual tenga caracteristicas globulo lateral que sean de magnitud mas

pequeia que aquellas de la funcion sin(f)/f.

12

Catedra Analisis de Senales



Universidad de Mendoza

Dr. Ing. Jestis Rubén Azor Montoya

A menor l6bulo lateral, menor leakage afectara a los resultados de la DFT.

Afortunadamente, existen funciones de truncamiento que exhiben exactamente las
caracteristicas deseadas.

Una funcion de truncamiento particularmente buena es la funcién de Hamming;:

Tc =2 Parametro, Intervalo de Truncamiento
I 1 T
x(t) = — - —-cos/2-—-t con 0<t=<Tc
2 2 | Te
t=0,0.1..3-Tc
T
s -
t
0 I:II.5 I1 1I.5 E.:
Figura 21.6 - Grafice de la funcidn de Hamrming

El moédulo de la Transformada de Fourier de la funciéon de Hamming esta dada por:

X(D=1-Q(D+1-/Q<f+l>+Q/f1)) donde Q=" TED
2 4\ Te | Te n-f

Para representa esto graficamente, se instrumentan los siguientes pasos que conducen a
la figura 21.7.

g P )
) sinm-Te £+ — sin-Te | f- —
XM(D) - l.s1n(7t-Tc-f)+l. | Tc . Tc

ot 1)

1
. f+ -
Tc

| Tc
£:=0.01,0.02..3-Tc

13
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Figura 21.7 - Wdédule de la Transformada de Fourier de
la funcidn de Hamming

En la figura 21.8 se puede apreciar la misma Figura 21., pero ampliada desde el primer
cero

(D)

00z -

£

i o e | } |
1 2 3 4 ] f
Figura 21 8 - Figura 217 ampliada dezde el primer cero

Como se muestra en la figura 21.8, esta funcion de la frecuencia tiene varios pequefios
l6bulos laterales. Otras funciones de truncamiento tienen propiedades similares, sin
embargo se elige la de Hammiing por su simplicidad.

Debido a las caracteristicas de bajo 16bulo lateral de esta funcion, se espera que su
utilizacion reduzca significativamente el leakage que resulta del truncamiento en el
dominio del tiempo.

En la Figura 21.9 se muestra la funcion coseno, vista anteriormente, multiplicada por la
funcion de truncamiento de Hamming.

1
f0-—— N =32 T=1
9.143
n=0..N-1

t

1 1
f4(t) = cos(2-m-10-t)- 5 - 5-005 2-1-

g

t=0,0.1..10-% Tc:= N

1 1
h5 = cos(2-mw-f0n)-|— - f-cos/Z-l-n
n 2 2 | Tc

14
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Ay

t.f

_1 L
Figura 21.9 - Producto de la funcién cozeno de la Fipura 21.4 por la
Funcidn de Hamming de la Figura 217

Notese que el efecto de la funcién de Hamming es reducir la discontinuidad que resulta
de la funcién truncamiento rectangular.

La Figura 21.10 muestra el modulo de la transformada de Fourier para las muestras
indicadas arriba.

N-1 /
1 -j 2m-nk
HS5 = i Z h5k exp L n
k=0
[H2]
03T oo nn
o o o o h
a 5 10 15 a0 25 30
Figura 2110 - Transformada de Fourter {mddule) de la funcién "ventaneada"

Como se esperaba, el leakeage ha sido reducido debido a las caracteristicas 16bulo
laterales de la funcion de truncamiento de Hamming. Las componentes de frecuencia no
nulas son considerablemente "ensanchadas" con respecto a la funcion impulsiva
deseada.

Recuérdese que esto es lo que se espera, ya que el efecto del truncamiento en el dominio
del tiempo es convolucionar la funcién impulsiva de frecuencia con la FT de la funcion
truncamiento. En general, mientras mas se reduce el leakage, aparece una DFT con
resultados més "ensanchados". La funcion de Hamming resulta ser un compromiso
aceptable.

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Funciones reales en general

Si f(t) es una funcion real la transformada de Fourier tiene una parte real y una parte
imaginaria.

Ejemplo:
15
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f(t) = exp(-t) N =32 nimero de muestras

1:=0.N-1 indice T:=0.25 tiempo de muestreo
fl; := exp(-T-i) funcion (muestreada)

flp == % ajuste en la discontinuidad

Senal a transformar

1__
fl,
— 0.57
0 5 10 15 20 25 30
i
F1 := cffi(f1) \/N T transformada de Fourier
il:=0.. 3 indice auxiliar

Para reconstruir la "auténtica" parte real de la transformada ( que se extiende desde -0.5
a 0.5, en frecuencias normalizadas, o bien -N/2 a + N/2) se debe realizar un "fold"
(plegado) de la segunda mitad del resultado.

FIR-+ N = Re(Fl); FIR;; := Re(F1) : "folding" del
+— ——i
resultado
Parte real de la FT
1.5T7
FIR, y
ST
s =0 AP 0 5 o 15
. N
—
2
16
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En cambio, para reconstruir la "auténtica" parte imaginaria de la transformada ( que se
extiende desde -0.5 a 0.5, en frecuencias normalizadas, o bien -N/2 a + N/2) se debe
realizar un "fold" (plegado) y un "flip" de la segunda mitad del resultado.

FII | :=-Im(F1); F1l; := Im(F1) "flip" 'y "folding" del

+— —-il
2 2

resultado

Parte imaginaria de la FT

F1J

PROPIEDAD: La transformada de Fourier de una funcién real es una funcion
compleja cuya parte real es PAR y cuya parte imaginaria es IMPAR.

Ejercicio N° 1 - Plantéese una funcion real, cuya transformada de Fourier continua
pueda calcular, muestreéla y hallele la DFT (transformada discreta de Fourier).
Compare los resultados con los de la continua y verifique la propiedad enunciada
arriba.

Funciones reales y pares, desplazamiento (shift)

Sea f(t) una funcién real.

Ejemplo:

f(t) == if(0 < || < .2,1,0)

2 5 Sin(m-o—;j
Flo) = J £(t)-exp(—j-@-t) dt = 2-exp(—j-%j-—
0

0

N =128 numero de muestras

17
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2 :
T:=— tiempo de muestreo
N
1:=0.N-1 indice
fl; .= f(-T-1) funcién (muestreada)
f1 f1
flg := 70 fli3:= -2 ajuste en las
discontinuidades
Sefial a transformar (pulso de ancho 0.2)
| TRy
fl,
ooo 05¢ O
0 20 40 60 80 100 120
i
F1 := cffi(f1) \/ﬁ T transformada de Fourier
il:=0.. I; indice auxiliar
FIR | = Re(Fl); FIR;; := Re(F1) "folding" del
N N4
1+ ) ) 1
resultado

La transformada continua (parte real) se puede representar (a modo comparativo)
mediante la siguiente expresion:

: T
) sm(2-—N T-O.lj
FR()) := if] i= 0,02,Re| 2-exp| —j0.1{ 2:—— | | '

N-T

Catedra Analisis de Senales
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Verificacion del resultado
T T T T T

FIR 0.1
000
O B —
=80 -60 -40 =20 0 20 40 60 80
N
——
2
P = imEDy Fllip = Im(FED § "flip" y “folding" del
= ——1
2 2
resultado

La transformada continua (parte imaginaria) se puede representar (a modo comparativo)
mediante la siguiente expresion:

i -1
. Slr(z-ﬁ-o.lj

FI(i) == T 2-exp| = 0.1 2= | |. '
N-T -1

N-T
Al no haber discontinuidad en i=0, no se recurre al if.

Verificacion del resultado

Si se analiza el resultado del la transformada continua de Fourier del mismo pulso, pero
centrado en t=0 (funcion real y par), la resolucion de la integral da:

Flo) = | o)

£(t)-exp(—j-@-t) dt = 2-
-0.1 ®

19
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Es posible observar que la parte imaginaria del resultado es nula. De aqui se deriva:
PROPIEDAD: Si f(t) es una funcion real v par la transformada de Fourier tiene
sOlo parte real y la parte imaginaria es nula.

En cambio, en todo el andlisis anterior, se tratd con la misma funcién pero desfasada
medio ancho de pulso (0.1) hacia la derecha. Esto es necesario porque la primera
muestra se toma en t=0 y no en t=-0.1. A consecuencia de esto se deriva una nueva
propiedad:

PROPIEDAD: Si f(t) sufre un desplazamiento (en este caso a la derecha, de 0.1) su
transformada de Fourier queda automaticamente multiplicada por el factor exp(-
jo.c/2) siendo ¢ el ancho del pulso.

Ejercicio N° 2 - Plantéese una funcion_real v par, cuya transformada de Fourier
continua pueda calcular, muestréela y hallele la DFT (transformada discreta de
Fourier). Compare los resultados con los de la continua y verifique las propiedades
enunciadas arriba.
Funciones reales e impares, desplazamiento (shift)
Sea f(t) una funcién real.
Ejemplo:

f(t) :=if(t< 0,0,if(t < 0.1,-1,if(t < 0.2,1,0)))

2 .
F(oa) = J f(t)-exp(—j-m-t) dt = J—'|:(1 - exp(—j-m-O.l))ﬂ
0 Q)

(sin(0.05-®))

Flo) = —j-4 ———" exp(—j-®-0.1)
0

N := 128 nimero de muestras

2 .
T:= E tiempo de muestreo
1:=0.N-1 indice
fl; == £(T-1) funcién (muestreada)

flg flg + f17 fl1o .
flg := — flg .= —— flj, :== —— ajuste en las
0 ) 6 ) 12 )
discontinuidades

20
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Sefial a transformar (pulso de ancho 0.2)

1T ey
o)
fl 1 o AL EREES
©o0 0~ 20 40 60 80 100
D
_1_m\
i
F1 := cffi(f1) \/ﬁ T transformada de Fourier
N . ..
il:=0.. E indice auxiliar
FIR | = Re(Fl); FIR;; := Re(F1) "folding" del
i+— —-il

resultado

La transformada continua (parte real) se puede representar (a modo comparativo)
mediante la siguiente expresion:

. . 2
. g ] . i
FR@G) :=1fl 1= 0,0,Re 11 1—exp| =3¢ 2.—— |-0.1
O 7 [ p{J( N~Tj H

2.
N-T

Verificacion del resultado

0.1 | | | | |
FR(i—E)
2) O |
FIR;
ooo -01fF |
“80 60 40 20 0 20 40 60 80
N
N
2
FIL y=-ImED; Flly=Im(F)y "flip" y “folding" del
v ——1
resultado

La transformada continua (parte imaginaria) se puede representar (a modo comparativo)
mediante la siguiente expresion:

21
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. . 2
o j . T
FI(i) :=1if 1= 0,0,1 11 1T —exp| -7 2-—— |-0.1
( 7 [ p{J( N-TJ H

.=
N-T

Al no haber discontinuidad en i=0, no se recurre al if.

Verificacion del resultado

Si se analiza el resultado del la transformada continua de Fourier del mismo pulso, pero
centrado en t=0 (funcién real e impar), la resolucion de la integral da:

. “( 0.2)2

0.1 si 0)7

F((D) = J f(t)'eXp(—j'oo-t) dt= 44—
0.1 (0]

Es posible observar que la parte real del resultado es nula. De aqui se deriva:
PROPIEDAD: Si f(t) es una funcion real e impar la transformada de Fourier tiene
sOlo parte imaginaria y la parte real es nula.

En cambio, en todo el andlisis anterior, se tratd con la misma funcién pero desfasada
medio ancho de pulso (0.1) hacia la derecha. Esto es necesario porque la primera
muestra se toma en t=0 y no en t=-0.1. Como en el caso anterior se verifica la
propiedad:

PROPIEDAD: Si f(t) sufre un desplazamiento (en este caso a la derecha, de 0.1) su
transformada de Fourier queda automaticamente multiplicada por el factor exp(-
jo.c/2) siendo c el ancho del pulso.

Ejercicio N° 3 - Plantéese una funcion _real e impar, cuya transformada de Fourier
continua pueda calcular, muestreéla y hallele la DFT (transformada discreta de
Fourier). Compare los resultados con los de la continua y verifique las propiedades
enunciadas arriba.

Reconstruccion de una funcion par en el dominio del tiempo mediante sus
componentes de Fourier en el dominio de frecuencia.

22
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Se parte de la funciéon en el dominio del tiempo dada por la suma de dos cosenos de
diferente frecuencia (Funcion par).

f0:=5 N:=128 1:=0.N-1 T:= % tiempo de muestreo (en
seg)
T=7813x10" fs:= % frecuencia de muestreo (en Hz) fs= 128
£(t) == cos(2-1 £0-t) + 0.8-cos(2-7 -3-f0-1) qi = f(iT)
Funciéon muestrada (dominio del tiempo)
2__
OSSN R - SR
o g L ¢

Tension (volts)

Numero de muestra

Para representar graficamente la sefial continua, se da un rango para t.
t:=0,0.001..N-T

Funcion continua en el dom. del tiempo

tension (volts)
=

t
tiempo (segundos)

Hallando la transformada de Fourier para la sefial discretizada

Q := cffi(q) T-/N

23
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05T © o

Re(Q);

000 140

0.5~

Es posible reconstruir la sefial (dominio del tiempo) desde las muestras de la
transformada de Fourier (dominio de frecuencia), aplicando la siguiente expresion.

F 1 Q| cos| 2w ke + sin 2-7 ke
L= — . AT . —— 1 AT ——
TN k N N

Seiial reconstruida

Supongase ahora una funcion par, pero no periodica. Para hacer el muestreo con un
sistema de procesamiento, l6gicamente no se pueden tomar muestras de indice negativo.
Por lo tanto la forma de solucionar este inconveniente es indicar los valores de la zona
negativa como muestras con indice entre N/2 y N-1, mientras que los de la zona par se
adjudican a los indice entre 0 y N/2.

En forma mads préctica, a las muestras de la zona positiva se les hace un "fold" alrededor
de N/2 previo a su analisis de Fourier.

A modo de ejemplo, el siguiente es un par transformado:

2

exp(-|t) < >
2
1+

como es facilmente verificable resolviendo:

0 oo
J exp(t) -exp(—j -(o-t) dt+ J exp(—t)-exp(—j -w-t) dt = 2
oo 0 l+®

24
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N =64 k1 ::O..g

-1 T:=0.25

f(t) = exp(—|t|) t:=-5,-49.5

Funcién continua en el dom. del tiempo

1_
2w
= —_— 0.5T
S
&
2
-6 -4 -2 0 2 4 6
t
tiempo (segundos)
11 = f(k1-T) o=y funcibn  muestreada y
kl+— ——kl
2 2
"foldeada"
1P
— o o
= o o
o
.‘8 'k 05T o (e}
§ 000 °)
= % K

Numero de muestra

La transformada discreta de Fourier de esta funcion se halla de la siguiente forma:
R = cfft(r)'T‘\/ITI

y comparada con el resultado continuo (referencia):
2

® :=0,0.01..5 Flo) =
1+w

25
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3__
F(u)) 27
Ry 1
ooo |
I : Fi)-ﬁﬂmq IaYae) F\-m n-nnmn I
0 2 4 6 8 10 12 14
k1
,2- T —
N-T

Es posible reconstruir la sefial (dominio del tiempo) desde las muestras de la
transformada de Fourier (dominio de frecuencia), aplicando la siguiente expresion.

N-1
1i=0.N-1 :=L Z cos 2'75'1(—.1 + si 2-7t-k—.1
N-T N N

Senial reconstruida

0.5+

Efecto del agregado de ceros a una funcion

Si al conjunto de datos al que se le ha de aplicar la transformada de Fourier se le
agregan ceros, se pueden obsevar los siguientes efectos:

f(t) == exp(-t) N :=32 niimero de muestras
1:=0.N-1 indice T:=0.25 tiempo de muestreo
fl; == exp(—T-1) funcién (muestreada) fly == ﬂo

F1 := cff(fl)

26
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Re(F1); 0.2 o
[eXoXe] (@]

OOO

Oo
oo
00000000000000000

0 5 10 15 20 25 30

k:=N.2-N-1 fly =0 kl :=0..2.N-1
F2 := cffi(f1)

0471

RC(FI) k1 0.27 e}
OO0 (@]

o)
0o

Oo o

: O?OOOO?OOOOPOOOO@(
0 5 10 15 20 25 30
kl

Como se puede observar, no hay efecto alguno.
Multiplicacion de sefiales (Modulacion de Amplitud)

Como una importante propiedad de la transformada de Fourier es que la convoluciéon en
un dominio corresponde a la multiplicacién en el otro dominio. La modulacion de
amplitud es un ejemplo de la situacion inversa, la multiplicacion en el dominio del
tiempo corresponde a la convolucion en el dominio de frecuencia. Ademas, la
modulacién en amplitud provee un excelente ejemplo de como las elusivas frecuencias
negativas entran en la ciencia diaria y en los problemas de ingenieria.

Las sefales de audio son adecuadas para la comunicacion a corta distancia; cuando se
habla en una habitacion se escucha desde otra. En el otro extremo, las radio frecuencias
son muy buenas en la propagacion a grandes distancias. Por ejemplo, si una onda seno
de 100 V, 1 Mhz se alimenta a una antena, la onda de radio resultante puede ser
detectada en la proxima habitacion, el proximo pais y atin en todo el planeta.

La modulacién es un proceso de mezclado de dos sefiales para formar una tercera con
las caracteristicas deseables de ambas. Esto siempre involucra procesos no lineales tales
como la multiplicacién. En radio comunicacion, la modulaciéon resulta en sefiales de
radio que se pueden propagar a grandes distancias y transportando audio u otra
informacion.

La radio comunicacion es una disciplina extremadamente desarrollada, y se han
disefiado muchos esquemas de modulacion. Una de los mas simples es la llamada
Modulacion de Amplitud.
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Supoéngase una sefial moduladora que se obtiene por un proceso de sintesis, esto es
partiendo de la transformada de Fourier de la misma, la cual tiene una banda
determinada de frecuencias.

N =128 1:=0.N-1

R;:=if(5<i< 10,1,0) Ri:=if(N-10<i< N-35,1,Ry)

(Rs + Rg) (Rg + Ryo)
Rs:=——>  Rjg=——
2 2
(R118+ R119) (R122+ R123)
Rjjgi=——""—7"—" Rip3i=——7—
2 2
1T o
R, 05700 0o
o000
0 20 40 60 80 100 150 140

Luego la sefial moduladora (en el dominio del tiempo) se puede reconstruir desde estas
componentes de Fourier.

N-1

1 ki ki
h =03+ —- Ry cos| 2:m-— |+ sin| 2-m-—
‘ N-T 2 k( ( N] "( ND
k =0

Se le ha agregado un valor de continua para que la sefal sea siempre positiva.

1__

Si se incorpora ahora una sefal portadora

28
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f0 =25 b; == cos(2-n @j
N

Sefial portadora

T
ol

Su espectro de frecuencia estara dado por:

P

B := Re(cffi(b))

DFT de la Sefial portadora

10

=5

El producto de ambas da la sefial Modulada

ci := h;y-b;

Sefnial modulada

AT L
SO AR AR AN

Si ahora se analizan la transformada de Fourier de esta sefal:

C = Re(cffi(c))

29
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En las figuras anteriores se muestra como la modulaciéon en amplitud aparece tanto en
los dominios del tiempo y la frecuencia. El proceso entero se ha hecho con sefiales
discretas.

Si se hablara en términos de frecuencias, la sefial moduladora tiene componentes entre 5
y 10 Hz, en cambio la portadora tiene 25 Hz. En cambio en la sefial modulada se aprecia
la portadora de 25 Hz y a ambos lados de ella el espectro de la moduladora repetido
(banda lateral superior, entre 25-10=15 y 25-5=20 Hz, y la banda lateral superior, entre
25+5=30 y 25+10=35 Hz).

Resumiendo esta propiedad, queda el par:

1
i) cos{ll) i — 5-(F{m +o0) +Filo - a0y
Ejercicio N° 4 - Repetir el mismo procedimiento para cuando la moduladora es
una onda cosenoidal pura.

Como se ha visto mas arriba, existe el siguiente par transformado:
2

B = exp(-|t|) &=—> Fla) =
1+
Si se permuta t por ®, es posible verificar la siguiente propiedad:

2 € > 27 i (—m) propiedad de simetri

1+ @

Para su verificacion, se permuta t por :

F)
1 £

N
N =64 T 0125 k1 O "
g F¢klT) r =ry funcién muestreada y "foldeada"

kl+— ——k1
2 2

. )] . IN 1
(U N 1 )
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Grafico de F(t)
2 Lo *
0 o
o
o) o
5 Oo oo
coo 10 OQ o 0
0 10 20 30 40 50 60
i
Si se le halla la transformada discreta de Fourier:
FF  Recfftier )T N
FFT de F(t)
1
5
FF; 5 o
000 1o .
0 0 5 0 5 30

Si se le halla la transformada discreta de Fourier:
FF := Re(cffi(r))- T+/N
FFT de F(t)

FF;
00O

PN TaWaVaWal FaVaVaWal
VAVAWAVA PACAVACATA P AW A AW A/

“od
)
)
)

IVAGAGAWS PAUAY

Por otro lado, si se permuta ® por t:

i
f—e) = expl— L= 2.1 exp| —2——
e
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6283 10T
FF,
o000
Si
~0246 5l

Con lo cual se verifica la propiedad de simetria.

Ejercicio N° 5 - Verificar la propiedad de simetria para la transformada de
f(t)=cos(t).

Otra propiedad de la transformada de Fourier establece que:
1
flat) €&—3 — F|=
|al " \a

Si: a:=0.5

f(t) = exp(—a-t) N := 128 T:=0.125

k1 :=O..§ 1=0.N-1

k1 = f(k1-T) I =TIy funcion muestreada y
kl+— ——kl
2 2
"foldeada"
Io
rg = — I'N-1 = I
2

({ IS

F5 = Re(cffi(r))-T+/N 5 =
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Ejercicio N° 6 - Considerar otra funcion (distinta a la del modelo) y seguir los
pasos para la verificacion de la propiedad.

La Transformada de Fourier de f(-t) es, segtn la definicion:

j f(—t)-exp(—j-m-t)dt:J f(t)-exp(j-0t) dt = F(-w)

— o0 — o0

Siendo f{(t) real:

F(—w) = R(w) —j'X(w)

fit) €3 Elo)+) Xn) f-1) =3 E(o)-j5 -X(o)
Definiendo:
fp{1:]l=M parte par de fi't)
2
fi(t)=w parte wnpar de fit)
Resulta:
f() €= RO [ e | X

Si ademas f(t)=0 para t<0, para t>0 se cumple f (t) = 2.fp (t) = 2.1 (¢).
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LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

OBJETIVOS:

e Replantear el mecanismo de calculo de la Transformada (y Transformada Inversa)
Discreta de Fourier, de modo de hacer mas eficiente su computo. Esto es, establecer
los fundamentos del algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier (FFT).

e Elaborar un Diagrama de Flujo que permita un mecanizado racional del algoritmo

que sea lo més general posible. Pasando por el andlisis, utilizando la teoria de
grafos, desde un ejemplo particular.

22 - LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

Considérese la Transformada Discreta de Fourier (DFT):

N1
X(n)= Z xo(k)-exp<J'2'“'”k n=0..N 1 (22-1)
k=0

donde se ha reemplazado k.T por k y n/N.T por n por conveniencia de notacion.
Se percibe que la ecuacion (22-1) describe el computo de N ecuaciones. Por ejemplo, si
N =4 y si se hace:

W=exp<j N“) (22-2)

la expresion (22.1) puede ser escrita como:
X(0)=x 5(0) W+ x (1) W’ + x 5(2) W’ + x o (3)- W'
X(1)=x(0) W+ x (1) W' +x(2) W+ x((3)W (22-3)
X(2)=x (0)- W’ + x (1) W’ + x 5(2)- W + x 5 (3)-W°

X(3)=x(0) W’ + x (1) W’ + x 5(2)-W® + x o (3)- W’

Las ecuaciones anteriores pueden ser mas facilmente representadas en forma matricial:

i w0 w0 w0 w0 | [ xA(0) ]
xcoy] |W W w? wx0(0)
x(1) | w® whw?w? [ xo(D) o)
X(2) | w wrwt we | xe(2)
X(3
1 X(3) | 7W0 W we W9”X0(3)7
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0 mas compactamente:

X(m)=W"" x (k) (22-5)
El examen de (22-4) revela que ya que W y posiblemente xp(k) sean complejas,
entonces son necesarias N2 multiplicaciones complejas y N.(N-1) adiciones para
realizar el computo matricial requerido.
La FFT debe su éxito al hecho que el algoritmo reduce el nimero de multiplicaciones y

adiciones requeridas en el calculo de (22-4). Ahora se discutira, a nivel intuitivo, como
se lleva a cabo esta reduccion.

23 - DESARROLLO INTUITIVO

Para ilustrar el algoritmo FFT, es conveniente elegir el nimero de puntos muestras de
x((k) de acuerdo a la relacion N = 27, donde v es un entero. Recuérdese que la ecuacion
(22-4) resulta de la eleccion N = 4 = 2Y =22 por lo tanto, se puede aplicar la FFT al
computo de (22-4).

El primer paso en el desarrollo del algoritmo FFT para este ejemplo es reescribir
(22.4) como:

X(0) 11 1 1 ] |xg(0)

X(1) | |1 whw?r w? | x (1)
= 2 o0 2| (23-1)
X(2) | 1 W W W || x0(2)

| X(3) |

1w W W xp03)
La matriz de la ecuacion (23-1) se deriva de la (22-4) usando la relacion:

Wn-k_Wmod(n-k,N)

Recuerdese que mod(n.k,N) es el resto de la division entre n.k y N, por lo tanto si N=4,
n=2 y k=3 entonces:

6 2

wo=w (23-2)
ya que

W ke Wosexp 2T (6) l=exp(Lj -3-1)=exp(-j 1)

v=exp j ‘47“2,(2) Wl wmod(nk,N) (23-3)

El segundo paso en el desarrollo es factorear la matriz cuadrada en (23-1) como sigue:
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_ - 0 1 0 1 ()7
x@©y] [T W o 0 [1tow o/ Xx®

X2y 1 wro o llo1 o w' |xo(D

(23-4)
XM 1lo 0o 1w|10w o X2
' X(3)

00 1 W o1 0o W x|

Se puede demostrar facilmente que el producto de las dos matrices cuadradas da por
resultado la matriz cuadrada de (23-1). Con la excepcion que las filas 1 y 2 han sido
intercambiadas. Note que el intercambio ha sido tomado en cuenta en (23-4)
reescribiendo el vector columna X(n), se denota el vector con la fila intercambiada por:
X(0)
X q(n) ) (23-5)

n)= -5

Xy

- X(3) |

Esta factorizacion es la clave de la eficiencia del algoritmo FFT.

Habiendo aceptado el hecho que (23-4) es correcta, aunque los resultados estan
"revueltos", se puede observar el nimero de multiplicaciones requeridas para computar
la ecuacion. Hagase primero:

X101 0 w® o | x00)]

x1( o1 0 W |xo(D

(23-6)
x12) 110w o | %02

xX13) o1 0 W X033

Esto es, el vector columna x1(k) es igual al producto entre el vector y la matriz a la

derecha de la ecuacion (23-4).
El elemento x7(0) es computado por una multiplicacién compleja y una adicién

compleja (W0 no es reducido a la unidad para desarrollar un resultado general).
x 1(0)=x ((0) + W’x (2) (23-7)

El elemento x7(1) estd también determinado por una multiplicaciéon compleja y una
adicion. Solo una adicidn compleja se realiza para computar x7(2). Esto deviene del

hecho que W0 =- W2,
Por lo tanto

x 1(2)=x(0) + Wx 5(2)=x 5(0) - W'x 5(2) (23-8)
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donde la multiplicacion compleja WO.XO(Z) ya ha sido computada en la determinacion
de x1(0).

Por el mismo razonamiento, x1(3) es computada por solo por una adicion compleja y
ninguna multiplicacion. El vector intermedio x7(k) es entonces determinado por cuatro
adiciones y dos multiplicaciones complejas.

X(0) | X300 | [ w0 g o || Xx1(0)]

x2) X2 1w o oo || x1(D)
X(D) %22 1o 0 1 W [x1(2)

D00 o 0 1w [ xI®)]

(23-9)

El elemento x2(0) est4 determinado por una multiplicacion y una adicion complejas:

X 5(0)=x (0) + Wx { (1) (23-10)
El elemento x7(1) esta determinado por una adicion compleja porque

wl=_w2

Con un razonamiento similar x(2) esta determinado por una multiplicaciéon compleja y
una adicion y x2(3) por solo una adicion.

Luego el computo de (23-4) requiere un total de cuatro multiplicaciones complejas y
ocho sumas complejas. En cambio el computo de (22-4) requiere dieciséis
multiplicaciones complejas y 12 sumas complejas.

Notese que el proceso de factorizacion de la matriz introduce ceros en las matrices
factoreadas y, como resultado, reduce el nimero requerido de multiplicaciones. Para
este ejemplo, el proceso de factorizacién de matriz ha reducido el nimero requerido de
multiplicaciones en un factor de dos.

Ya que el tiempo de coémputo es fuertemente gobernado por el numero de
multiplicaciones, se ve la razdn de la eficiencia del algoritmo FFT.

Para N = 27 el algoritmo FFT es entonces simplemente un proceso de factorizacion de
una matriz N x N en 7y matrices (cada una de N x N) de modo tal que cada una de las
matrices factoreadas tenga una propiedad especial de minimizar el nimero de
multiplicaciones y adiciones.

Si se extiende el resultado del ejemplo previo, se nota que la FFT requiere N.y /2 = 4
multiplicaciones complejas y N.y = 8 adiciones complejas, mientras que el método
directo requiere N2 multiplicaciones complejas y N.(N-1) adiciones complejas.

Si se supone que el tiempo de computo es proporcional al nimero de multiplicaciones,
entonces la razén aproximada de tiempo de computo del método directo al de la FFT
esta dado por:
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2
N _ZN (23-11)
Nt Y

2

la cual para N =1024 = 210 ¢s una reduccion computacional de mas de 200 a 1. La
Figura 23.1 ilustra la relacion entre el nimero de multiplicaciones requeridas usando el
algoritmo FFT comparada con el nimero de multiplicaciones del método directo.

N In(N)

2
f:(N) =N fea(N) = — N =2..1024
dir £ 2 1m2)
60+ [aittD
1aaa
40 Fn(H — Caleulo directo
_ 1ooo —  Alsoritme FFT
T
+ ; f } —
1] 100 200 300 400 0o
Figura 251 - Vanacién del mimero de multiplicaciones para el IMétodo
Directo v para el algontme FFT

El procedimiento de factorizacion introduce una discrepancia. Recuérdese que el
computo de (23-4) produce:

X g(n)  envezde X(n)

este reordenamiento es inherente al proceso de factorizacion de la matriz y es un
problema menor debido a que es sencillo generalizar una técnica de "reordenamiento"
de X((n) para obtener X(n).

Reescribiendo Xg(n) reemplazando el argumento n con sus equivalentes binarios:

' X(0) | ' X(00) |
X(2 X(10
(2) se convierte en (10) (23-12)
X(1) X(01)
' X(3) X(11) |

Obsérvese que si los argumentos binarios de (18) son "flippeados" o "bit reversed" (es
decir, 10 se transforma en 01, etc.) En otras palabras, la imagen del espejo del binario.
entonces
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' X(00) | ' X(00) |
< (e X0 X(o1) |
g(n)= X1 X(10) =X(n) (23-13)
X(ID) | “flipea a” | X(11) |

Es sencillo desarrollar un resultado generalizado para "reordenar" la FFT.

Para N mayor que 4, es voluminoso describir el proceso de factorizacion de la matriz
analoga a (23-4). Por esta razon es conveniente interpretar a (23-4) de manera grafica.
Usando esta formulacion grafica se puede describir en forma suficientemente
generalizada un diagrama de flujo para un programa de computadora.

24 - GRAFICO DE FLUJO DE SENAL

Se convertira la expresion (23-4) en un grafico de flujo como el de la Figura 24.1.

ARFEGLOE DE COMPUTO
Atrregle de dates Arreglo 1 Arreglo 2
%o () x (k) %o (k)

2 o(0) . : = 5(0)
xpll) e > > + 2501
PSS
zle) > — » xo(2)

xg(3 LW, e
’ 13 W ‘

Fioura 24.1 - Diagrama de fliyo correspondiente a (23-4)

Como se muestra, se representa el vector de datos o arreglo xg(k) por una columna
vertical de nodos sobre la izquierda del grafico. El segundo arreglo vertical de nodos es
el vector x1(k) computado en la ecuacion (23-6), y el proximo arreglo corresponde el
vector xg(k) = Xg(n), ecuacion (23-9). En general, se computaran 7y arreglos, donde

N =2Y.

El flujo de seial se interpreta como sigue. A cada nudo ingresan dos lineas solidas
representando "sendas de transmision" desde nudos previos. Una senda transmite o trae

una cantidad desde un nodo en un arreglo, multiplica la cantidad por WP, y saca el
resultado por el nudo del proximo arreglo. El factor WP aparece cerca de la flecha de la

senda de transmision, la ausencia de este factor implica que WP = 1.

Los resultados entrantes en un nudo desde dos sendas de transmisién son combinados
aditivamente.

Para ilustrar la interpretacion del grafico de flujo de sefial, considérese el nudo x1(2) de

la Figura 24.1.
De acuerdo a las reglas para interpretar el grafico de flujo de sefial:
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x 1(2)=x ((0) + Wx (2) (24.1)

lo cual es simplemente la ecuacion (23-8). Cada nodo del grafico de flujo de senal es
expresado similarmente.

Este método es entonces un método conciso para representar los computos requeridos
en la matriz factorizada del algoritmo FFT (23-4). Cada columna del grafico
corresponde a una matriz factorizada; se requieren 7y arreglos verticales de N puntos

cada uno (N=27Y). La utilizacion de esta presentacion grafica permite facilmente
describir el proceso de factorizacién para N grande.

Se muestra en grafico aparte (Figura 24.2) el diagrama de flujo de sefial para N=16.

Con un diagrama de flujo de sefial de este tamafio, es posible desarrollar las propiedades
concernientes al proceso de factorizacion de la matriz y asi proveer de un marco para el
desarrollo de un diagrama de flujo para un programa de computadora que aplique el
algoritmo FFT.

25 - NODOS DUALES

La inspeccion de la Figura 24.2 revela que en cada arreglo siempre se pueden encontrar
dos nodos cuyas entradas de senda de transmision provienen del mismo par de nudos en
el arreglo previo. Por ejemplo, los nodos x1(0) y x1(8) son computados en términos de

los nodos x¢(0) y x((8). Note que los nodos x¢(0) y x¢(8) no entran en el computo de

cualquier otro nodo. Se define a tales nodos como Par de Nodos Duales.

Ya que le computo de un par de nodos duales es independiente de los otros nodos, es
posible realizar computo "in-place". Para ilustrar, nétese de la Figura 24.2 que se
pueden calcular simultaneamente x1(0) y x1(8) en términos de x¢(0) y x¢(8) y retornar

el resultado a las locaciones de almacenamiento previamente ocupadas por x¢(0) y
x((8). Los requerimientos de almacenaje estan entonces limitados solamente al arreglo
de datos x@(k). A medida que cada arreglo es computado, los resultados son retornados
a este arreglo.

26 - ESPACIAMIENTO DE NODOS DUALES

Se investigara ahora el espaciamiento (medido verticalmente en términos del indice k)
entre un par de nodos duales. La siguiente discusion se referird a la Figura 24.2.
Primero, en el arreglo I=1, un par de nodos duales, como x1(0) y x1(8), estan separados

por k= 8=N/2l=21,

En el arreglo 1=2, un par de nodos duales, como x3(8) y x2(2), estan separados por

k= 4=N/21=22

Similarmente, un par de nodos duales, como x3(4) y x3(6), en el arreglo 1=3, estan
separados k= 2=N/21=23,

Generalizando estos resultados, se observa que el espaciamiento entre nodos duales en
el arreglo I esta dado por N/2L. Asi, si se considera un nodo en particular x](k), entonces
su nodo dual es xj(k+N/2). Esta propiedad permite facilmente identificar un par de
nodos duales.
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27 - COMPUTO DE NODO DUAL

El computo de un par de nodos duales requiere s6lo una multiplicacion compleja.
Para clarificar este punto, considérese el nodo x(8) y su dual x2(12) ilustrados en la

Figura 24.2. Las sendas de transmision provenientes del nodo x7(12) estan

multiplicadas por W4 y W12 antes de ingresar en los nudos x28) vy x2(12),
respectivamente.

Es importante notar que W4 = - W12 y que solo una de las multiplicaciones requeridas
desde el mismo dato x1(12) est4 para ser multiplicada por estos factores. En general, si

el factor ponderante en el nodo es WP = - WP-N/2, 5610 se requiere una multiplicacion
en el computo de un par de nodos duales. El computo de cualquier par de nodos duales
esta dado por el par de ecuaciones:

N

- WP =

Xl(k}_xl_l(k} + Xl_l(k+ 21)

27-1

W e LN Gl
e e T L A B e

En el cémputo de un arreglo, normalmente se comienza con el nodo k=0 y
secuencialmente se trabaja hacia abajo del arreglo, computando el par de ecuaciones
(27-1). Como se estableci6 previamente, el dual de cualquier nodo en el 1-ésimo arreglo

esta siempre N/2l abajo en el arreglo. Ya que el espaciamiento es N/2, entonces se

deduce que se deben saltar después cada N/21.
En la Figura 27.1, si se comienza con el nodo k=0, entonces de acuerdo a la discusion

previa, el nodo dual estd localizado en k=N/2l =4 1o cual puede ser verificado por
inspeccion de la figura. Procediendo hacia abajo en este arreglo, se nota que el nodo
dual esta siempre localizado 4 posiciones por debajo en el arreglo hasta alcanzar el nodo
4.

En este punto se ha ingresado un conjunto de nodos previamente encontrados; esto es,
estos nodos son los nodos duales k=0, 1, 2 y 3. Es necesario saltar sobre los nodos k=4,
5,6y 7. Losnodos 8,9, 10 y 11 siguen la convencidn original del nodo dual localizado
4 posiciones mas abajo en el arreglo.

En general, si se trabaja desde la cima al fondo en el arreglo 1, entonces se computara la

ecuacion (27-1) para los primeros N/2l nodos, salta a los proximos N/2L etc. Se
detienen los "saltos" cuando se alcanza un indice de nodo superior a N-1.

28 - DETERMINACION DE WP

W

En base a las discusiones precedentes, se han definido las propiedades de cada arreglo
con la excepcion de los valores de p en (27-1). El valor p se determina p con el
siguiente procedimiento:

(a) Se escribe el indice k en forma binaria con 7y bits,
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(b) Se desliza el nimero binario encintrado en a) 7y - 1 bits a la derecha, llendndose
las nuevas posiciones de bit abiertas a la izquierda con ceros y
(c) Finalmente, se invierte el orden de los bits.

Este numero "bit-reversed" es el p.
Para ilustrar el procedimiento, refiérase a la Figura 24.2 y considérese el nodo x3(8).

Ya que y=4, k =8 y 1= 3, entonces k en binario es 1000. Se desplaza este numero 7y - 1
= 4-3 =1 lugares a la derecha llenando con ceros los lugares libres, resultando 0100.
Entonces se revierte el orden de los bits produciéndose 0010 o el entero 2. Finalmente,
el valor de p es 2.

Considérese ahora el procedimiento para implementar esta operacion de reversion de
bits. Se sabe que un niumero binario, por ejemplo agazajaj puede ser escrito en base 10

como ag.23 + a3.22 + ap.2] + a;.20 . El ntimero bit-reversed que se esta intentando

describir estd dado entonces por 31.23 + a2.22 + a_o,.21 + a4.20 . S1 se encuentra una
técnica para determinar los bits binarios a4 , a3, ap , aj, entonces se habra definido la
operacion "bit-reversng".

Supdngase que M es un nimero binario igual a aq a3 ap aj. Dividase a M por 2,
trinquese y multipliquese el resultado truncado por 2. Luego computese [agazapa] - 2
(agazap)]. Siel bit aj es cero, entonces esta diferencia sera cero porque la division por

2, el truncamiento, y la subsecuente multiplicacion por 2 no altera M.
Sin embargo, si el bit a1 es 1, el truncamiento cambia el valor de M y la expresion

diferencia de arriba no sera cero. Se observa que con esta técnica se puede determinar si
elbitages006 1.

Se puede verificar el bit ap de una forma similar. La expresion diferencia apropiada es
[aga3a) - 2 (aga3)]. Si esta diferencia es cero, entonces ajp es cero. Los bits a3 y a4 se

determinan de la misma manera. Este procedimiento formara las bases del desarrollo de
un programa de computadora para bit-reversing.

29 - REORDENAMIENTO DE LA FFT

El paso final en el computo de la FFT es "reordenar" los resultados andlogos a la
ecuacion (23-13). Recuérdese que el procedimiento para reordenar el vector Xq(n) es

para escribir n en binario y revertir o "flipear" el niimero binario. Se muestra en la
Figura 29.1 el resultado de la operacion bit-reversing; los términos x4(k) y x4(i) han

sido simplemente intercambiados donde i es el entero obtenido por bit-reversing del
entero k.

Notese que una situacion similar al concepto de nodo dual existe cuando se "reordena"
el arreglo de salida. Si se procede hacia abajo en el arreglo, intercambiando x(k) con el
apropiado x(i), eventualmente se encuentra un nodo el cual ha sido previamente
intercambiado.

Por ejemplo, en la Figura 29.1, el nodo k=0 permanece en su ubicacion, los nodos k=1,
2, y 3 son intercambiados con los nodos 8, 4 y 12 respectivamente. El proximo nodo a
ser considerado es el 4, pero este nodo fue previamente intercambiado con el 2.

Para eliminar la posibilidad de considerar un nodo que ha sido previamente
intercambiado, simplemente chequéese para ver si i (el entero obtenido por bit-reversing
de k) es menor que k. Si es asi, esto implica que el nodo ha sido intercambiado por una
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operacion previa. Con este chequeo se puede asegurar un sencillo procedimiento de
reordenamiento.

30 - DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL COMPUTO DE LA FFT

Usando las propiedades discutidas para el grafico de flujo de senal de la FFT, se puede
facilmente desarrollar una diagrama de flujo para programar el algoritmo sobre una
computadora digital. Se sabe de las discusiones previas que primero se computa el
arreglo I=1 arrancando por el nodo k=0 y trabajando hacia abajo en el arreglo. En cada
nodo k se computa el par de ecuaciones (27-1) donde p estd determinado por el
procedimiento descripto. Se contintia hacia abajo en el arreglo computando el par de
ecuaciones (27-1) hasta alcanzar la region de los nodos que deben ser saltadas.

Se salta sobre los nodos apropiados y se continia hasta haber computado el arreglo
entero. Luego se procede a computar los arreglos remanentes usando el mismo
procedimiento. Finalmente se reordena el arreglo final para obtener los resultados
deseados.

El diagrama de flujo de la Figura 30.1 sirve para elaborar un programa de computadora
que realiza el algoritmo FFT.

La caja 1 describe los datos de entrada necesarios. El vector de datos x¢(k) se supone

que es un complejo y estd indexado como k =0, 1, ..., N-1. Si x¢(Kk) es real., entonces la
parte imaginaria deberia ser puesta a cero. El nimero de puntos muestra N debe

satisfacer la relacion N = 27, con y entero.

La inicializacion de varios pardmetros del programa se lleva a cabo en la caja 2. El
pardmetro 1 es el numero de arreglo que estd siendo considerado. Se arranca con el
arreglo 1=1.

El espaciamiento entre los nodos duales esta dado por el pardmetro N2; para el arreglo
1=1, N2=N/2 y es inicializado como tal. El parametro NU1 es el desplazamiento a
derecha requerido en la determinacion del valor de p en la ecuacion (27-1); es
inicializado a y-1. El indice k del arreglo es inicializado a k=0, asi trabajara desde la
cima y progresard hacia abajo en el arreglo.

La caja 3 chequea para ver si el arreglo 1 a ser computado es mayor que 7. De ser asi, el
programa bifurca a la caja 13 para reordenar los resultados computados por inversion de
bit. Si todos los arreglos no han sido computados, se procede a la caja 4.

La caja 4 pone un contador I =1. Este contador monitorea el nimero de pares de nodos
duales que han de ser considerados. Recuérdese que es necesario saltar ciertos nodos
con el objeto de asegurar que los nodos previamente considerados no son encontrados
una segunda vez. El contador I es el control para determinar cudndo el programa debe
saltar.

Las cajas 5 y 6 realizan el computo de la ecuacion (27-1). Ya que K y 1 han sido
iniciializados a 0 y 1 respectivamente, el nodo inicial considerado es el primer nodo del
primer arreglo. Para determinar el factor p para este nodo, recuérdese que primero se
debe escalar el nimero binario k a la derecha y-1 bits. Para llevar a cabo esto, se

computa el valor entero de k/2¥1 = k/2NUIl |y se pone el resultado en M como se
muestra en la caja 5. De acuerdo a los procedimientos para la determinacién de p, se
debe bit-reverse M, donde M esta representado por y = NU bits.

43

Catedra Analisis de Senales



Universidad de Mendoza Dr. Ing. Jestis Rubén Azor Montoya

La funcion IBR(M) denotada en la caja 5 es una rutina especial para reversion de bit y
serd descripta més adelante.

La caja 6, es el computo de (27-1). Se computa el producto WP.(x(k+N/2) y se asigna el
resultado a una locacidén de almacenamiento temporario. Después se suma y se resta este
término de acuerdo con (27-1). El resultado es la salida del nodo dual.

Luego se procede hacia abajo en el arreglo en el préximo nodo. Como se muestra en la
caja 7, k se incrementa en 1.

Para evitar el computo de un nodo dual que ha sido considerado previamente, se
chequea en la caja 8 para determinar si el contador I es igual a N/2. Para el arreglo 1, el
nimero de nodos que pueden ser considerados consecutivamente sin saltar es igual a
N/2=N2. La caja 8 determina esta condicion. Si I no es igual a N2, entonces se procede
hacia abajo en el arreglo y se incrementa el contador I como se muestra en la caja 9.
Recuérdese que k ya ha sido incrementado en la caja 7.

Las cajas 5 y 6 son entonces repetidas para el nuevo valor de k.

Si I = N/2 en la caja 8, entonces se sabe que se ha alcanzado un nodo previamente
considerado. Luego se saltan N2 nodos poniendo k=k+N2. Debido a que k ya ha sido
incrementado en 1 en la caja 7, es suficiente saltar a los nodos previamente
considerados incrementando a k en N2.

Antes de realizar los computos indicados en las cajas 5 y 6 para el nuevo nodo k=k+N2,
se debe chequear primero para ver que no se haya excedido el tamafio del arreglo. Como
se muestra en la caja 11, si k es menor que N-1 (recuérdese que k estd indexado desde 0
a N-1), se resetea el contador I a 1 en la caja 4 y se repiten las cajas 5 y 6.

Sik>N -1 enlacajall, se sabe que se debe proceder al proximo arreglo. Por lo tanto,
como se muestra en la caja 12, I es indexado por 1. El nuevo espaciamiento N2 es

simplemente N2/2 (recuérdese que el espaciamiento es N/2, NU1 es decrementado en 1
(NUI es igual a Y- 1) y k es reseteado a 0. Luego se chequea la caja 3 para ver si todos
los arreglos han sido computados. Si es asi, se procede a reordenar el resultado final.
Esta operacion es realizada en las cajas 13 a 17.

La caja 13 revierte los bits del entero k para obtener el entero i. De nuevo, se usa la
funcion de reversion de bit IBR(k) la cual se explicara posteriormente. Recuérdese que
para reordenar la FFT simplemente de intercambian x(k) con x(i). Esta manipulacién es
realizada por las operaciones indicadas en la caja 15. Sin embargo, antes de ingresar en
la caja 15 es necesario determinar, como se muestra en la caja 14, si i es menor que o
igual a k. Este paso es necesario para prohibir la alteraciéon de los nodos previamente
reordenados.

La caja 16 determina cudndo todos los nodos han sido reordenados y la caja 17 es
simplemente un indice para K.

En la caja 18, se describe la logica de la funcion de reversion de bit IBR(k). Se ha
implementado el procedimiento de reversion de bit descripto en un paragrafo anterior.
Cuando se procede a implementar el diagrama de flujo de la figura adjunta en un

programa de computadora, es necesario considerar las variables x(k) y WP como
numeros complejos y ellas deben ser manejadas acordemente.
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k e

x40k} = X{n) X(n)
0 x4(0000) » =g {0000}
1 x 410001 X{0001)
2 x4{0010} X{0010}
3 x4(0011) X(0011)
4 %410100) X10100)
5 x410101) X10101)
G :nr4|:UHDJI X{0110)
7 x4 (0111) X{0111)
8 x4(1000) X (1000}
9 x4(1001) » e X(1001)
10 xq{‘lmﬂ} X100
m x4(1011) X{1011)
12 x4 11100} X{1100)
13 x411101) X(1101)
14 x411110) X{1110)
1B 1111 - g X(1111)

Figura 29.1
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@

i = IBR(k)

T3 = x(k)
x(k) = x(i)
x(i) = T3

START

f

INPUT DATA

Data: x(k), k = 0, 1,...,N-- 1
N = 27, 7 an integer,
NU =y

|

INITIALIZATION

\

M = Integer value of (k/2NU1)
P = IBR(M)

¥ .

11 = WP x(k + N2)
x(k + N2) = x(k) ~T1
x(k) = x(k) + T1

[t

1=

|
k=k+1 @

©

I+1

|

I=1+1

RETURN

NG gEs k =k +N2
NO 2= M/2
IBR = 2¢1BR + (M—2-J2) = 11 =11+1
M =J2
YES
Figura 30.1

OBJETIVOS:

N2 = N2/2
NU1 = NU1 -1
k=0

e Escribir un programa de computadora, en un lenguaje de Alto Nivel (en este caso,
Basic) que permita aplicar el algoritmo de la Transformada Réapida de Fourier en
trabajos de procesamiento de sefales provenientes del mundo exterior, en tiempo

real.
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e Analizar las distintas funciones que tiene instrumentadas el Software Mathcad para
resolver el algoritmo de la Transformada Répida de Fourier, comparandolas con los
resultados que entrega el programa producido en el objetivo anterior.

31. PROGRAMA BASIC PARA CALCULO DE LA FFT

Llevando a cabo las indicaciones del diagrama de flujo de la Figura 30.1, se llega al
siguiente programa BASIC que se combina con Mathcad para evaluacion.

Se va a trabajar con el ejemplo de la exponencial decreciente a la que se le hallaré la
Transformada de Fourier.

N =32 Numero de muestras

T:-0.25 Periodo de muestreo

k-=0.N-1 Indice

bk =exp(-k-T) b0 =0.5 Vector con la parte real de cada muestra
¢ -0 Vector con la parte imaginaria de cada muestra

WRITEPRN(ent real) = b
Archivo ASCII que contiene la parte real de los datos

WRITEPRN(ent imag - c
Archivo ASCII que contiene la parte imaginaria de los datos

Una vez que los datos se han incorporado en los archivos ent_real.prn y ent_imag.prn
se ejecuta el siguiente programa BASIC:

5pi=4* ATN(1): GOSUB 1000 'Pantalla

10 INPUT "Ntmero de Muestras (N): "; N

15 INPUT "Periodo de muestreo (T): "; T

20 nu = INT(LOG(N) / LOG(2) + .0001)

30 DIM xr(N + 1), xi(N + 1), yr(N + 1), yi(N + 1)
40 ON a GOTO 2000, 3000, 4000, 5000

1000 CLS

1010 PRINT "Elija: 1 - Para fft"

1011 PRINT " 2 - Para ifft"

1012 PRINT " 3 - Para Convolucién"
1013 PRINT " 4 - Para Correlacion"
1020 INPUT a

1030 RETURN

2000 REM Rutina fft

2010 GOSUB 6000 'Ingreso de valores

2020 GOSUB 7000 Nucleo fft

2030 GOTO 8000 'Graficacion

3000 REM Rutina ifft

3010 GOSUB 6000

3020 FOR k=0 TO N - 1: xi(k) = -xi(k): NEXT k
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3030 GOSUB 7000

3040 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = xr(k) / N: xi(k) = xi(k) / N: NEXT k
3050 GOTO 8000

4000 REM Rutina convolucion

4010 GOSUB 6000 'Ingreso de valores de la primera Funcion
4020 GOSUB 7000 'Nucleo fft

4030 FOR k=0 TO N - 1: yr(k) = xr(k): yi(k) = xi(k): NEXT k
4045 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = 0: xi(k) = 0: NEXT k

4047 GOSUB 6000  'Ingreso de valores de la segunda Funcioén
4050 GOSUB 7000  'Nucleo fft

4060 FORk=0TON - 1

4062 cl =xr(k): xr(k) = xr(k) * yr(k) - xi(k) * yi(k)

4064 xi(k) =-cl * yi(k) - yr(k) * xi(k)

4066 NEXT k

4070 GOSUB 7000

4080 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = xr(k) / N: xi(k) = xi(k) / N: NEXT k
4090 GOTO 8000

5000 REM Rutina correlacion

5010 GOSUB 6000 'Ingreso de valores de la primera Funcion
5020 GOSUB 7000 'Nucleo fft

5030 FOR k=0 TO N - 1: yr(k) = xr(k): yi(k) = xi(k): NEXT k
5040 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = 0: xi(k) = 0: NEXT k

5050 GOSUB 6000 'Ingreso de valores de la segunda funcion
5060 GOSUB 7000 'Nucleo fft

4075 FOR k=0 TO N - 1: yi(k) = -xi(k): NEXT k

5080 FORk=0TON-1

5082 cl =xr(k): xr(k) = xr(k) * yr(k) - xi(k) * yi(k)

5084 xi(k) =-cl * yi(k) - yr(k) * xi(k)

5086 NEXT k

5110 GOSUB 7000 'Halla iftt

5120 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = xr(k) / N: xi(k) = xi(k) / N: NEXT k
5130 GOTO 8000 'Rutina Graficacion

6000 REM Subrutina de ingreso de valores reales

6004 OPEN "c:\winmcad\ent real.prn" FOR INPUT AS #1

6005 FOR k=0 TO N - 1: INPUT #1, xr(k): NEXT k

6008 CLOSE #1

6010 REM Subrutina de ingreso de valores imaginarios

6020 OPEN "c:\winmcad\ent imag.prn" FOR INPUT AS #1
6030 FOR k=0 TO N - 1: INPUT #1, xi(k): NEXT k

6040 CLOSE #1

'6010 FORk=0TON-1

'6020  PRINT "valor real "; k; " de la entrada": INPUT xr(k)
'6030 NEXT k

'6040 FORk=0TON-1

'6050  PRINT "valor imaginario "; k; " de la entrada": INPUT xi(k)
'6060 NEXT k

6070 RETURN

7000 REM Nucleo ftt

7010L=1:n2=N/2:nl=nu-1:k=0

7020 IF L > nu THEN 7140
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70301=1

7040 M =INT(k / 2 ~ nl)

705012 = 0: ib=0: z=M: GOSUB 7200: P =ib

7060 ar =2 * pi * P/ N: ¢ = COS(ar): s = SIN(ar): ag =k +n2
7070 tr = xr(ag) * ¢ + xi(ag) * s: ti = xi(ag) * c - xr(ag) * s

7080 xr(ag) = xr(k) - tr: xi(ag) = xi(k) - ti

7090 xr(k) = xr(k) + tr: xi(k) =xi(k) +ti: k =k + 1

7100 IF i=n2 THEN 7110 ELSEi=1i+ 1: GOTO 7040

7110 k =k + n2

7120 IF k <N - 1 THEN 7030
7130k=0:nl=nl-1:n2=n2/2: L=L+ 1: GOTO 7020
714012 =0: ib=0: z=k: GOSUB 7200: i = ib

7150 IF i <= k THEN 7180

7160 t3 = xr(k): t4 = xi(k): xr(k) = xr(i): xi(k) = xi(i)

7170 xr(1) = t3: xi(i) = t4

7180 IF k=N -1 THEN 7190 ELSE k=k + 1: GOTO 7140

7190 RETURN

7200 IF i2 <nu THEN 7210 ELSE RETURN
7210j2=1INT(z/2):ib=2*ib+z-2 *j2: z=j2:i12 =12 + 1: GOTO 7200
8000 REM Rutina Graficacion

8002 OPEN "c:\winmcad\salida.prn" FOR OUTPUT AS #1

8004 FOR k=0 TO N - 1: PRINT #1, xr(k) * T, xi(k) * T: NEXT k
8006 CLOSE #1: END

'8003 FORk=0TON -1

'8005 yr(k) = SQR(xr(k) * 2 + xi(k) * 2)

'8006 PRINT USING "##.##"; xr(k); : PRINT " "; : PRINT USING "##.##"; xi(k)
'8007 NEXT k: END

8008 SCREEN 2: M = xr(0)

8010 FORk=0TON- 1

8020 IF M >=xr(k) THEN 8040

8030 M =xr(k)

8040 NEXT k

8050 q=90/M

8060 FOR k=0 TO 255: PSET (k, 90): NEXT k

8070 FOR k=0 TO N - 1: PSET (k * 245 /N, q * xr(k)): NEXT k
8105 j$ = INKEY$

8110 IF j$ ="" THEN 8105

8120 FOR k=0 TO N - 1: xr(k) = yr(k): NEXT k: GOTO 8008

Una vez corrido el programa, devuelve el archivo salida.prn una matriz de dos
columnas, donde la primera corresponde a la parte real de la transformada y la segunda

a la parte imaginaria.

a = READFPEIN( salida) Lectura de la matriz

En la Figura 31.1 se observa la parte real:
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1% (c;'[l‘;:)
i k
o000
o a
05T
o o
o o
D?‘:"Dﬂnll:lnnnnrpnnnnupnl:lD'D?‘:'DD 1 kl
n b 10 15 20 25

E‘:I:I 35
Figura 21.1 - Parte real de la Transformda Eapida de Founer

Y en la Figura 31.2, la parte imaginaria

051 f=1= .-
(& )k o
coo o
l:ll:l
oo™
: L ao0q®® : ol
0 5 ool 15 20 23 an 35
Dl:l
[n]
=}
u]
g5t

Figura 31 2 - Parte imaginaria de la Transformada Eapida de Fourter,

Lo que coincide plenamente con el calculo directo de la Transformada de Fourier.
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TRANSFORMADA DE FOURIER CON MATHCAD
fft(v)

Retorna la TF de un vector. El resultado es un vector de 1+2M-1 ¢lementos cuyo n-
¢simo elemento esta dado por

N-1
1 k
Cn=7- Z Vk.exp<J .Z.T[.N.n>
NS

Argumentos:

- v debe tener 2M elementos (m > 2).

- Todos los elementos en v son reales.

Para vectores con valores complejos o con cualquier nimero de elementos, use cfft en

lugar de fft.
Para TF bi-dimensionales , use cfft.

ifft(v)

Retorna la IFT de un vector. El resultado es un vector de 1+2M-1 elementos
cuyo n-ésimo elemento esta dado por
N-1

1 k
cn=[- Z Vk-exp<j -2-75-N-n>

k=0

z

cfft(A)

Retorna la FT de un vector o matriz. El resultado tiene el mismo nimero de filas y
columnas que A. Si A es un vector, el resultado esta dado por:

N-1
1 k
NS

Argumentos:

- A puede ser un vector o una matiz.

Si...
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- A es un vector tiene 2M elementos, ..
- Todos los elementos en el vector son reales
...use fft en lugar de cfft. Para tales vectores, la segunda mitad del espectro es la imagen

del espejo de la primera mitad y no necesitan ser calculados.
Para argumentos matriciales, cfft retorna la FT bidimensional:

icfft(B)
Retorna la IFT correspondiente a la fft.

Argumentos:

B puede ser una matriz o un vector.

FFT(v)

Retorna la FT de un vector. El resultado es un vector de 1+2M-1 ¢lementos cuyo n-
¢simo elemento esta dado por

-1

_ l
¢, = Z W, EEp (—_1 2T En)
k=0
Argumentos:

- v debe tener 2M elementos (m > 2).
- Todos los elementos en v son reales.
Para vectores con valores complejos o con cualquier nimero de elementos, use CFFT

en lugar de FFT.
Para FT bi-dimensionales , use CFFT.

IFFT(u)

Retorna la IFT de un vector correspondiente a FFT. El resultado es un vector de 2M
elementos cuyo n-ésimo elemento estd dado por

N-1
_ (. k
c.= Z Vk-exp\J -2-n-§-n
k=0
Argumentos:
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- u es un vector con 1+2M-1 ¢lementos (m>2).
- Todos los elementos en u son reales.

Se debe usar esta funcion solo cuando los datos sean puramente reales. Si los datos son
complejos se debe usar ICFFT.

CFFT(A)

Retorna la FT de un vector o matriz. El resultado tiene el mismo nuimero de filas
y columnas que A. Si A es un vector, el resultado estd dado por:

N-1
_1 o k
Cn'ﬁ' Z Vv, exp|-j -n-ﬁ-n
k=0

Argumentos:

- A puede ser un vector o una matriz.

Si...

- A es un vector tiene 2M elementos, y..
- Todos los elementos en el vector son reales
...use FFT en lugar de CFFT. Para tales vectores, la segunda mitad del espectro es la

imagen del espejo de la primera mitad y no necesitan ser calculados.
Para argumentos matriciales, CFFT retorna la FT bidimensional:

ICFFT(B)

Retorna la IFT correspondiente a la CFFT.

Argumentos:

B puede ser una matriz o un vector.

32.1 - Frecuencias correspondientes a los coeficientes:

Tanto fft como cfft retornan vectores cuyos elementos son las amplitudes complejas de
las distintas frecuencias comprendidas en la sefial original.
Para recuperar dichas frecuencias, se debe conocer:

- La frecuencia de muestreo de la sefal original.

- El nimero de muestras en la sefial original.
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Dados estos pardmetros, la frecuencia asociada con el n-ésimo elemento estd dada por:

Nt

=g s
N

Donde: fg es la frecuencia de muestreo y N es el nimero de muestras.

32.2 - Aliasing:

Debido a que la fft es una aproximacion discreta a la transformada continua, se pueden
encontrar arménicas espureas. Esto se llama Aliasing. Para evitar el aliasing:

- Asegurarse que la sefal tiene ancho de banda finito

- Asegurarse que la frecuencia de muestreo es al menos el doble del ancho de banda
(la frecuencia de Nyquist.)

32.3 - Espectro de Potencia y de Fase:

El Espectro de Potencia en el dominio de frecuencia esta dado por:

/ _ \2
(| F(@)])2=F(0) F(w))

El Espectro de Fase en el dominio de frecuencia esta dado por:

arg(\F(m)‘ )=atan Re(F(0))

Im<F<w))>

Las funciones fft y cfft retornan las partes reales e imaginarias de la Transformada de
Fourier. Se puede recuperar el espectro de potencia y el de fase a partir de estas usando
el operador vectorizacion:

_

( \ F(v) \ )2 espectro de potencia
T

arg( \ F(v) \ ) espectro de fase

32.4 - fft/ifft contra cfft/cifft:

Usar el par fft/ifft si ambas de las siguientes sentencias son ciertas:

- Los datos en el dominio del tiempo son reales.

- El vector de datos tiene 2M elementos.(m>2).
Usar el par cfft/icfft si cualquiera de las siguientes sentencias son ciertas:

- Los datos en el dominio dle tiempo son complejos.
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- El vector de datos no tiene 2M elementos.

- Los datos son una matriz, no un vector.

Para datos reales en el dominio del tiempo, la FT tiene simetria conjugada. Debido a
esto, fft caera en una segunda mitad redundante. Este es el porqué el vector retornado
por fft es de la mitad de tamafio del vector original.

La funcion ifft reconstruye esta mitad redundante. Por esta razon, se deberia usar fft e

ifft juntas. El par cfft/icfft no hace tales suposiciones acerca de simetria. Aunque estas
funciones no son tan eficientes para datos reales, no obstante pueden ser usadas.

33 - OPERACIONES POSIBLES DE REALIZAR CON EL ALGORITMO FFT

33.1 - Ejemplo de Transformada de Fourier de una seiial

N =32 Numero de muestras
k=0.N-1 Indice

bk = 1f{k<6,1,0) Vector con las muestras reales

blk =0 Vector con las muestras imaginarias

Graficamente, esta sefal se observa en la Figura 33.1.

By
ooo
1 #oo0ooOo
s T
k
_—'—n—mL*—ﬂ_ﬂ_ﬂ_ﬂ_*—ﬂ_ﬂ_ﬂ_ﬂ_*l—:Lﬂ_ﬂ_ﬂ_h—n—ﬂ_ﬂ_ﬂ_*—ﬂ—'
n 5 10 15 20 25 30 35
Figura 351 - Sefial a transformar

WRITEPRN(ent real) .= b Archivo ASCII que contiene los datos reales de la
funcion

WRITEPRN(ent_imag = bl Archivo ASCII que contiene los datos imaginarios
de la funcion

Una vez corrido el programa, devuelve el archivo sal fft.prn una matriz de dos
columnas, donde la primera corresponde a la parte real de la transformada y la segunda
a la parte imaginaria.

a - READPRN(sal ff)  Lectura de la matriz
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En la Figura 33.2 se grafica la parte real de la Transformada
(aq:D::)
10 T L e
&
e
&
09 0000000, s00q  oe, ¢ K,
0 5 10 15 20 15 ¢ 470 35
Figura 35 2 - Parte real de la sefial transformada.

Lo que coincide plenamente con el calculo directo de la Transformada de Fourier:

N-1
k
Y = Z bi~exp< j -2-7t-i-> Transformada de Fourier (directa)

0
] T
. i
u] ooo u]
' <0 .
ot L) -
5 .
27T I-t I"
. 2 o a = ]
. o o o o R ‘
- | "r Ib' ] t?'-.-., e N o | I‘-. g | k |
N T [ T T ] T - n T 1
lnj b 10 15 20 a5 N 30 35
Figura 333 - Grafice comparative del métods directo v FET.

Si se analiza la parte imaginaria, Figura 33.4.
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471 Imiy), =
=X =¥ o "
(i:l:r) Do
18k -
i e
-0 '
o =k I .-.'P-.G‘IJ I ¢ l‘?-. k! 1 k ]
n An W o S = R 23
. ‘@
o
_2 -+ I._ ,.r
b._ I.-
s
al ¥
Figura 32 4 - Grafice comparative del método directe v FFT.

33.2 - Ejemplo de Transformada Inversa de Fourier de una seial

N =32 Numero de muestras

k=0.N-1 Indice

bk = if{k<6,1,0) Vector con las muestras reales

bl, =0 Vector con las muestras imaginarias

La senal se puede apreciar graficamente en la Figura 33.5.

by
ooo
| #oooono
s T
k
-_'—ﬂ-ﬂ-ﬂ-ﬂ-*—ﬂ-ﬂ-ﬂ-ﬂ-*—ﬂ—ﬂ-ﬂ-ﬂ-w
n 5 10 15 20 25 30 35

Figura 33 5 - Sefial a antitransformar (transformada mversa)

WRITEPRN(ent real) =b  Archivo ASCII que contiene los datos
reales de la funcién

WRITEPRN(ent imag = bl  Archivo ASCII que contiene los datos
imaginarios de la funcion

Una vez corrido el programa, devuelve el archivo sal_ifft.prn una matriz de dos
columnas, donde la primera corresponde a la parte real de la transformada Inversa y la
segunda a la parte imaginaria.
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a = READPRN(sal iffy Lectura de la matriz

En la Figura 33.6 se observa la parte real de la transformada inversa.

20>
1T (a )k
SO0
54¢ “
& o
000 0, n000, 000, 1006 o K
'0 ‘{} r T T 0 T 1
1] 5 10 15 20 25 a0 35
-4
Figura 23 6 - Parte real de la transformada inversa.

Lo que coincide plenamente con el célculo directo de la Transformada Inversa de
Fourier, como se ve en la Figura 33.7.

N-1
* )  k . .
vl = Z b.-exp ( ]2 -1-) Transformada Inversa de Fourier (directa)
N
— 0
T
L
¥l 5T B
oo0 .t! =
<0z :
(&D)k o éeaﬂﬁbwaaﬂn‘ o™ “?mﬂ.-:ue?-‘:‘-ﬁ oy |
- - n ¥ 10 15 20 25 7 35
_5 -4
k
Si se analiza la parte imaginaria:
5T Imiyly,
[n ] m"q.
() o
a k @
.- A S k
) -G L= a"n I = L% o I |
T T T Fi B 1T T 1
f 5", b > 5 20 25 30 35
L lj
SO
- ad
L]
_5 -4
Figura 357 - Grafico comparativo entre el métode directe v 1la IFFT.
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33.3 - Ejemplo de Convolucion de dos sefales

N =32 Numero de muestras

k=0.N-1 Indice

bk = if(k<6,1,0)
blk =0

Vector con las muestras reales de la primera sefial.

Vector con las muestras imaginarias de la primera sefal

La primera sefal a convolucionar se observa en la Figura 33.8.

1 00000
Py
oo
05T
k
B N .
0 5 10 15 20 25 il 35
Figura 33 8 - Primera sefial a convolwnonar
C, = exp(-k-T) Vector con las muestras reales de la segunda sefal.
clk =0

Vector con las muestras imaginarias de la segunda seal.

La segunda sefial a convolucionar se observa en la Figura 33.9.

1 -
Ck =]
oo o
[n]
05+ .
a
o
DD
el
| !Dnnn?nnnupﬁnnnrnnnn+n k!
0 3 10 15 20 25 30 35
Figura 329 - Segunda funcién a convolucionar

WRITEPRN(ent real) .= b Archivo ASCII que contiene los datos reales de la
primera sefial

WRITEPRN(ent imal) .= bl Archivo ASCII que contiene los datos imaginarios
de la primera sefial

WRITEPRN(ent rea?) .= c¢  Archivo ASCII que contiene los datos reales de la

segunda sefial
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WRITEPRN(ent ima2) = ¢l  Archivo ASCII que contiene los datos
imaginarios de la segunda senal

Una vez ejecutado el programa, devuelve el archivo sal_conv.prn. una matriz de dos
columnas, donde la primera corresponde a la parte real de la transformada y la segunda
a la parte imaginaria.

a = READPRN(sal conv) Lectura de la matriz

Si se observa la parte real, figura 33.10.

<0z
(& ‘ )k
150 - ©¢¢
&
&
10 1 E
e o
: o N
50T <
&
&
Too0, k
! ! ! ¢Q?000A¢AAAA+A |
0 5 10 15 20 25 30 33
Figura 33 10 - Parte real de la conwvolucidn de las dos sefiales.

Lo que coincide plenamente con el calculo directo de la Convolucion, Figura 33.12.

N-1
Y = N be.c_ (k- i)+ N.N) Convolucién directa
i=0
150 1
o
ﬂ.- l\
e o w0t o4
(=l ) D" G._
0= o e,
(‘1 )k 5012 et
= = [~}
e
=
: : o sanaacaapa K
0 5 10 15 20 5 30 35
Figura 3511 - Grafice comparative del método directe w1a FFT.

33.4 - Ejemplo de Correlacion
a = READPRN(sal corr) Lectura de la matriz

En la Figura 33.12 se observa la parte real de la correlacion.
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4_-

(a-::n:s)k & ¢_<>

fedr g = <
3T o

i
I I <}¢¢?GO¢0¢AAAA+A I kl

n 5 10 15 20 25 30 35
Figura 23 12 - Parte real de la correlacién de las dos sefiales.

Lo que coincide plenamente con el calculo directo de la Correlacion, Figura 33.13

N-1
Yy = Z b-c d((k+ i)+ N.N) Correlacion directa
1=0
4 5
. (1}
@ a
Yk [u] dJ
oo0 a h‘
@) F
k g N
= o -
D'IB -
1 1 Gﬂ_ﬂ‘?"aa'ﬂ*l}m n-nn.nh..-';r 1 kl
1] 5 10 15 20 25 30 35
Fioura 33.13 - Gréfico comparative del método directo v 1a FET.

Si se tienen dos secuencias reales g(k.T) y h(k.T), ambas de longitud N, se puede
encontrar las FFT simultaneamente formando una secuencia compleja a(k,T) = g(k.T) +
j h(k.T). Usando esta secuencia como entrada al programa BASIC de calculo, se
obtienen las correspondientes FFT, A(k) la cual es es G(k) + j H(k). Después, la
secuencia a*(k.T) = g(k.T) - j h(k.T) se forma y su FFT se determina. Esto estd dado
por:

A*(N-k) = G(k) - j H(-k)

donde G(k) y H(k) se extraen de A(k) y A*(N-k) formando las siguientes ecuaciones:
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CONVOLUCION DISCRETA
La convolucion discreta estd definida por la sumatoria:
N-1
y(kT)= > x(FT)h((k - )-T) ()
i=0
donde tanto x(k.T) como h(k.T) son funciones periddicas con periodo N,
x(k:T)=x((k + -N)-T) r=0,+1,+2, .. (2)
h(k-T)=h((k + r-N)-T) r=0,+1,+2,..
Por conveniencia de notacion, la convolucion discreta es escrita como:

y(k-T)=x(k-T) * h(k-T) 3)

Para examinar la ecuacion de la convolucion discreta, considérese las siguientes
ilustraciones:

A D A e kT /J/I/R kT
o T T

Ambas funciones, x(k.T) como h(k.T) son periddicas con periodo N = 4. A partir
de la ecuacion (1) las funciones x(i.T) y h[(k-i).T] son requeridas. La funcién h(- i.T)
es la imagen de h(i,T) alrededor del eje de ordenadas como se ilustra en la primera de
las siguientes figuras:

ﬁi\ /h\l P
A T iT AT
0T 0T

La funciéon h[(k-i).T] es simplemente la funcion h( -i.T) desplazada en una
cantidad k.T.

En la segunda figura se ve h[(k-i).T] para el desplazamiento T. La ecuacion (1)
es evaluada para cada desplazamiento k.T realizando las requeridas multiplicaciones y
adiciones.

CONVOLUCION DISCRETA GRAFICA

El proceso de convolucion discreta se ilustra graficamente en la siguiente figura:
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Los valores muestra de x(k.T) y h(k.T) son denotados con puntos y cruces.

En la primera figura se ilustra el calculo deseado para k=0. El valor de cada
punto es multiplicado por el valor de cada cruz lo cual ocurre para el mismo valor de
abscisa; estos productos son sumados sobre los N=4 valores discretos indicados. En la
segunda figura se observa el computo de la convolucion para k=1;la multiplicacion y
adicion es sobre los N puntos indicados. Luego se observa el resultado para k=2. Note
que para k=4, los términos multiplicados y sumados son idénticos a los de la primera
figura. Esto era esperado porque tanto x(kT) como h(kT) son periddicas con periodo de
cuatro términos. Por lo tanto:

y(k-T)=y((k + r-N)-T) r=0,+1,+2, ..

los pasos para el computo grafico de la convolucion discreta difieren de la continua sélo
en que la integracion es reemplazada por la sumatoria. Para la convolucion discreta
estos pasos son: (1) Plegado (folding), (2) desplazamiento (shifting), (3) multiplicacion
y (4) sumatoria. Como en la convolucion continua, una u otra de las secuencias x(k.T)
como h(k.T) pueden ser seleccionadas para desplazamiento. Luego (1) puede ser escrita
equivalentemente como:

N-1
y(eT)= > x((k - i)} T)-h(iT) (5)

1=0
RELACION ENTRE LA CONVOLUCION DISCRETA Y LA CONTINUA

Si solo se consideran funciones periddicas representadas por funciones impulso
igualmente espaciados, la convolucion discreta relaciona idénticamente a su equivalente
continua.

La aplicacion mas importante de la convolucion discreta no es a funciones
muestreadas periodicas, sino mas bien para aproximar a las convoluciones continuas de
formas de ondas generales. Por esta razon, se explorara en detalle la relacion entre la
convolucidn discreta y la continua.
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CONVOLUCION DISCRETA DE FORMAS DE ONDA DE DURACION FINITA
Considérense las funciones x(t) y h(t) de la figura.

(1) ht)

y(t)
t | t \7‘\ t

1 1 2

Se desea convolucionar estas dos funciones continua y discretamente, y
comparar estos resultados. La convolucion continua y(t) de las dos funciones se muestra
a la derecha.

x(t) = if{t<0,0,if{t<1,1,0)) primera funcién a convolucionar
h(t) =1 \t<0,0,1 \t<1 ,5,0 segunda funcion a convolucionar
t:=0,0.1..2 rango (para representacion grafica)

1
y(t) = J x(1)-h(t-1) dt
0
lt-""""""""""°- .
o
bt s
)

Para evaluar la convolucion discreta y(t) de dos funciones, se muestrean tanto
x(t) como h(t) con un intervalo de muestreo T y se supone que ambas funciones
muestreadas son periodicas con periodo N.

Como se muestra en la siguiente figura, el periodo ha sido elegido como N=9 y
tanto x(kT) y h(kT) estan representadas por P=Q=6 muestras; las muestras remanentes
definiendo un periodo son puestas a cero.

[=N= -0 -] eoQ 2 Doo Doo Doo o,
. oﬁﬁnﬂ l{_T . ooooonnn kT o oo a I{T
-+ P=f+— —>Q =61— — =0 =
= =0 — — M=% —
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En la figura de la derecha se ve la convolucién discreta y(k.T) para el periodo

N=9
x=(51111.5000) x-x'
h=(255.5.5525000) h-h'
N = length x) Periodo de la funcién
k=0.N-1
N1
Yk~ Z X B od((k— i)+ NN
i=0
3
2 I} - o
Ty o o
ooQ 1 & &
1] 2 4 f kS
k

Para esta eleccion de N, la convolucién discreta es muy mala aproximacion del
caso continuo porque la periodicidad constrifie los resultados en un sobrelape de la
salida periddica deseada.

Esto es, no se elige el periodo suficientemente grande de modo que la
convolucién resulte de un periodo que no interferiria o sobrelaparia la convolucion
resultante del periodo sucesivo. Es obvio que si se desea la convolucion discreta para
aproximar a la continua es necesario que el periodo sea elegido de modo que no haya
sobrelape.

Eljjase el periodo de acuerdo a la relacion:

N=P+Q-1 (6)

Esta situacion se ilustra del siguiente modo, donde N=P+Q-1=11:

x=(51111500000) x-x'

h=(25 5555250000 0) h-h'
N = length(x) Periodo de la funcion
k=0.N-1
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N-1
y, = x.-h .
k i mod((k- 1) + N,N)
=0
3
[n}
2 o =
Ty o o
ooQ 1 X IN
o [n}
u o
1] 2 4 fi 2 10 12

Notese que esta eleccion de N no tiene sobrelape en la convolucion resultante.
La ecuacion (6) esta basada en el hecho que la convolucion de una funcién representada
por P muestras y una funcidn representada por Q muestras es una funcion descripta por
P+Q-1 muestras.

No hay ventajas en elegir N > P+Q-1, como se muestra a continuacion:

x=(51111.5000000000) X =%
h=(25.5 5552500000000 0) h=h'
N = length(x) Periodo de la funcion
k=0.N-1
N-1
Yk © Z X B od((k— i)+ NN
i=0
3
2 = I =
¥y o o
DDDI & o
n 5 10 15
k

Para N=15 los valores no nulos de la convolucidon discreta son idénticos a los de
la figura anterior. Mientras que N sea elegido de acuerdo a (6) la convolucion discreta
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resulta ser una funcion periodica donde cada periodo se aproxima a los resultados de la
convolucién continua.

En las figuras se ve que la convolucidn discreta estd escalada de distinta forma
que la de la continua.

Esta constante de escalamiento es T; modificando la convolucion discreta de la
ecuacion (1) queda:

N- 1
y(k-T)=T- Z x(+T)-h((k - i)-T) %
i=0

La relacion (7) es simplemente la integral de convolucion continua para
funciones de tiempo-limitado evaluada por integracion rectangular. Asi, para funciones
de tiempo de longitud finita, la convolucion discreta aproxima a la continua dentro del
error que introduce la integracion rectangular.

Si el intervalo de tiempo T es hecho suficientemente pequefio, entonces el error
introducido por la convolucidn discreta es despreciable.

Td =1 N =41 T:zB1 k=0..N-1
N

Primera funcion:

Td 1 1
x1(t) = if/t<—,1,0 x1, = x1(k-T) x1, = — x1 = —
\ 2 ) k 0 2 N+ 1 9
2
Segunda funcion:
Td 1 1 1
hl(t) = if/t<—,f,0 hl =hl(k-T) hl =~ hl =
\ ) ) k 0 4 N+ 1 4
2
1 6000000000000 0000000
yos + o
GO0
1] EIIE EII.-’-l I:Ilrﬁ I:IIE 1I
kT
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hlhsdecosecscoeeosces oo e

LeE ekl
@
1] 0z |:Il.4 0.6 0.2 1
N-1
yl =T Z Xli'hlmod((kfi)quNN) Convolucion
i=0
03
DDDDDDD
0.2 oo S
Er]'k DDD DDD
Qo0 |:|1 DDDDD DDDDD
DDD DDD
DD DD
[u]
0 02 04 0.4 0z 1
ET
CORRELACION DISCRETA

La correlacion discreta se define como:

N-1
z(k-T)= Z x(+T)-h((k +1)-T)
i=0
donde x(kT), h(kT), z(kT) son funciones periodicas.
x(k-T)=x((k + r-N)-T) r=0,+1,+2,..
h(k-T)=h((k + r-N)-T) r=0,+1,+2,
z(k-T)=h((k + rN)-T) r=0,+1,+2,..

Como en el caso continuo, la correlacion discreta difiere de la convolucion en
que no hay operacion de '"plegado" (folding). Por lo tanto, las reglas para
desplazamiento, multiplicacion y sumatoria son realizadas eactamente como para el
caso de la convolucion discreta.

El Teorema de la correlacion discreta esta dado por:
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N-1

Z x(+T)-h((k + i)-T)

) — X()/)

R ) &
N-T/ \N-T

A modo de ejemplo correlacionar:

Td
Td =1 N =41 T-— k=0.N-1
N
.l Td 1 1
x2(t) = 1f<t<2,1,0> x2k =x2(k-T) XZO‘ 5 X2N+1 - 5
2
.l Td 1
h2(t) = 1t<t<2,1,0> h2 = h2(kT)  h2, . h2y, | - .
2
N-1
sz =T Z xZi-hZmo d((k+ i)+ N.N) Correlacion
1i=0
I
4t 2o o
ﬂk DDDD DDDD
(= ln) |:|2 DDDD DDDD
1] nz 0.4 0a ne 1
T
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