Capitulo 17

La ecuacion diferencial de Bessel

17.1 La ecuacion diferencial de Bessel

Consideremos en la ecuacién hipergeométrica general el caso A = 0, C = o0, a + o = 0,
B+ =1y~v++ =0,locual esta de acuerdo con a+ o'+ B+ +v++' =1
1 [ —Bao’ B g ¥y
z

\Il” —\Ijl \I,:
+z * 2(z — B) z(z—B)2+z(z—B)} 0,

si consideramos ademds, 83’ = vy = B? y tomamos el limite B — oo, obtenemos

2

1
UL L (1 - O‘—Z) U=0. (17.1)
z z

la cual es conocida como la ecuacion diferencial de Bessel. Esta ecuacién tiene una singula-
ridad fuchsiana en z = 0 cuando Re(a) > 0. Planteamos como solucién

o0 o0
U(z) =27 E a,z’ = E a2’
v=0 v=0

sustituir en la ecuacién (17.1)

20" 4 20 — 20 = — 220 |

tenemos
(o] o
Z {a,,(l/ +o)v+o—-1)+a,(v+o)— a,,on} 2V = — Zauqz"” ,
v=0 v=2
obteniendo

a, [(l/-‘rO‘)2 —a2] =—a,9 v=2,3,---,
mientras para v = (

ag(0? —a?) =0,
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lo que da una ecuacién para el exponente 02 = a2, con dos soluciones, o1 = +a y 09 = —av.
Elegimos 0 =01 = +ay ay #0. Parav =1

a;(1+2a) =0,

lo que implica a; = 0. Ademas, usando la férmula recursiva para los coeficientes

Qy_2

v(v+2a)’ (172)

a, = —

se puede demostrar que todos los coeficientes impares son nulos. Los coeficientes pares

Qo )
R A— aQs = .
21 (a+1) P70 (a+ 1) (e +2)

a9 =

El término general

Gz = (—1)" =
2 2yl (a+1)(a+2)--(a+p)’
tomamos
_ 1
W= % (a+1)
se obtiene
2\ (—1)~ z\ 21
Jo(z) == = : 17.3
(2) (2) ;N!F(u+a+1) (2> (173)

con Rea > 0, conocida como funcién de Bessel de orden a.

17.2 Funciones de Bessel de indice no entero

Consideremos 0 = —«. Hay solucién, en este caso, linealmente independiente de .J,, en forma,
de serie
o
2\ —a (__1)N 2\ 2u
T olz) = (—) (—) , 17.4
a?) 2 ;M!F(u—a-l-l) 2 (174)

Ejemplo En el caso a = 1/2, la resta de las dos raices 01 —09 = 1/24+1/2 =1 € Z. A pesar
de estar en el caso incomodo las dos soluciones todavia funcionan

B2u+l 2u+1

z 1 = (-1

hemos usado que

pl(p+3/2) = ph(p+1/2)0(p+1/2)
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yaque 2zI'(z) =T'(z+1) y
ptT(p+3/2) = pl(p+1/2)(2p — D7 /2"
donde se uso que I'(n + 1/2) = (2n — 1)!/7 /2",
pIT(p+3/2) = pl(2u+ 1) (2p — 1)!/m /28
— 2+ DIVF/(24) |
(2n+1)!
2 IW=-—"
como (2n + 1) SR
! T(p+3/2) = (2u + 1)1/m /22
Expandimos la serie (17.5)
2 (2 22 2P
Jiy2(2) = 4 o (ﬁ “3r ) ; (17.6)
luego
2 sen z
Jij2(z) = \/; N (17.7)
La otra solucién
2 1 o= (—1)r22m 2
_ —— 17.
J_1/2(2) \/;/7?; o (17.8)
o bien
2 cosz

Sin demostracién: J, para indices a = £(2n 4 1)/2 se expresa por férmulas semejantes.

17.3 Funciones de Bessel de indi

ce entero

J, holomorfa en z = 0, realmente J,, holomorfa en todo el plano. Consideremos la primera

funcién de Bessel, es decir con n = 0 y derivemosla

(L)Y 1 22 1 2t
2 _zu: (v1)2 (§> NGO ERNCTIES R
ron 2 z 4 23 6 2z°
hle) = ~mype T ape  @yee
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Consideremos la funcién de Bessel de indice uno

TORES e S (RS

nu

comparando concluimos que

Ji(z) = =Jy(2) . (17.10)

T T
JO(Z)funcién par i

0.6 I
\ ‘Jl (Z)funcién impar

0.8

0.4f
02F

-0.4 I ]

—_ | | | | | | |
0.6 2

Proposicion 17.1 Para una variable real z > 1, toda solucién real de la ecuacion de Bessel
es aproximadamente de la forma A cos(z + ) /+/.

Demostracion Sea

despejando y diferenciando tenemos

U(z) = 27 Y?u(z) ,
1
U (z) = o712 (z) — ix_?’/Qu(az) ,
U () = a7 2" (2) — 2732/ () + 23:_5/211(33).

Sustituyendo en la ecuacién de Bessel

() — ' (z) N 3u(x) N u'(z)  lu(z) n (1 B a_2) u(z)

T 4 z? z 2 2

quedando
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Para r muy grande
u"(z) + u(z) = 0 ,con solucién u(zx) = Acos(z +7) ,

luego la solucién completa es

q.e.d.

Por otra parte, cerca de cero la funcién de Bessel de indice nulo se puede aproximar por

22 Z4 22 2

Consideremos ahora las funciones de Bessel de indice entero pero negativo

T2 =(3) X y!r(z(/_—l);Jr 0 @2 :

v=n

consideraremos nulos los coeficientes con v < n en la funcién gamma. Sea u = v — n, luego
[ee]
2\ (—1)H(=1)" 2\ 28
a0 = (2)'Y (Gl Vi ()"
2 o (u+n)lp! \2

lo que resumimos como

Tn(2) = (=1)"Jn(2) - (17.12)

17.4 Funcién generatriz

Counsideremos

112! EIN

2)3 1 g (2)2 1 (z)4 1 n n

—_ —_— e e . S —_ _— —_ _— ... LR
2/ 112! 2/ 012! 2/ 113!

U(z, 5) = exp [g (s - %)} - zoo: J,(2)s" . (17.13)
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17.5 Formulas de adicion

Consideremos la funcién generatriz (17.13) con argumento z = (21 + 22)/2

w[(232) (- D] - (- Dol (-]

o0 oo (e 9]

Z s"Jn(21 + 22) = Z st (%1) Z s¥J,(z2) -

n=——oo HU=—00 V=—00

Comparando coeficientes para iguel potencia en s tenemos

J 21+22 Z J 2’1 . (1714)

v+u=n
n=-—00---00

Particularicemos (17.14) al cason =0y 21 = 2 = —2
Jo(0) =1=J3(2) + zoo: Ju(2)J_u(—2) + i J(—2)J (2) ,
u=1 v=1
obteniendo
1=J3(2) +2 i Ji(z) . (17.15)

En el caso que la variable z € R y considerando que | Jy(2) | < 1, podemos acotar los J, por

| Ju(2) | < == sip=1,23,--. (17.16)

\f

Reemplazamos s = €'? con ¢ € R, luego

1 1 1, . .
5 (s— g> = 5(6“"—6_“") =iseng .

En la funcién generatriz

1
exp |:§ (8 — —>:| = exp(iz sen gp) = cos(z sen go) + isen(z sen <p) ;
S

exp(izsen @) Z e I ( (17.17)
n=—oe
Desarrollando
exp(iz sen @) )+ Z Jn(2)(cos ny + isen ny) + Z J_n(2)(cosny —isennyp) ,
n=1

z)+2 Z Jom/(2) cos 2mep + 2i Z Jom+1(2) sen(2m + 1)y ,

m=1
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Comparando partes real e imaginaria, con x € R

cos(zsen ) = Jo(z) + 2 Z Jom () cos 2mep |

sen(z sen @) = 2 Z Jom+1(x) sen(2m + 1) .

m=0

Sea ¢ =0

o0

m=1

Sea ¢ =m/2

(=)

m=

17.6 Representaciones integrales

Multipliquemos la ecuacién (17.17) por e~ e integremos

/ exp(i(zsen ¢ — me)dp = 2wJ,(2) .
Si 2 € R entonces Jy, () es real, lo que significa

1 ™
Im(x) = 2—/ cos (zsen — myp) dy ,

™ -7

por paridad de la funcién subintegral, podemos reescribir la integral como

1 ™
I () = —/ cos (mp —xsen ) dy .
T Jo
En particular
1 7r 1 /2 ™
Jo(z) = = / cos(zsen ) dp = — / cos(z sen @) dp + /
™ Jo T 1Jo /2

haciendo el cambio de variable = ¢ — 7, tenemos

1

/2 0
Jo(z) = — [/0 cos(z sen @) dp + / cos(zsen(f + )) d9] ,

™ —7/2

cos(z sen ) dgp] ,
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(17.18)

(17.19)

(17.20)

(17.21)
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usando que sen(f + 7) = —sen f y que coseno es una funcién par

1 w/2 0
Jo(z) = — [/ cos(x sen ) dp +/ cos(zsent) d9] ,
0

m —7/2

sumando ambas integrales

/2

Jo(z) = —/ cos(zsen @) dyp . (17.22)

T J /2

dw
Vi

Hagamos un cambio de variable en (17.22) w = sen ¢, luego dy = y la integral nos

queda

' cos(wr)

————dw .
,171'\/1—0)2

J()(l') =

Definamos una funcién p(w) de la forma
0 si|w|>1,

1
1 — w?

p(w) = si|w| <1,

podemos reescribir Jy como

Jo(z) = /oo cos(wz)p(w) dw .

o

Hagamos los cambios de variable z =t y w = 27s, obtenemos

Jo(t) = /_00 cos(2mst)F(s)ds ,

o0

donde
0 si|s|> 5,

2
V1 — 47s?

Si tomemos la transformada de Fourier a la relacién (17.12) obtenemos:

F =
(5) si|2] < 5.

F{h} =F{-J\} = —i2nsF{Jo} = —2misF(s) ,

donde F'(s) es la funcién indicada anteriormente.
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17.7 Relaciones de recurrencia

Derivemos la funcién generatriz (17.13) respecto a s,

o0

axlré,z,s) _: (1+81—2) S $(z)

n=—oo

= n g = n
D (@) =5 D W+ Tl 8"

n=—00 n=-—00

comparando coeficientes

%”Jn(z) = Jn1(2) + Jnsa(2) -

Derivamos (17.13) respecto a z y obtenemos

0¥(z,5) 1 1\ < ,
9. 2 (S E) R_ZOOS 2)
o . 1 o .
n_z_oo s"n(2) = 5 nz_oo (oot = Jnga] 8™,

comparando coeficientes

2J)(2) = Jn-1(2) — Jns1(2) -
Sumando (17.23) y (17.24) tenemos
an(z) FT(2) = Jai(2) &= 2T 1 (2) = [T (2)] .

Restando (17.23) y (17.24) obtenemos

J(2) — an(z) = —Jni(2) = —2 "1 (2) = [¢ " Ia(2)]

Consideremos (17.19)

1=Jo(2) 42 Jo(2) = > [Jaw(2) + Jawsa(2)]

— v=0

usando la relacién de recurrencia (17.23) para n = 2v + 1 tenemos

oo
2 1
1 :22 v J21/+1(Z) ;

v=0 z
2 o0
5= 2(21/ + 1) Jop1(2) ,
v=0
y por inducciéon completa:
o
Z\™ Q2v+n)(n+v+1)!
(5) =% % Taria(2) -
v=0 :

Podemos pues expresar cualquier serie de potencias en serie de funciones de Bessel.
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(17.23)

(17.24)

(17.25)

(17.26)

(17.27)
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17.8 Relaciones de ortogonalidad
Sin demostracién. Relaciones de ortogonalidad en el intervalo 0 < x < oo. Consideremos
f(z) = Jy(hx) , g(x) = Jy(kx) , con h # k. (17.28)

Tomemos las derivadas

(ha),  f'(x) = W T(ha)
(ka),  ¢'() = KJ!(ks) .

La ecuaciones de Bessel que satisfacen

" 1 / 2 o’ _
Jo.(hl') + EJG.(}ZJ)) + | A — ﬁ Jo—(h.T) —0,
(k) + — T (kz) + oo T, (kz) =

o BT g P\ g2 ) =

Multiplicando la primera ecuacién por h? y la segunda por k? y usando las definiciones dadas
en (17.28) obtenemos

P+ 3w+ (12 - 5 fw) =0,
7@+ 1@+ (- 5) gla) =0,
multiplican por zg(z) y por 2 f(z) respectivamente y restando
2(2)'9(2) ~ 20(2)'£(2) + (2 (2)g (3) 2 (2)g (@)
+ P(@)o(w) — F@)g' @) + 20~ K)F(@)o() =0

El factor entre paréntesis corresponde a un cero agregado para lograr el reordenamiento

[2(f'(2)9(x) — f(@)g' @) = (¥ = B*)f(z)g(x) .

Integrando en el intervalo a <z <b

1 b

[ t109(0) dt = 1 ol @) (@) - @) @)

a

La expresion del lado derecho se anulara en tres casos
1. Si J,(hz) y J,(kx) se anulan en a y en b.
2. Sus derivadas se anulan en a y en b.

3. O bien J,(ha) = J,(ka) = 0 = J'(hb) = J"(kb).
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/b xdy(hx)J,(kz) dx

es la tipica integral que interviene en asuntos de ortogonalidad.

Ortogonalidad
Para m #n

/Oa J, (Oz,,mg) J, (aung) pdp=0. (17.29)

Esto da ortogonalidad sobre el intervalo [0, a]. Donde los o, son tales que J,(c,,) = 0.

Normalizacién

2

[ (am)] pdo =G hatcnm (17.30)



