Capitulo 16

Polinomios de Legendre

16.1 Funcion generatriz

En diversos problemas fisicos (gravitacion, electrostatica, etc.) nos encontramos con fuerzas
que dependen del inverso de la distancia entre dos cuerpos. Los polinomios de Legendre
aparecen naturalmente en el problema geométrico de determinar esta distancia inversa, lo
cual los vincula con numerosas situaciones de interés fisico.

Consideremos dos radios 7y y 7 que unen un punto O con dos puntos, A y B, respectiva-

mente:
A

o. 9 B

La distancia d = AB est4 dada por:

d= \/7“2+7“8 — 2rrgcosf .

Definamos
z=cosf, —-1<z<1.

Sir>rgys=re/r <1, se tiene
1 1 1

d_;\/1+32—2sx'

Si, por el contrario, 7 < ro, y s =1r/ry < 1:
1 1 1

d roVi+s—2sz
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En ambos casos, la segunda fraccién es la misma y resulta ser precisamente la funcién
generatriz de los polinomios de Legendre.

Definicién 16.1

1

Vo s) = e = ;Pn(x)s"

(16.1)

es la funcion generatriz de los polinomios de Legendre P,(x).

Observemos que ¥(z, s) puede ser expandida en serie de Taylor en el argumento (s*—2zs):
1 3
V(z,s) = [+ (s* = 203)]'/2 = 1 = (s = 208) + 5(s* — 250)" — - -
1
:1+x5+§(3x2—1)32_... ’

lo cual nos permite encontrar expresiones explicitas para los polinomios de Legendre:

Py(z)=1, (16.2a)
P(z)=1z, (16.2b)
Py(z) = %(:m2 ~1, (16.2¢)
Pifa) = 5(52° ~ 32) .. (16.2d)
Considerando el caso particular z = 1 en (16.1):
(1, s) = L — :1+s+52+33+---=ipn(1)8”.
Vits2—2s 1-s s
Luego
P,(1)=1 VneN,. (16.3)
Analogamente, tomando x = —1:
P(-1,s) = ! S :1—s+s2—53+---:iPn(—1)s”.
Vitetzs 1ts 2
Luego
P,(-1)=(-1)" VneN, . (16.4)
También es inmediato evaluar P,(0):
W(0,8) = —— =1ty SaL g4 i(—nvwsb - ipn(o)sn ,

Vit 20 78 s (20)! s
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luego

P,(0) =0 sin esimpar,

B L=
PQV(O) = (—1) W S1 VUV 2 1,

16.2 Relaciones de recurrencia
1) Derivemos (16.1) respecto a s.

61/} 1 2 _3 r—S

=1 -2 12(25 — 2 P,(

0s 2( TS zs) (25 z) = 1-‘1-82—2.%81/) Zn
es decir

(14 s —2x3)2—f—(m—s)¢ 0.

Introduciendo la expansién (16.1) e igualando coeficientes de s™, se obtiene la relacién de
recurrencia

(n+1)Pyi(z) —z(2n+ 1)P,(z) + nPy_1(z) =0, n>1, (16.5a)

2) Escribamos los polinomios de Legendre en la forma
=) apma™ . (16.6)
m=0

Reemplazando en (16.1) y comparando coeficientes de ™! se sigue que:

(n+1) A(n+1),(n+1) = (2n + 1)an
2m —1

Um—1,m—1 m 2 1. (167)

am,m =

Esta es una relacién de recurrencia entre los coeficientes supremos de los polinomios de
Legendre. Puesto que agp = 1 [relaciones (16.2)], se sigue que

—_
w

a;; =1 A9y = a —1'3'5
11 =1, 2= 150 33—1.2.3...
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y en general

_ . _ . ) 1 .
i n! 2n(n!)? (16:8)
3) Derivando (16.1) respecto a z se obtiene:
zPl(z) — P, _,(z) = nP,(x) (16.9)

Derivando (16.5) respecto a z, y combindndola con (16.9) para eliminar el término en
By (x):

Pri(@) = Ppoi(z) = (204 1) Pa(2) (16.10)

Restando (16.9) y (16.10):

P, (z) —zP,(z) = (n+ 1)Py(x) (16.11)

16.3 Coeficientes del polinomio P,(x)

Consideremos (16.1) y expandamos 1 (z, s) en serie de Taylor:

(172 K
Y(z,s) = S =) g( ) s? — 2sx)F |
donde
(1)
b ) TRHE R RSB

Por su parte,
de modo que
Sea n = k + u. Entonces

1 EEI e

Deseamos intercambiar el orden de las sumas. Para ello observemos la siguiente figura:
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a
— o
s

L
0123456738
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Efectuar la doble suma equivale a sumar sobre los pares ordenados (k,n) indicados con
puntos en la figura. El orden en que se realizan las sumas corresponde a desplazarnos sobre
el eje horizontal, escoger un valor de k, y luego desplazarnos sobre el eje vertical, recorriendo
los valores de n entre n = k y n = 2k. Equivalentemente, podemos desplazarnos primero
sobre el eje vertical, escoger un valor de n, y luego recorrer los puntos horizontalmente entre

los limites k = [(n + 1)/2] y k = n. Asi, la doble suma se puede escribir:
- . _1/2 k 2k—n _n
=3 > (T, 5, s
"0 k]

donde

ntly_mn si m es pa

= — 1 T

9 D) n es par,
n

n+1| _ n+1 . .
= S1 N €S 11Mmpar.
2 2 P

Comparando con (16.1), identificamos
_ . _1/2 k 2k—n
ey

Definiendo u = n — k, el limite inferior de la suma corresponde a = n —[(n+1)/2]
de modo que

[3] g
o bien
P Sh D),
T = )l 2

De (16.12) es fécil deducir que:
P,(x) es par si n es par.
(

— P,(x) es impar si n es impar.

= [n/2],

(16.12)
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16.4 Formula de Rodrigues

Puesto que
d_n$2(nf/.t) — (2’]?, — 2:“’)!327172”
dxn (n—2u)! ’

(16.12) se puede reescribir en la forma:

L

P.(z) = — —1)# 2(n—p)
(z) 2n (=1) wl(n — p)!dzn
n=0
[3]
1 d° n!
— 1 g2
2nn! dzm ;( ) pl(n — ,u!)x
1 4,
= —1)"
2nn! dxn (z "
obteniéndose la formula de Rodrigues:
1 d
P,(z) = —(z* = 1)" 16.13
() = g (2 = 1) (16.13)

La férmula de Rodrigues nos permite demostrar facilmente diversas propiedades de los
polinomios de Legendre, como veremos en las siguientes secciones.

16.5 Ecuacién diferencial de Legendre

Nos interesa ahora determinar la ecuacién diferencial de la cual los polinomios de Legendre
son solucion. Sea

u(z) = (22 —1)" .
Entonces
u'(r) =n(2® —1)" 12z,
(% — D' (z) = 2nx(2® — 1)" = 2nau(z) ,

dn-l-l ) dTH-l
dan+1 [(31‘ - 1)”(3:)] = Wanu(a:) .

Desarrollando las derivadas de productos a ambos lados de esta expresion:
1 1
(22 — Du™(z) + (n—f )qu("+1) (x) + (n—2{— )2u(”) (z) =
1
onzu™V (z) + (n-ll- >2nu(") (7),

(22 — 1)u"*?(2) 4 220" (2) — n(n — Du(2) =0 .

Luego, con (16.13), obtenemos la ecuacion diferencial de Legendre:

(2?2 — 1)P!(z) + 2zP.(x) — n(n + 1)P,(z) = 0 (16.14)
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16.6 Lugares nulos de P,(x)

Proposicién 16.1 P,(x) tiene lugares nulos simples en el intervalo (—1, 1).

Demostracion Sea u(z) = (z2—1)". u(z) tiene lugares nulos de multiplicidad n en x = +1,
luego:

u'(x) se anula una vez en (—1,1)
u"(x) se anula dos veces en (—1, 1)

u™(z) se anula n veces en (—1,1)

q.e.d.

16.7 Relacion de ortogonalidad

Supongamos 0 < m < n, y observemos que, por la férmula de Rodrigues (16.13):

1 1
2! / t™ P, (t) dt = / tmu™(t) dt

1 -1

donde u(t) = (t> — 1)". Integrando por partes:

1
2! / t™ P, (t) dt = t"™u" V(1)

1

1 1
-m / tm= =N (1) de
-1 -1

El término de borde es cero pues u(™(£1) = 0 si m < n. Analogamente, integrando por
partes m veces:

1 1 1
o) / () dt = (—1)™m! / W= () dt = (—1)mml a0 ()| =0 .
-1 —1 1
Luego P,(z) es ortogonal a todo polinomio de grado m < n en el intervalo [—1,1], en

particular a P, (z).
En el caso m = n, el producto interno entre los polinomios de Legendre es:

(2"n1)? /_ 11 P2(t) dt = /_ a6 (1) dt

1

Integrando por partes:

1 1 1 1
(2"n!)? / P2(t) dt = u™umD)  — / u™ D (umD(t) dt = — / D (u™ D (t) dt
—1 -1 —

1 -1
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pues el término de borde es nulo. Asi, integrando por partes n veces:

1

(2%!)2/_1 P2(t)dt = (—1)”/ u® (t)u(t) dt

1 -1

_ (<) / 1 ;i; (2 —1)"] (2= 1)"dt  usando: jt; (22 —1)"] = (2n)!

1

= (—1)”(2n)!/_ (=1)"(1 —¢*)"dt

1

_ (2n)!/_l(1 — (14t dt

1
Integrando por partes:

+ ¢t

(2"n!)? /_ P(t) dt = (2n)! [(1 —t)"(1n+ 1

1

n /1 (1— )™ 11+ ¢)™ dt

+
-1 TL+]. —1

1
n
= (2n)! 1=t Y1+t dt
(n)n+1/_1( i+

Andalogamente, integrando por partes n veces:

1 (n+1)(n+2)---2n 1
| 1 N2 92n+1
= (2n)!n! — ! (1 +¢)*+ (n)” 277
2n)! 2n + 1 . 2n+1
( 1

Obtenemos asi la relacion de ortogonalidad:

1

2

P,(t)P,(t)dt = ——0nm 16.1
| Pt)Patt) it = 52 (16.15)

16.8 Expresiones integrales para P,(x)

Sabemos, por el Teorema de Cauchy, que una funcién analitica se puede escribir en términos

de una integral de contorno:
!
(- G
frG) 27m'% (u — z)nHl v

Sea

£2) = (B =1

Entonces los polinomios de Legendre se pueden escribir en la forma:

P =6 = o

2mi 2" n! u— z)"tl
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obteniéndose la formula de Schldfii:

11 (u? —1)"

P)=—— ¢ L=
(2) 27 2 | (u — z)n !

du (16.16)

Integremos sobre una circunferencia de centro z y radio p. Entonces
u=z+ pe 0<¢<2m,
du = ipe"® do = i(u — 2)dé ,
luego

u? —1 22+ 2zpe'? + p?e?? — 1
u—z petd

[(z* - e ™ 4 22p + eri‘i’} ,

SR

de modo que

11 (1., ig 2 ip]m
P,(z) = i )y o [(2* = 1)e™™ + 2zp + p°*?] " i dg
_ i1 ” (2 — 1)e ™ +2zp + p*e™]" dg
2n 27 p" J, ’

Si z # +1 podemos tomar p = v/22 — 1, con lo cual la relacién anterior queda:
111 [

Po(2) = — — — 2(6" + e7) + 22p]" d
() =555 |, [P+ e +220]" db
1 27 2 Z¢+ —i¢ 2 n

P 2 2p

o
—i/w[ b+ 2" dg
=5/, pCos ¢+ z .

Se obtiene asi la relacion de Laplace:

1 2w n
P,(2) —/ [z + V22 —1cos¢| do (16.17)
0

:27r

Para z = £1 tenemos simplemente

Pu(£1) = (£1)" .

Corolario |P,(z)| <1 VneN,, Vze[-1,1].

Demostracién Sea = € [—1,1]. Adoptamos la convencién de que la raiz cuadrada es un
nimero positivo, y escribimos

2 —1=14v1—22.
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El integrando en (16.17) satisface:

2
x—i—z'\/l—x?cosgb‘ =22+ (1—-12)cos’p <2’ +1—-2°=1,

luego

9 n/2
<‘x+i\/1—x2cos¢ ) <1.

Asi,

1 27 n 1 27
\Pn(x)|§—/ x+iv1—x2cos¢‘ d¢§—/ dp=1.
2m J, 21 Jo

q.e.d.

Poniendo z = cosf en (16.17), v/22 — 1 = isen f, y se obtienen la representacién adicional:

1 2w
P,(cosf) = %/ (cos@ +isenfcosh)" do ,
0

™

1 ™
P,(cosf) = — / (cosf + isenf cos0)" do (16.18)
0

16.9 Serie de Legendre

Los polinomios de Legendre, siendo ortonormales en [—1, 1], son candidatos a ser una base en
ese intervalo, de modo que una funcién arbitraria podria ser escrita como una combinacion
lineal de los P,. Estudiemos esta posibilidad.

Si la serie Y 0° a,P,(x) converge uniformemente en [—1,1] y representa alli a f(x), es
decir,

v=0
entonces
/lf( Py de =3 /IP()P()d B P PRI
» z)P,(x x—yzoa,, 3 () Py (x x_uzoa,,,,n2n+1_2n+1_

Entonces los coeficientes de Fourier de f(x) respecto a los polinomios de Legendre estan
dados por:

o = <n+ 1) /_1 (@) Py (2) dx . (16.19)

2) J
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A la inversa: Sea f(z) una funcién dada, acotada y seccionalmente continua en [—1,1].
Entonces se pueden calcular los coeficientes de Fourier a, respecto a P, y construir la serie

Z a,P,(x) .

v=0

i Converge la serie? Si converge, jrepresenta a f(x)?
Para saberlo, tomemos el médulo de (16.19):

janl < (nt3) [ 156120
Sea M = maxge-11]| f(z)]. Como | P,(z)| <1,
lan | < (n-i—%) 2M = (2n+1)M .
Por otra parte, si f’ existe y es continua en [—1, 1], entonces para n > 0 se tiene

a4 = <n+ %) /_llf(ac)Pn(m) dz .

Integrando por partes,

+1
a, = |n+ -
2

Pero, de la relacién de recurrencia (16.10),

1

- /_ 11 () /_ 1 Po(z/) da’ dm]

/_ i Pu(2') da' = 2n1+ Puni(@) = Pua(@)],

(@) / " P! d!

-1

con lo cual

Asi,
1

lan] < %/1|f'<x>|<|Pn+1<x>|+|Pn_1(x>|> dxs/ | (@)] de =20 |

-1

donde
M = max |f'(z)] .

z€[—1,1]

Realizando el mismo procedimiento suponiendo que f” es seccionalmente continua en [—1, 1]
se obtiene que

1
|an\zﬁA,
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para n suficientemente grande, y A cierta constante. Por tanto, >~ |a, | converge, luego
Y2 o anPn(z) converge uniformemente.

Ahora nos preguntamos: Dada una funcién f, calculamos los coeficientes a, y sabemos
que Y 7 anPy(z) converge uniformemente. ;Representa esta serie de Legendre la funcién
f(z)? Para responder, consideremos la diferencia entre la serie y la funcién f(x):

9(@) = f(z) = Y a,Pua) .

v=0

Los coeficientes de Fourier de g(z) son:

1
by, = (n+ 1) / g9(x)P,(z) dz = <n+ 1)
2) ), 2
:an—ZauénU:().
v=0

Afirmamos que

1

P,(z)P,(z) dx]

[ @@ o |

v=0 -1

Demostracién Supongamos que g(x) # 0 en un intervalo [, 8] € [—1,1]. Sin pérdida de
generalidad, supongamos ademds que g(x) > 0 en este intervalo. Sea ¢(z) un polinomio de
grado dos tal que g(a) = ¢(8) =1y g(xz) <1en [-1,a]U[B,1]. Grificamente:

Luego

1 8
k k
— >0.
/lgq el A

Pero g(z) es ortogonal a todos los polinomios P,(z), y por tanto a todo polinomio, luego

1
/ 9¢"=0,
-1

lo que contradice nuestro resultado anterior.
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Por lo tanto g(z) = 0.
q.e.d.

Luego,

16.10 Funciones asociadas de Legendre

Una manera de obtener la ecuacién asociada de Legendre es partir de la ecuacion regular de
Legendre (16.14)

(1—2*)P) —2zP, +n(n+1)P, =0, (16.14)

y con la ayuda de la férmula de Leibniz, para la derivada n-ésima de un producto de funciones,

n

d” n! dns d*

—[A(x)B = A(x)—B 16.2

T A@BE)] = X e A B0 (16.20)
diferenciarla m veces obteniendo:

(1—2)’u" = 2z(m+1)u'+ (n—m)(n+m+1u=0, (16.21)
donde
dm
u(z) = 7 Pa(2)
Reemplazando
¥la) = (1 ) u(z) = (1= )Py (x)

resolviendo para u y diferenciando,

! ! w —m
v <¢ * 1nimx2> (1=ah™",

2mxy)’ map m(m + 2)x? _
no__ " 2\—m/2
“ —{7/14‘1_332 1— 22 (1 —22)? (1=27) '
Sustituyendo en la ecuacién (16.21), encontramos que 1) satisface la ecuacién diferencial
m2
(1 —a2?) " — 2z 9" + [n(n—l—l)— 1_332}1&:0. (16.22)

La cual es conocida como la ecuacion asociada de Legendre. Para reobtener la ecuacion de
Legendre (16.14) basta tomar m = 0. Haciendo el cambio de variable x = cos#, obtenemos
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la ecuacion expresada en coordenadas polares, que es la forma usual en que nos la vamos a
encontrar

1 d dip m?
- 0 1) — =0. 16.23
sen 6 df (sen dﬁ) N [n(n+ ) sen? 6 ¥ ( )
Las soluciones regulares, denotadas por P*(z), son:
dm
(o) = P (w) = (1= 2" Py () (16.24)

Ocasionalmente los P (x) aparecen en su definicién con un factor (—1)™, por ejemplo en

Classical FElectrodynamics, Second Edition de J.D. Jackson, esta eleccién es conocida como

fase de Magnus y Oberhettinger o de Condon y Shortley. Nosotros incluiremos esta fase

en la definiciéon de los arménicos esféricos, al estilo seguido en Mathematical Methods for

Physicists, Fourth Edition de G.B. Arfken y H.J. Weber. A pesar de que el factor de fase se

introduce en distintos puntos de las definiciones los arménicos esféricos resultates son iguales.
Algunos ejemplos de funciones asociadas de Legendre

Plz) = (1 - 2})Y? =send ,
P)(z) =3z (1 — 2%)Y? = 3cosfsenb ,
P}(x) =3 (1 —2%) = 3sen’f ,
Py (z) = 2(51‘2 —1) (1 -zH)2= 2(5 cos’f — 1)senf ,
P}(x) = 15z (1 — 2°) = 15cosfsen’ § ,
P3x) = 15 (1 — 22)%/% = 15sen4 | (16.25)
Pl(z) = g (72% = 3z) (1 —22)Y? = 2(700530 — 3cosf)senf ,
15 15
Pi(z) = 5 (72> = 1) (1 —2%) = 3(7c0s20 —1)sen®6 ,
P3(z) = 105z (1 — 2?)*? = 105 cosfsen®f
P}(x) =105 (1 — 2*)? = 105sen” § .
La relacién entre P y P.™ es:
_ (n —m)!
P "(zx)=(-1)"—P" . 16.26
27(e) = (1) P ) (16.20)

La funcién generatriz de las funciones asociadas de Legendre

@m)(1 — a2
Qmml(l — % + t2 m+1/2 Z u—|—m (1627)

Las relaciones de recurrencia que satisfacen las funciones asociadas de Legendre

2
P = o P 4 i+ 1) = mlm = DIPP = 0, (16.28)

(n+m)P" +(n—m+1)P7%, = (2n+1)zP, (16.29)

1
2P£”+1 gntm)n—m+ )P = (1-a*)' PP, (16.30)



16.11. ARMONICOS ESFERICOS 177

(2n+1)(1 —2?)Y2Pm™ = pmit - prt (16.31)
= (m+m)(n+m-1)P"
—(n—m+1)(n—m+2)P"7". (16.32)

La relacion de paridad satisfecha por las funciones asociadas de Legendre es

P (—z) = (—1)™"™P"(z) . (16.33)
Ademas, se satisface en los extremos que

P"(+1)=0 para m # 0. (16.34)

Las funciones asociadas de Legendre satisafacen distintas relaciones de ortogonalidad depen-
diendo sobre cual indice se tomen. La primera:

/_1 B (@) Py () do = 26]3— 1 Egizg: Opq s (16.35)

en coordenadas polares

2 _(a+tm)ty (16.36)

P o) P" 6 0df =
/0 " (cos ) P, (cos f)) sen 21 (g—m)

Sobre el otro indice

/1 P™(z)PF(2)(1 — 2®)~tdo = (n+ m) Omk - (16.37)

1 m(n —m)!

16.11 Armodnicos esféricos

En la separacién de variable de la ecuacion de Laplace, en la dependencia espacial de la
ecuacion de onda, en la ecuacién de Schrodinger tiempo independiente para un campo de
fuerzas centrales aparecen ecuaciones del tipo

VAU 4+ B f(r)¥=0. (16.38)

La dependencia angular, viniendo enteramente del operador laplaciano, es

2O (o0 4 OOEUD i poma@ =0, (o)

Una constante de separacién de la forma n(n+ 1) con n un entero asegura que la solucién en
serie de la ecuacion de Legendre llege a ser un polinomio. De otra manera ambas soluciones
en serie divergen en cosf = +1. La dependencia azimutal satisface

1) _
59 dpr =™ (16.40)
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con soluciones
D(p) = {e7™?, ™} . (16.41)

Las cuales satisfacen la condiciéon de ortogonalidad

2 2
/ (I)*ml (¢)(Dm2 (d)) dqﬁ — / e—im1¢eim2¢ d¢ = 27r5m1m2 . (1642)
0 0

En la mayoria de los problemas fisicos requerimos que m sea un entero para que ®(¢), sea
una funcién monovaluada del dngulo azimutal. Dada la relacién (16.42)

1 )
) =——¢™ | 16.43
w(8) = 7 (16.43
es un conjunto de funciones ortonormales con respecto a la integracién sobre el dngulo azi-
mutal ¢. Separando la dependencia azimutal, la dependencia en el angulo polar # conduce a
una ecuacion asociada de Legendre

1 d do(0) 2 )
won 0 do (sen e—dﬁ ) + [n(n +1)— om0 ©@)=0. (16.44)

La cual es satisfecha por las funciones asociadas de Legendre, esto es, ©(0) = P*(cos#f).
Para incluir valores megativos m, nosotros usamos la férmula de Rodrigues en la definicién

de P (cos#).
m-+n
~ 2l dam+n

Normalizando las funcién asociadas de Legendre

P (z) (1 — z2)m/? (z>-1)", -—n<m<n. (16.45)

P (cos ) = \/(2n2+ 1) EZ ; Z;: Pm(cosf), —n<m<n. (16.46)

La funcién ®,,(¢) es ortonormal con respecto al dngulo azimutal ¢, puesto que la funcién
P (cosf) es ortonormal con respecto al dngulo polar §. Nosotros tomamos el producto de
ambas y definimos los armdnicos esféricos:

(2n+1) (n —m)!

Yom(0,0) = Y(0, ¢) = (—1)m\/ I (nim) P™(cos ) e™? | (16.47)

obteniendo funciones en los dos angulos, las cuales son ortonormales sobre la superficie
esférica. La integral completa de ortogonalidad

2w ™
/ / Yo (0, 9)Y,,2 (0, ¢) sen 0 d0de = dp, ny0my ms (16.48)
¢=0 J 9=0
o bien,

/ YTTI*(Q)YT:Z2 (Q)dQ = 5711 n26m1 mao (1649)
47
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donde 2 es el angulo sélido.
A continuacion, una lista de los primeros arménicos esféricos:

1
Y5(0,¢) = Wrs
Y10, ¢) = 83 sen fe®
7T
O 3
Y70, 9) =4[ - cost,
s
o 3
Y, (6, 9) = g, Sen fe "
YZ(0,0) = 96%3 sen? Pe*? | (16.50)
5 i
Y} (0, ¢) = 247r3sen0(:0306 :
5 (3 L. 1
Y2 (0, ¢) = 2 | gcos 9—5) ,
—1 5 —i¢
Y, (0, 9) = EBSenﬁcosﬂe ,
—2 5 2i¢
0,06) = 967r3sen fe”

Parte de la importancia de los arménicos esféricos yace en la propiedad de completitud.
Esta propiedad, en este caso, significa que cualquier funcién f(6, ¢), con las suficientes pro-
piedades de continuidad, evaluada sobre la superficie de la esfera puede ser expandida en
una uniformemente convergente doble serie de arménicos esféricos, conocida como serie de
Laplace,

0,0) = amnY(0,0) . (16.51)

m,n

Si f(#, ¢) es conocida, los coeficientes pueden ser inmediatamente encontrados por el uso de
la integral de ortogonalidad (16.48).
Una propiedad importante que satisfacen los armoénicos esféricos es:

Ym0, 6) = (—1)™Y™ (0, ¢) . (16.52)

Consideremos a continuaciéon dos direcciones en coordenadas polares esféricas en un es-
pacio tridimensional, (61, ¢1) y (02, #2). El dngulo entre las dos direcciones lo denotamos 7.
Este dngulo satisface la siguiente identidad trigonométrica

cos y = cos 61 cos Oy + sen 6y sen O cos(p; — @) - (16.53)

El teorema de adicion para los armonicos esféricos afirma que

n

Pa(cos7) = 5o 3 (MY (00, 60)Y; (0, ) (16.54)
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0 equivalentemente

47
2n+1

P(cosy) = D Y01, 60)Y (0, ) - (16.55)

En términos de los polinomios de Legendre

+m

P,(cos~y) = P,(cosb)P,(cosbs) + 2 Z Ez;m)):an(cos 61) P (cos 03) cos m(¢py — ¢o) -
" (16.56)

La ecuacién (16.53) es un caso especial de la ecuacién (16.56).

16.12 Segunda soluciéon de la ecuacion de Legendre

Los polinomios de Legendre son solucién de la ecuacién diferencial (16.14). Pero ésta es una
ecuacién de segundo grado, y por tanto debe existir otra solucion, linealmente independiente
a los P,(x). La encontraremos observando que los polinomios de Legendre son un caso
particular de la funcién hipergeométrica. En efecto, consideremos la ecuacion hipergeométrica
general:

W//+(1_O‘_al+1_ﬁ_5’+1_7_71)wl

z— A z—B z—C
_ aa/ N BB N 7Y (A-B)B-C)C-A4),,
(z=A)(B-C) (:=-B)(C-4) (z-0)A-B)) (z=A)(=-B)(z-C)

con soluciones

A B C

P a B v z

al BI ,_yl

Considerando el caso particular
A=-1, B=1, C =00, (16.57)

a:a':O’ ﬁ:BIZOa Y=-n, f)/l:n+1a

que satisface la condicién oo + o' + 8+ ' + v+ +' = 1, la ecuacién hipergeométrica queda

" 1 1 1 n(n+1) _
W +<z—l—1+z—1>W IR

es decir

(2= 1D)W"+22W' —n(n+1)W =0 (16.58)

que es la ecuacion diferencial de Legendre ya encontrada en (16.14).
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Los polinomios de Legendre se pueden escribir entonces como la funcién

-1 1 o0
P,(z)=P< 0 0 —-mn 2z ). (16.59)
0 0 n+1

Para encontrar una base, planteamos para la otra solucién:

1. Si W, = P,(z), entonces

2. Desarrollo con centro en 1, véase base candnica.
3. Desarrollo con centro en 0 [corresponde a] series de Taylor.

W(0) # 0, W'(0) = 0, si n es par resulta P, (salvo constante).
W(0) =0, W'(0) # 0, si n es impar resulta P, (salvo constante).

4. A fin de tener algo univalente en | z| > 1 consideremos

@n(2) = % / 11 1:”_(2 dt (16.60)

Qn(z) satisface la ecuacién diferencial de Legendre. En efecto,

-0l 2 = [ oyl [

1

B t2—1 t(z — 1)
‘/_1{<z—t>+<z >] n(t) df
(e dt L tP, (1)
_/_1(t DR ot [ Gt

Integrando por partes la primera integral:

1

(2% = 1)QL(2) + 2:Ql(2) = [052 ~ DB+ ﬁ] L

_ / (2 = 1)PL(t) + 2tP,(1)] ﬁ n / 1 (ZPE(I)L 0t

-
“/_1 212
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Integrando nuevamente por partes:

oL /1 (2 =PIt +2tP(1) o

+ 1 z—1

(2~ DQ4e) + 2504(2) = | (@ = VPO :

e

-1

Luego

(2% = 1)@n(2) +22Q,(2) + n(n + 1)Qu(2)
1 N2 =1)PY(t) + 2tPL(t) + n(n + 1) P,(t)
T2 /1 z—t

dt .

Pero el integrando es precisamente la ecuacion de Legendre, que es satisfecha por los P,,
luego el integrando es cero y

(22 = 1)QU(2) +22Q,(2) + n(n+1)Qn(2) =0 . (16.61)

Las funciones @, (z) son la sequnda solucion de la ecuacion de Legendre. (16.60) se puede
reescribir:

Qu(z) = %Pn(z)l(z) _ % /_ Q). (16.62a)
I(z) = /1 zcﬁft : (16.62b)
Qn(z,1) = w : (16.62c)
Se tiene

t=1

1(2) :—ln(z—t)‘ —ln(z+1)—In(z— 1) =In <Z+1> ,

t=—1 z—1

que es univaluado en todo el plano complejo, salvo en la recta —1 < z < 1, luego

I(2) = In (

El numerador de @)} es un polinomio de grado n, y su denominador es un polinomio de
grado 1. Se puede mostrar que ()} es un polinomio de gradon — 1 en ¢y z. Asi, la segunda
integral en (16.62a) es un polinomio en z de grado n — 1. Finalmente,

1
2t 1) , salvoen —1<z< 1. (16.63)

z —

Qu(2) = P (2)n (jj) — () (16.64)

con ¢,(z) un polinomio de grado n — 1 con coeficientes reales.
Para —1 < £ < 1, (16.64) nos permite afirmar que

Qn (f + OZ) = Qn(g - 07’) - 71-an(é-) . (1665)

Basta considerar el circuito en torno al polo en z = 1:
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Afirmacién Si z es real, |z | > 1, entonces Q,(z) € R.

Demostracién Basta observar que el argumento del logaritmo en (16.64) es siempre po-
sitivo, pues el numerador y el denominador son positivos (negativos) si z > 1 (z < 1).

q.e.d.

Denominamos a las soluciones (), de la ecuacién de Legendre, funciones de Legendre de

sequnda especie.
De las expresiones explicitas (16.62a), (16.62¢) y (16.64), notamos que

Qo(2) = %ln (j f 1) : (16.66)
Qi(z) = S1n (ji) —1. (16.67)

Podemos utilizar (16.60) para encontrar una expansion en serie para @,. En efecto,

On(2) 1/_ L pydt.

T2z ), 1-1L

Si|z|>1,

Qn(2) = %g/_i (é)yPn(t) dt .

Observemos que todos los términos con v < n en la suma son cero, debido a la ortogonalidad
de P,(t) y t*. Obtenemos asi

con

En particular,
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Como
1-3---(2n—1)
1-2---n

se tiene, dada la ortogonalidad de P, (t) con polinomios de grado menor que n,

1 1-2---n 1 1 1-2---n 2
byl = — P.(t)P,(t)dt = = .
+ 21-3---(2n—1)/_1 (8) Pu(?) 21-3---(2n—1)2n+1

Es decir,

b n!
T Qn+ )

Obtengamos una relacién de recurrencia para Q,(z). En general,

lim 2"Q,(2)=0, n=0,1...

|z ]|—o00

Sea n > 1.

m+1)Qus1 —22n+1)Q, +nQp 1 =

1 1
5[(71 + )Py —2(2n+1)P, + nP,_4]In (z +

1) — (polinomio) .

El factor entre paréntesis cuadrados es cero. Sea |z | — oo. Entonces

0= lim —(polinomio) ,
|z | =00

luego el polinomio es nulo. Por tanto, para todo z,

(N4 1)Quni1 — 220+ 1)Qp + nQp_1 =0 (16.68)

Ejemplo Sea z ¢ [—1, 1]. Entonces

al menos en —1 <t < 1. Los coeficientes de la expansién estan dados por

an=<n+1>/lP()dt 21+ 1)Qu(2) ,

2 12—t

luego

i 2n 4+ 1)P,(t)Qn(2) - (16.69)

Afirmacién (Sin demostracién) El desarrollo (16.69) es vélido en el interior de la elipse
con focos en +1 que pasa por z:
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AT
k/ Re(t)

16.13 Problema de Sturm-Liouville asociado

Podemos escribir la ecuacién de Legendre en la forma

d d
@ - v+ w=0.

con la condicion de borde

y(£1) finito .

185

(16.70)

(16.71)

Esto corresponde a un problema de autovalores de un operador diferencial autoadjunto, y
resulta ser relevante en situaciones de interés fisico. Al buscar soluciones no triviales se

encuentra que los autovalores deben satisfacer

A=-n(n+1), nez,

(16.72)

y que las soluciones corresponden a los polinomios de Legendre, P,(x), pues los @,(x) no

satisfacen la condiciéon de borde impuesta.



