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UNIVERSIDADE IBIRAPUERA

SISTEMAS DE INFORMAÇÃO - VETORES

I - INTRODUÇÃO 

1. Grandezas escalares e vetoriais 

Exemplo 1: a temperatura de uma sala de aula é de 20°C. Se aumentarmos de 5°C qual será a temperatura final? 

Exemplo 2: se você andar 4 km para o norte e 3 km para o oeste a quantos quilômetros do ponto de partida você se encontrará? 

Percebemos que existem certas grandezas físicas que podem ser caracterizadas apenas por um número e uma unidade de medida, como é o caso da temperatura. Estas grandezas são denominadas grandezas escalares. Outras grandezas, como o deslocamento de um ponto, além do número, precisam de uma representação espacial (você precisou fazer um desenho ou, pelo menos, imaginá-lo). Essas grandezas recebem o nome de grandezas vetoriais. 

Daí: 

GRANDEZAS ESCALARES

(

NÚMERO 

GRANDEZAS VETORIAIS

(

NÚMERO + ORIENTAÇÃO ESPACIAL

Exemplo de grandezas escalares: temperatura, tempo, massa, pressão.....etc. 

Exemplo de grandezas vetoriais: velocidade, força, peso, .....etc. 

2. Direção e sentido

A orientação espacial de que precisamos para caracterizar uma grandeza vetorial resume-se a dois conceitos: direção e sentido. 

Direção: é o que existe em comum a um feixe de retas paralelas. 

Sentido: é uma das duas maneiras possíveis de se orientar uma dada direção. (Note que o sentido está sempre associado a uma direção; você não pode dizer que "um corpo move-se horizontalmente para cima!") 

3. Conceito de vetor 

Quando trabalhamos com grandezas escalares precisamos utilizar números que são operados segundo as regras da aritmética. Quando trabalhamos com grandezas vetoriais, os números aos quais estamos acostumados já não são mais suficientes (um deslocamento de 4 km "mais" um deslocamento de 3 km nem sempre resulta em uma distância de 7 km!) 

Para operarmos com grandezas vetoriais precisamos então de números com "algo mais". Este algo mais consiste em uma direção e um sentido. Quando resolvemos o problema dos deslocamentos, precisamos fazer um desenho para indicar sua direção e seu sentido. A esta nova "entidade matemática", isto é, número associado a uma direção e a um sentido, chamamos de vetor. 

O número que vem associado ao vetor é chamado de MÓDULO e é sempre positivo, ou nulo. 

VETOR = {MÓDULO + DIREÇÃO + SENTIDO}

4. Representação de vetores 

Um vetor pode ser representado de duas formas: graficamente ou simbolicamente. 

Graficamente: um vetor é representado por um segmento orientado de reta no qual a direção do segmento indica a direção do vetor, a orientação indica seu sentido e a medida (tamanho) indica o módulo. 

Simbolicamente: o vetor é representado por uma letra com uma pequena flecha na parte superior. Quando queremos representar simbolicamente o número associado ao vetor (módulo), usamos o símbolo do vetor entre duas barras verticais ( ou pela letra sem a flecha). 

Assim temos: vetor A = A

Módulo de A = A = A

Exemplos: 

1) quantos vetores estão representados a seguir? 

2) Qual das igualdades está errada? 

a) 

b) 

c) 

4.1 Segmentos equipolentes 

Dois segmentos orientados AB e CD são equipolentes quando têm o mesmo módulo, a mesma direção e o mesmo sentido. Se os segmentos AB e CD não pertencem à mesma reta para que sejam equipolentes é necessário que AB//CD e AC//BD, isto é, ABCD seja um paralelogramo. 

Obs.: 

a) dois segmentos nulos são sempre equipolentes; 

b) a equipolência dos segmentos AB e CD é representada por AB ~ CD 

4.2 Propriedades da equipolência 

i) AB ~ BA (reflexiva); 

ii) Se AB ~CD então CD ~ AB (simétrica); 

iii) Se AB ~CD e CD ~EF então AB ~EF (transitiva); 

iv) Dado um segmento orientado AB e um ponto C, existe um único ponto D tal que AB ~CD. Desta forma podemos dizer que o vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos os segmentos equipolentes a AB. 

5. Operações com vetores 

5.1 Adição de vetores 

Cuidado! Não tente aplicar a matemática que você conhece nas operações com vetores, ela não funciona! "Não tente somar vetores simplesmente somando seus módulos!" A soma de vetores exige um processo diferente: como o vetor não é um simples número, mas possui também direção e sentido, devemos utilizar um processo gráfico e, ao invés de utilizarmos algarismos, devemos utilizar segmentos orientados de reta. Inicialmente veremos como efetuar a soma de vetores pelo método chamado da poligonal. 

Exemplo: 

Dados os vetores A, B, C e D representados pelos segmentos a seguir, resolver a equação: 

X = A + B + C + D 

Obs.: A equação acima é uma equação vetorial, desta forma nunca deverá ser resolvida substituindo os símbolos por números. Para resolver este tipo de equação devemos, inicialmente, desenhar cada um dos vetores que estão sendo somados (mantendo seu módulo, direção e sentido), fazendo a extremidade de cada um coincidir com a origem do seguinte. 

Portanto: O vetor X, soma vetorial de A, B, C e D, será o vetor representado por um segmento orientado que tem origem coincidente com a origem do primeiro (A) e extremidade coincidente com a extremidade do último (D). 

Ex.: Efetuar :
Y = A + C + D + E 

Z = C + A + B + D 

Verifica-se que a soma vetorial goza da propriedade comutativa, desta forma o vetor soma terá o mesmo módulo, direção e sentido nos exemplos anteriores. Para se calcular o módulo do vetor resultado desenhe um triângulo retângulo no qual o segmento que o represente seja a hipotenusa e, então, aplique o teorema de Pitágoras:


 |x|2 = a2 + b2 

Exercícios: 

Dados os vetores representados pelos segmentos abaixo:

 Achar o módulo, direção e sentido dos vetores: 

a) X = A + B + C 

b) Z = B + C + F 

c) Y = D + E + F + G 

d) R = A + B 

e) W = G + H + B +A + D 

5.2 Diferença de vetores 

Quando em aritmética efetuamos 5 - 3 = 2 é o mesmo que fazer 5 + (-3) = 2, isto é, somamos ao 5 o "oposto" de 3 (que é -3). O mesmo ocorre com vetores. Para efetuarmos, p.ex. A - B fazemos A + (-B). O oposto de um vetor é um outro vetor com mesmo módulo, mesma direção e sentido contrário (ou oposto). 

Exemplo: 

Exercícios: Utilizando os vetores do exercício anterior, obter: 

a) A - B 

b) B - A 

c) A + B - C 

d) D + E - F - G 

e) G - H - B - A - D 

f) -A - B 

g) B - C + F 

h) A - F + B - E 

5.3 Produto de um vetor por um número

Definição: Dado um vetor A e um número real m define-se o produto de m por A como sendo um vetor B com as seguintes características: 

B = m.A 

|B| = |m|.|A|
 

direção de B = direção de A 

sentido de B = sentido de A, se m for positivo (m>0) 

sentido de B = oposto ao de A, se m for negativo (m<0) 

5.3.1 Propriedades 

i) m(nA) = (m.n)A

ii) m(A + B) = mA + mB 

iii) (m + n)A = mA + nA 

iv) 1.A = A 

v) versor de A = 

Exemplos: dado U, calcular T = m.U para: m=2; m= 0,5, m = -2; m = -1 e m = 0 

Obs.: 

1) Quando multiplicamos um vetor A por -1 obtemos um vetor que pode ser simbolizado por -A com as seguintes características: 

· mesmo módulo de A; 

· mesma direção de A; 

· sentido contrário ao de A. 

Este vetor denomina-se vetor "oposto" de A. Cuidado! -A não significa "vetor negativo" (absurdo!). O sinal (-) indica apenas "sentido contrário". 

2) Quando multiplicamos um vetor A por zero, obtemos um vetor que pode ser simbolizado por 0 com as seguintes características: 

· módulo igual a zero (nulo); 

· direção e sentido indeterminados. 

Cuidado! Não se pode dizer que "o vetor nulo é igual a zero", pois zero é um número e não um vetor. 

Exercícios: utilizando os vetores do exercício anterior determinar: 

a) B - 2A 

b) F + B - A - 2E 

c) A + 2C - D 

d) G - 2H + D 

e) B - 2C + G - 3H 

f) C + D + G - 2H 

5.4 Projeção de um vetor sobre um eixo

Em alguns casos, é conveniente transformar uma operação vetorial em uma operação algébrica. Isto pode ser efetuado se, ao invés de trabalharmos com vetores, trabalharmos com projeções de vetores. 

Definição: dado o vetor A e um eixo x definimos "projeção de A em x" como sendo o número real Ax obtido da seguinte forma: projetam-se a origem e a extremidade do segmento que representa o vetor A perpendicularmente ao eixo x, obtendo-se assim um segmento sobre este eixo. A projeção de A em x será o número que mede este novo segmento e terá sinal positivo se tiver o mesmo sentido do eixo e sinal negativo se tiver sentido contrário ao do eixo. 

Exemplo: 

Exercícios: 

1) Dados os vetores e os eixos, determinar as projeções 

2)  Desenhar um representante do vetor, dadas as projeções e os eixos : Hx = 4; Hy = 4 Ix = 2; Iy = -5 Jx = 3; Jy = 0 Kx = -3; Ky = -3 Lx = 0; Ly = 6 Mx = -7; My = 2 Nx = 4; Ny = 2 

3) Para os vetores do exercício 1, determinar:

a) S = A + B + C + D, pelo método da poligonal; 

b) Ache Sx e Sy; 

c) Ache Ax, Ay, Bx, By, Cx, Cy, Dx e Dy e calcule Ax+Bx+Cx+Dx e Ay+By+Cy+Dy. Qual a conclusão que se pode chegar? 

“A soma algébrica das projeções dos vetores sobre um eixo é igual à projeção do vetor soma sobre este eixo”     (Carnot)

6. Trigonometria no triângulo retângulo 

Até agora calculamos as projeções de vetores por um processo gráfico, mas isto também pode ser feito algebricamente. Para isto é necessário uma pequena revisão da trigonometria: 

Dado um triângulo retângulo ABC, chamamos, por exemplo: 

· A, B e C:
vértices do triângulo; 

· B :

vértice com o ângulo reto (90°); 

· a, b e c :
medidas dos lados opostos aos vértices A, B e C, respectivamente; 

· a e c:
catetos;

· b:

hipotenusa; 

·  e  :
ângulos dos vértices A e C, respectivamente. 

Definimos: 

sen = seno do ângulo  = cateto oposto ao ângulo A dividido pela hipotenusa = a/b; 

sen = a/b

cos = cosseno do ângulo  = cateto adjacente ao ângulo A dividido pela hipotenusa = c/b 

cos = c/b

tan = tangente do ângulo  = cateto oposto dividido pelo cateto adjacente = a/c 

tan = a/c

Verifica-se que tan = sen/cos e que, pelo teorema de Pitágoras, tem-se que b2 = c2 + a2 , se dividirmos esta equação por b2 temos; 

ou seja, a relação fundamental da trigonometria : 

sen2 + cos2 = 1

válida para qualquer que seja o valor de . 

Na figura abaixo temos um vetor A, de módulo |A| que forma com o eixo x um ângulo  ; Ax é a projeção do vetor sobre o eixo x, portanto podemos escrever as relações: 

Ax = +|A|.cos  

Ay = +|A|.sen  

Exemplo: dados os vetores A, B, C e D, todos com módulo igual a 10, determinar o módulo dos vetores X e Y tais que: 

a) X = A + B 

b) Y = C + D 

Dados aproximados: 

sen 45° = cos 45° = 0,707 

cos 20° = 0,940 

cos 50° = 0,643 

sen 20° = 0,342 

sen 50° = 0,766 

7. Geometria Analítica - Conceito Vetorial 

7.1 Soma de um ponto com um vetor 

Dado um ponto A e um vetor v, existe um único ponto B tal que B - A = v. O ponto B chama-se soma do ponto A com o vetor v e se indica por A + v. O vetor A + (-v) se indica por A - v. 

Propriedades: 

i) A + 0 = A; 

ii) (A - v) + v = A; 

iii) se A + v = B + v então A = B; 

iv) se A + u = A + v então u = v; 

v) A + (B - A) = B 

7.2 Sistemas de coordenadas cartesianas 

Um sistema de coordenadas cartesianas no plano é um conjunto formado por um ponto O e por uma base (i ; j). Sendo i e j vetores unitários (módulo igual a 1) ou versores. Trata-se da base formada pelos vetores representados por segmentos orientados com origem em O e extremidade nos pontos (1;0) e (0;1). Indica-se por (O; i ; j). 

O ponto O chama-se origem do sistema. As retas orientadas que passam pelo ponto O e têm as direções e os sentidos dos vetores i e j denominam-se, respectivamente, eixo das abscissas e eixo das ordenadas. 

Fixado um sistema de coordenadas (O; i; j) denominam-se coordenadas de um ponto P, em relação a este sistema, as coordenadas do vetor P-O em relação à base (i; j). 

Nestas condições, se P-O = xi + yj, então x e y são as coordenadas de P. 

Assim, a cada ponto P do plano corresponde um par ordenado (x; y) de números reais. 

Escrevemos P(x;y). Inversamente, dado um par ordenado (x;y) de números reais, existe um único ponto P cujas coordenadas são x e y. 

Escrevemos, com rigor, que: P = O + xi + yj. 

As coordenadas x e y de P são denominadas, respectivamente, abscissa e ordenada de P. 

Freqüentemente consideram-se sistemas de coordenadas cartesianas perpendiculares, isto é, sistemas (O;i;j) em que a base (i; j) é perpendicular. 

Propriedades: se P(x1;y1) e Q(x2 ; y2) então

a) P-Q = (x1 - x2 ; y1 - y2); 

b) se P(x;y) e v(a;b) então P + v = (x+a; y+b) 

7.3 Equação vetorial da reta 

Seja r uma reta no plano que passa por um ponto A e que tem a direção de um vetor não nulo v. Para que um ponto X do plano pertença à reta r é necessário e suficiente que exista um número real t, tal que: 

X - A = tv ou 

X = A + tv. 

Para cada ponto X de r tem-se um valor para t, e quando X descreve toda a reta no sentido do vetor v, t varia no conjunto dos números reais (R) de -infinito a +infinito. 

Assim a equação: X= A + tv é denominada de equação vetorial da reta r. 

Obs.: se a reta r for determinada por dois pontos distintos A e B, a direção de r será dada pela direção do vetor B-A, e a equação vetorial de r será: X = A + t(B-A). 

7.4 Equações paramétricas da reta 

Seja (O; i; j) um sistema de coordenadas no plano. 

Sejam X (x;y), A (x0 ; y0) e v (a ; b), respectivamente um ponto genérico de uma reta r, um ponto dado de r e um vetor v, não nulo, de direção paralela à reta r. 

Da equação vetorial da reta r : X = A + tv 
vem 

(x ; y) = (x0 ; y0) + t (a ; b) 
logo:

x = x0 + t.a 

y = y0 + t.b 

onde a e b não são todos nulos pois v é não nulo.

Estas equações são chamadas equações paramétricas da reta r em relação ao sistema de coordenadas fixado. 

Exemplos: 

1) Dar as equações paramétricas da reta r, que passa pelo ponto A(3;-1) e é paralela ao vetor v(-3;-2). 

2) Verificar se os pontos B(-6;-7), C(0;3), D(1;1) e E(0;1) pertencem à reta r do ex. 1. 

3) Para que valores de m o ponto F(m;1) pertence à reta do ex. 1? 

7.5 Condição para que três pontos pertençam à mesma reta. 

A condição para que três pontos pertençam à mesma reta, pontos A (xA ; yA ), B (xB ; yB.) e C (xC ; yC ) é que os vetores AB e AC pertençam à mesma reta, isto é: AB = m. AC 

Exemplos: 

1) Verificar se os pontos A(5;2), B(-1;-4) e C(7;4) pertencem à mesma reta. 

2) Idem para: D(2;1), E(3;2) e F(1;-1) 

3) Para que valor de m os pontos X(3;-1), Y(-7;3) e Z(-1;m) pertencem à mesma reta 

7.6 Produto escalar

Chama-se produto escalar de dois vetores u = x1i + y1j e v = x2i + y2j e se representa por u x v   e   lê-se  "u escalar v", ao número real: 

u x v = x1x2 + y1.y2   

Exemplos: 

1) u = 3.i - 5.j e v = 4.i - 2.j 

u x v = 3.4 + (-5).(-2) = 12 + 10 = 22 

2) u = 2.i - j e v = i + 2j 

u x v = 2.1 + (-1).(2) = 2 - 2 = 0 

7.6.1 Propriedades do produto escalar 

i) u x v = v x u (comutativa); 

ii) a(u x v) = (au) x v = u x (av); 

iii) u x (v1 + v2 ) = u x v1 + u x v2 (distributiva); 

iv) u x u é sempre maior ou igual a zero, se u x u = 0 então u = 0; 

v) u x u = |u|2 ; 

vi) sendo  o ângulo entre u e v e u e v são diferentes de 0 tem-se u x v = |u|.|v|.cos  ;

vii) se u x v = 0 então ou u = 0 ou v = o ou u é perpendicular a v.

7.6.2 Distância entre dois pontos 

A distância entre os pontos A(xA ; yA ) e B(xB ; yB ) é definida como d = |AB| = |B - A| e vale, portanto, segundo a definição: 

d =

Exemplos: 

1) calcular a distância entre os pontos A (1;1) e B(0;0); 

2) sabendo-se que a distância entre os pontos A(-1;2) e B(1;m) vale 2, calcular m. 

7.6.3 Ângulo entre duas retas 

Seja a reta r1 que passa pelo ponto A1 (x1 ; y1 ) e tem a direção de um vetor v1 (a1 ; b1 ) e seja a reta r2 que passa pelo ponto A2 (x2 ; y2 ) e tem a direção de um vetor v2 (a2 ; b2). Chama-se ângulo de duas retas r1 e r2 o menor ângulo entre os representantes dos vetores v1 e v2 . Logo, sendo  este ângulo, temos: 

cos  = 

ou em coordenadas 

cos  = 

Exemplo: calcular o ângulo entre as retas paralelas aos vetores v1 e v2 nos seguintes casos: 

v1: (1;1), (2;0), (1;1), (-2;0) 

v2: (-2;1), (2;2), (2;2), (0;-1) 

Observações:

i) se cos  = 0 as retas são perpendiculares; 

ii) se cos  = 1 as retas são paralelas; 

iii) se 0 < cos  < 1 as retas são concorrentes. 

Exemplos: 

1) Dar a posição relativa das retas paralelas aos vetores v1 e v2 nos casos: 

v1 : (-3; -2), (3; 3), (-3;0), (0;2) 

v2 : (-2; -3), (0;3), (5;0), (0;-1) 

2) Dada a reta r que passa pelo ponto A (1;1) e tem a direção do vetor v1(2;0). Determinar as coordenadas dos pontos B(3;m), C(2;n) e D(0,p) que formam com a reta r, respectivamente, retas com ângulos 30°, 60° e 90° passando pelo ponto A. Dados: cos 30° = cos 60° = 1/2 e cos 90° = 0 

7.6.4 Distância entre ponto e reta 

Dados uma reta r paralela a um vetor v e um ponto B, não pertencente à reta r, define-se como distância do ponto B à reta r a distância entre o ponto B e o ponto de intersecção da reta que passa por B e forma com a reta r um ângulo de 90°. 

Roteiro de cálculo: 

i) C pertence a r logo 
C = A + t.v 

ii) Eq. Paramétricas: 
xC = xA + t.a

yC = yA + t.b 

iii) ( xC - xA )/a = ( yC - yA )/b 

iv) BC ( xC - xB ; yC - yB ) 

v) BC é perpendicular a v,( aplicar a fórmula do ângulo para 90° - obtém-se xC e yC ); 

vi) Aplicar a fórmula da distância entre dois pontos. 

Exemplos: 

1) Dado o ponto A(4;2) e o vetor v(2;1) calcular a distância entre o ponto B (1;4) e a reta que passa por A e tem a direção do vetor v.

2) Idem para A(0;0), v(2;1), B(0;5).

3) Idem para A(0;3), v(0;2), B(-5;3). 
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