XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE - NIVEL 1 (52 e 62 séries - Ensino Fundamental)

PROBLEMA 1
Encontre todos os nimeros naturais n de trés algarismos que possuem todas as propriedades
abaixo:

e n éimpar;

e N € um quadrado perfeito;

¢ A soma dos quadrados dos algarismos de n € um quadrado perfeito.

PROBLEMA 2
Com quatro tridngulos equiléteros de lado

1 é possivel formar uma peca, no formato
de um tridngulo equildtero de lado 2,
como mostra afigura ao lado. V —-

Imagine que vocé tenha muitos tridngul os equiiléteros de lado 1 de trés tipos: brancos, pretos
e cinzas para formar pecas como no exemplo acima. Duas pegas assim formadas s8o
consideradas iguais quando podemos obter uma delas girando a outra, conforme ilustrado
abaixo, a esquerda.

Ak A

Par de pecasiguais Par de pecas diferentes

Quantas pegas diferentes podem ser formadas nas condi¢des apresentadas?

PROBLEMA 3
Dizemos que um nimero natural é composto quando pode ser escrito como produto de dois
nimeros naturais maiores que 1. Assim, por exemplo, 91 é composto porque podemos
escrever 91 = 7x 13.
Mostre que 0 nimero
(22004 + 2)

2 +1

€ composto.
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PROBLEMA 4
Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo num tabuleiro 2 x n:

[
|
|
|
9 | from = = o o o s
| |
|
|
|

o o 4 4 1
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+
|
|
|
|

As pegas do jogo sdo dominds 2 x 1. Inicialmente Arnaldo coloca um dominé cobrindo
exatamente duas casas do tabuleiro, na horizontal ou na vertical. Os jogadores se revezam
colocando uma pega no tabuleiro, na horizontal ou na vertical, sempre cobrindo exatamente
duas casas do tabuleiro. N&o é permitido colocar uma pega sobre outra ja colocada
anteriormente.

Quem ndo conseguir colocar uma peca no tabuleiro perde.

————— Dominé na vertical

Dominé6 na horizontal
Qual dos dois jogadores tem uma estratégia vencedora, ou sga, uma estratégia que o leva a
vitéria quaisquer que sejam as jogadas de seu adversério, para:
(8 n=2004?
(b) n=2005?

PROBLEMA 5
Considere o poligono P de 6 lados.

Com copias de P, podemos cobrir todo o plano, sem sobreposi¢bes, como mostrado a seguir.

NN
) ) ) ) )

R«
>0 > > )

Existe um poligono de 13 lados com o qual € possivel cobrir todo o plano com suas copias,
sem sobreposi¢des? Caso sga possivel, apresente um poligono. Caso ndo seja, diga o porqué.
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XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE — NIVEL 2 (72. e 82, Séries)
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1
Na figura, ABC e DAE sdo tridngulos isdsceles (AB = AC = AD = DE) e os angulos BAC e
ADE medem 36°.

A E B

a) Utilizando propriedades geométricas, calcule a medida do angulo E[SC .
b) Sabendo que BC = 2, calcule a medida do segmento DC.
c¢) Calcule a medida do segmento AC.

PROBLEMA 2
A sequiéncia de algarismos
1,2,3,4,0,96,94,8,7,...

€ construida da seguinte maneira: cada eemento, a partir do quinto, é igual ao ultimo
algarismo da soma dos quatro anteriores.

a) Osalgarismos 2, 0, 0, 4, juntos e nesta ordem, aparecem na sequiéncia?

b) Os agarismosiniciais 1, 2, 3, 4, juntos e nesta ordem, aparecem novamente na sequéncia?

PROBLEMA 3

Esmeralda tem uma pilha com 100 pedras. Ela divide essa pilha em duas novas pilhas e em
seguida multiplica as quantidades de pedras nessas duas novas pilhas e escreve o produto em
um quadro. Ela entdo escolhe uma pilha com mais de uma pedra e repete esse procedimento:
a pilha é dividida em duas, as quantidades de pedras nessas duas pilhas sdo multiplicadas e o
produto escrito no quadro. Esta operacdo é redlizada até se obter apenas pilhas com 1 pedra
cada.

Quais sdo os possiveis valores da soma de todos os produtos escritos no quadro?
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XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE — NIVEL 2 (72. e 82, Séries)
SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Em um jogo para dois participantes, Arnaldo e Bernaldo alternadamente escolhem um
nimero inteiro positivo. A cada jogada, deve-se escolher um nimero maior que o Ultimo
numero escolhido e menor que o dobro do Ultimo ndimero escol hido.

Nesse jogo, vence o jogador que conseguir escolher o nimero 2004. Arnaldo joga primeiro e
inicia com o nimero 2. Qual dos dois tem estratégia vencedora, ou sga, consegue escolher o
ndmero 2004 independentemente das jogadas do adversério?

PROBLEMA 5
Seja D o ponto médio da hipotenusa AB de um tridngulo retdngulo ABC. Sgam O, e O, 0s
circuncentros dos tridngulos ADC e DBC, respectivamente.

a) Mostre que OlIZA)O2 éreto.
b) Mostre que AB é tangente ao circulo de didametro O0, .

PROBLEMA 6

Considere todas as maneiras de colocarmos nas casas de um tabulero 10x10 exatamente dez
vezes cada um dos algarismos 0, 1, 2, ..., 9.

Encontre o maior inteiro n com a propriedade de que, em cada tabuleiro, alguma linha ou
alguma coluna contenha pelo menos n algarismos diferentes.
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XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1:
Seja ABCD um quadrildtero convexo. Prove que os incirculos de ABC, BCD, CDA e DAB tém
um ponto em comum se, e somente se, ABCD é um losango.

PROBLEMA 2:

Determine todos os valores de n tais que € possivel dividir um tridngulo em n tridngulos de
modo que ndo haja trés vértices alinhados e em cada vértice incida 0 mesmo nimero de
segmentos.

Mostramos a seguir tal divisdo paran = 7. Observe que em cada um dos seis vértices incidem
quatro segmentos.

PROBLEMA 3:
Seja X, X,,..., X0 UMa segliéncia de nimeros inteiros satisfazendo X, = X, p + Xyiq X s
1<k <2001.

E possivel que mais da metade de seus termos sgam negativos?
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XXVI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
TERCEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)
SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:
Considere todas as maneiras de colocarmos nas casas de um tabuleiro 10x10 exatamente dez
vezes cada um dos algarismos 0, 1, 2, ..., 9.

Encontre o maior inteiro n com a propriedade de que, em cada tabuleiro, alguma linha ou
alguma coluna contenha pelo menos n algarismos diferentes.

PROBLEMA 5:
Considere a sequiéncia (a,)),.y COM 8, =8, =a,=a,=1e a,a, , =a,,8, ,+a82,.

Mostre que todos os termos dessa sequiéncia sdo nlmeros inteiros.

PROBLEMA 6:

Sejam a e b nimeros reais. Considere a fungdo f,,: RP — R definida por
fa(Xy)=(a—-by—x*x). Sendo P=(xy)eR?, definimos f3(P)=P e
fa51(P) = fop (f5(P)), parak inteiro ndo negativo.

O conjunto per(a; b) dos pontos periddicos da fungdo f,, € o conjuntos dos pontos P de R

para 0s quais existe um inteiro positivon tal que f.),(P)=P.

Fixado o real b, prove que o conjunto A, ={ae R| per(a,b) # 0} tem um menor elemento.
Calcule esse menor elemento.
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