Mastermethode: T(n)=a*T(n/b)+f(n), 



(log = logba)

1.) f(n) = O(nlog –e) existiert e>0 ( T(n)= O(nlog)

2.) f(n) = ((nlog ) ( T(n)= ((log2 n* nlog )

3.) f(n) = ((nlog + ( ) für ( > 0 UND a*f(n/b) <= c*f(n) für ein c<1 ( T(n)= ((f(n))

Dynamisches Programmieren: die 4 Schritte: 1. charakterisiere Struktur einer optimalen Lösung (Idee); 2. definiere rekursiv den optimalen Wert einer Lösung; 3. berechne Wert einer optimalen Lösung (i.d.R. bottom-up); 4. konstruiere optimale Lösung. --- Beispiele für dyn.Prog.: Matrizenkettenmultiplikation (alle Klammerungen ausprobieren, aber Teilklammerungen wiederverwenden), längste gemeinsame Teilfolge (von hinten vergleichen: maximum von den Wörtern mit jeweils einem weggenommenen Buchstaben), Blocksatzproblem(alle Anzahlen in erster Zeile probieren usw.), Rucksackproblem (Rucksack mit Kapazität und Gegenstände mit Gewicht/Wert; R(n,w) = bis zum n-ten Gegenstand sind w Gewichte im Rucksack; R(n,w) = max(R(n-1,w) , R(n-1,w-wn)+Wert(n))  ; falls wn < Maximalgewicht – w) 

Hashing: Behandlung von Kollisionen: 1. Verkettung, 2. sondieren. Sondierungen: linear (h(k,i) = (h’(k)+i) mod m), quadr. (h(k,i) = (h’(k)+c1i + c2i2) mod m), double hashing (h(k,i) = (h’(k) + ih2(k)) mod m). Simple uniform hashing: alle Slots werden gleich oft getroffen. Belegungsfaktor ( = Anzahl Elemente / Anzahl Speicherplätze. Laufzeit Suchen, Löschen, Einfügen: O(1+() . Bei offenem uniform hashing mit (<1 ist die erwartete Anzahl der Sondierungen bei einer nicht erfolgreichen Suche O(1 + 1/1-(). Löschen in offen adressierter Hashtabelle ist sehr schwierig, schreibe „gelöscht“ . 

Perfektes Hashing: einmal n Schlüssel einfügen, danach nur noch suchen. Wenig Speicherplatz; statisch! Suchen worst-case O(1). Eine Hashfunktion; die Kollisionen mit einer weiteren Hashfunktion hashen. Speicherplatz O(2n), Kollisions-Hashtabellen sind (Kollision)2 groß. -> Wahrscheinlichkeit Kollision < 0,5 ; weil quadratisch großer Platz.

Universelles Hashing: Def. Eine Familie H von Hashfunktionen heißt universell, wenn für alle x ungleich y aus U gilt, dass |{h|h(x) = h(y)}| = H/m. Wähle zufällig eine Hashfunktion aus H, und benutze immer diese. Beispiel: Schlüssel dezimal darstellen, Skalarprodukt mit zufälligem a1,...,ar = h(Schlüssel). Wahrscheinlichkeit einer Kollision = (H/m)/H = 1/m. Anwendung z.B. bei Compiler-Symboltabellen. -----Amortisierte Analyse: Was ist der Unterschied zwischen average-case- und amortisierter Analyse? Bei amortisierter Analyse spielt Wahrscheinlichkeit keine Rolle. Amortisierte Analyse garantiert eine durchschnittliche Laufzeit jeder einzelnen Operation im schlimmsten Fall und kann bei Operationen auf Datenstrukturen angewandt werden. Vorher sparen (z.B. einfügen), danach ausgeben (z.B. löschen). Aggregation (Sequenz von n gleichen Operationen kostet T(n) im Sonderangebot, durch n teilen ( nur gültige Datenstrukturen betrachten !), Buchhaltermethode (z.B. Euros in Baum-Knoten, Operationen können unterschiedlich sein), Potenzialmethode (definiere für jeden Zustand Potenzialfunktion, zu zeigen: Potenzial bleibt erhalten, Potenzialfunktion > 0). Bsp. Bistack/Queue. Für die letzten beiden Methoden: Für alle möglichen Sequenzen zeigen: totale amortisierte Kosten müssen obere Schranke für totale tatsächliche Kosten sein. 

PrioQueue: Heaps, BinomialHeaps, FibHeaps. 

	
	MakeHeap
	Insert
	Union
	Extract-Min
	FindMin
	DecreaseKey

	BinHeap
	((1)
	((log n)
	((n)
	((log n)
	((1)
	((log n)

	BinomialHeap
	((1)
	O(log n)
	O(log n)
	((log n)
	O(log n)
	((log n)

	FibonacciHeap (AA)
	((1)
	O(1)
	O(1)
	((log n)
	((1)
	((1)


Delete entspricht Decrease-Key + Extract-Min.  
BinaryHeap: einfügen unten, hochsickern lassen. Union: komplett neu aufbauen (BuildHeap ((n)). Beim Löschen das letzte Element an die gelöschte Stelle setzen und durchsickern lassen (swap). Decrease-Key: durchsickern lassen 

BinomialHeap: Insert: MakeHeap + union. Union: größere Wurzel an kleinere ranhängen usw. (binäre Addition).  Extract-Min: Kinder per Union einfügen. 

FibonacciHeap: Union: Wurzellisten zusammenknallen. Insert: BuildHeap + Union. FindMin: konstant, da Zeiger auf Minimum. DecreaseKey: gucken, ob im parent 1 oder 0: wenn 0, dann Kind rauslöschen, wenn 1, dann auch den parent in die Wurzelliste aufnehmen.  So werden nicht zu viele Kinder entfernt. Extract-Min: führe Konsolidierung durch. Sorgt dafür, dass viele Kinder entstehen.

Graphenalgorithmen: G = V x E (V Knotenmenge, E Kantenmenge = Teilmenge von V x V ). Allgemein: dichter Graph: E = O(V2), dünner Graph: E = O(V). Sobald E = ((V) ist, eignet sich FibHeap besser als BinHeap-Implementation. ------- Breitensuche und Tiefensuche jeweils ((|V|+|E|). Jede Kante wird genau zweimal besucht. Beide finden Zusammenhangskomponenten, aber nur wenn für jeden Knoten aufgerufen wird. Topologisches Sortieren: Tiefensuche, markiere jeden Knoten mit Start- und Endzeit. Am Ende sortiert nach Austrittszeiten in eine Liste einfügen. Oder: Jeden komplett abgearbeiteten Knoten vorne in die Liste einfügen.

Minimal spanning tree – Prim: starte bei einem Knoten, nimm die kürzeste Kante, deklariere die beiden Knoten als eine Komponente. Von dieser Komponente aus wieder die kürzeste Kante nehmen usw. O(V log V + E ). (E kommt weil jede Kante einmal angesehen wird; V log V kommt weil FibHeap benutzt wird, damit decreaseKey konstant läuft, sonst log V * E anstatt nur E: V kommt von der Anzahl der Schleifendurchläufe, log V von ExtractMin)

Kruskal: kleinste Kante nehmen, die keinen Kreis erzeugt. Wir brauchen Union-Find-Datenstruktur, d.h. Zusammenhangskomponenten finden und vereinigen. Laufzeit für das Sortieren der Kanten: E log E.  für das Umfärben: V log V, weil jedes Element logarithmisch oft umgefärbt wird, für Find (Farbe herausfinden): O(E), weil für jede Kante Farbe des Nachbarknotens finden. Zusammen: O(E * log V).

Kürzeste Wege: SPSP = single pair shortest path, SSSP = single source shortest paths, SDSP = single destination shortest paths, APSP = all pairs shortest paths. Alle Teilpfade von kürzesten Pfaden sind kürzeste Pfade. Wir wollen keine negativen Zyklen im Graph haben. Der maximale Weg hat eine Länge von V-1; weil kein Knoten zweimal besucht werden soll. 

Bellman-Ford: u = Startknoten; do V-1 times foreach edge (v,w) in E  relax(u,v,w);  where relax(u,v,w) { if (v.dist > w.dist + w(v,u)) then { v.dist = w.dist + w(v,u) ; v.pred = w; } } . Am Ende zusätzlicher Durchlauf; wenn sich noch was ändert, gibt’s einen negativen Zyklus. ( Laufzeit: O(VE). Idee für Korrektheitsbeweis: Nach dem k-ten Schleifendurchlauf haben wir alle k.W. über höchtens k Kanten. Nun schauen wir alle Kanten die an einem Knoten anschließen durch, welche zum kürzesten Weg mit Länge k+1 führt. Analog dazu kann man APSP berechnen, indem man zusätzlich foreach vertex V die Schleife durchläuft.

Dijkstra: Breitensuche mit Fib-Heap.

	Bellman-Ford
	((V*E)
	(für E=V2) ((V3)

	Dijkstra
	((V logV + E)
	(für E=V2) ((V2)

	APSP
	((V2*E) (BF)   (((V2*logV +V*E) (Dij)
	(für E=V2) ((V4)  ((V3)

	Floyd Warshall
	((V3)
	(für E=V2) ((V3)


Floyd-Warshall: dyn. Prog; gewichtete Adjazenzmatrix mit den Kantengewichten; mit unendlich initialisiert falls keine Kante existiert. Besondere Matrizenmultiplikation, statt * macht man +; statt + macht man Minimum. Dk die Matrix, wo die minimalen Distanzen drinstehen mit höchsten k besuchten Knoten. Nach einer „Multiplikation“ mit M erhält man Dk+1.

Nun gilt auch Mk * Mk  = M2k ( Logarithmisch viele Multikationen ( O(V3logV)

Johnsons Algorithmus für dünne Graphen

Bellman-Ford findet negative Zyklen und funktioniert mit negativen Kanten.

Dijkstra funktioniert nicht mit negativen Kanten.

