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Vorbereitung:

Ich habe die Vorlesungen zur Linearen Algebra I und II mit viel Engagement besucht und alle Übungszettel alleine gelöst, um alles zu verstehen. Auf die Prüfung direkt habe ich mich in der Woche davor noch einmal jeden Tag mindestens 6 Stunden mit dem Skript und den Übungszetteln beschäftigt und bin abends dann noch den Fragebogenkatalog von Herrn Schulze durchgegangen. Von Tag zu Tag konnte ich mehr Fragen beantworten und fühlte mich recht sicher.

Zusätzlich habe ich mich noch mit einer Kommilitonin zwei Tage zusammengesetzt und wir sind schwierigere Sätze und Definitionen durchgegangen und haben auch sonst viel zum Verständnis des Stoffes gelernt.

Atmosphäre:

Wie schon so viele andere Prüfungen vorher fing auch diese Prüfung später an als erwartet. Herr Schulze kannte mich schon vorher recht gut aus den Vorlesungen und fing mit der Einstiegsfrage (nach der notwendigen Frage über meinen gesundheitlichen Zustand) erst mal recht locker an. Während der Prüfung war ich etwas nervös und achtete bei meinen Bezeichnungen nicht immer darauf für neue Räume einen neuen Endindex zu wählen. Doch nachdem er mich darauf aufmerksam machte habe ich das immer schnell berichtigt und erklärt, warum das falsch war. Aber ansonsten machte ich wohl einen sehr sicheren Eindruck und am Ende meinte er noch, dass ich fast dazu neigte viele Fakten unstrukturiert zu nennen. Vor allem bei Beweisen hätte er es lieber gehabt, wenn ich die Vorraussetzungen immer vorher aufgeschrieben hätte und nicht erst während des Beweises.

Er war sehr nett, versuchte meine anfängliche Nervosität zu eliminieren und mich zu beruhigen, dass ich etwas langsamer sprechen sollte.

Ich erklärte ihm am Ende noch, dass ich immer versucht habe überall so viele Fachbegriffe und Definitionen einzuschieben, wie möglich, denn dann sieht man, dass ich die Begriffe beherrsche und dass ich problemlos damit umgehen kann.

Ablauf

Wie bei allen anderen auch fangen wir mit der Standardfrage an:

Was ist ein Vektorraum?

Wir haben einen Körper (K, +, *) gegeben und eine abelsche Gruppe (V, (). Zusätzlich haben wir eine äußere Verknüpfung ( gegeben mit (: KxV ( V.

und es gilt: (a1*a2) ( x = a1 ( a2 ( x

Distributivität der Verknüpfung +,* und ( und dass 1 ( x = x ist.

Können Sie mir denn Beispiele für Vektorräume nennen?

Na erst mal das Standardbeispiel: Kn.

Wie sieht denn dazu eine Basis aus?

man stellt die Vektoren mit Koordinaten dar und dann wäre (1,0,...) ein Basisvektor. Zusammen mit den anderen Vektoren, welche an der i- ten Stelle eine 1 haben ergibt sich daraus eine Basis.

Ist diese Basis denn eindeutig?

Nein, es gibt dort unendlich viele Basisvektoren, Hauptsache sie sind linear unabhängig und n sind vorhanden.

Was bedeutet denn lineare Unabhängigkeit und wie wird dann eine Basis definiert?

Endlich viele Vektoren, bei denen aus a1 x1 + ... + an xn = 0 folgt, dass alle ai = 0, heißen linear unabhängig. Eine solche Menge heißt dann linear unabhängig. Und unendlich? Eine Menge, bei der jede beliebige Teilmenge linear unanhängig ist, ist selbst linear unabhängig. Eine Basis ist eine linear unabhängige Menge, welche den ganzen Raum aufspannt.

Wie kann man eine Basis charakterisieren?

Maximal linear unabhängige Teilmenge. Minimales Erzeugendensystem. Folgt leicht nach Steinitz. (Auch wenn wir in unserem Skript diese Beweise schon vor Steinitz gemacht haben.

Okay, was eine lineare Abbildung ist, wissen Sie sicherlich, aber wie hängen lineare Abbildungen mit Matrizen zusammen?

Wenn man eine Abbildung f: X ( Y gegeben hat, dann kann man zu einer Basis von x und einer Basis von Y die Bilder der Basisvektoren in die Spalten einer Matrix schreiben. Dann ist für jedes x der Funktionswert eindeutig bestimmt mit (1<=i<=n xi * f(ai). Das ist praktisch die Matrizenmultiplikation mit dem Vektor. Falls es noch einen zweiten Wert geben würde, würde dies der linearen Unabhängigkeit der Basisvektoren widersprechen.

Schön, wenn man eine Abbildung gegeben hat, wie lässt sich diese denn vereinfachen.

Bei einem Homomrphismus kann man die Basis der jeweiligen Räume so anpassen, dass immer eine einfache Matrix der Form ((1,0,...),....,(0, ...,0,1,0,...), 0) entsteht.

Dies lässt sich einmal beweisen dadurch, dass die Elementarmatrizen immer eine Matrix der Basistransformation sind und man deshalb jede Spalten-, und Zeilenumformung durch einen Elementarmatrix darstellen kann und durch umformen ja immer in diese Form gelangt oder man betrachtet alle Vektoren a1,...,an aus dem Kern von f, verlängert diese Basis nach Steinitz um die Vektoren an+1,...,at und wählt als Basis von Y dann die Verlängerung von f(an+1),...,f(at).

Dass diese Vektoren linear unabhängig sind ist klar, da die Vektoren nicht aus dem Kern von f kommen. Die Matrix bezüglich dieser Basen hat dann die gewünschte Form.

Gut, wie sieht dass denn bei einem Endomorphismus aus?

Ein Endomorphismus bildet von X nach X ab, also würde sich jede Basistransformation aus dem Ausgangsraum auch gleich auf den Bildraum auswirken, also kann nicht jede Abbildung in eine so einfache Form gebracht werden. Darum versucht man dort die Matrizen zu diagonalisieren, indem man Eigenwerte findet..

Was ist denn ein Eigenwert und Eigenvektor?

ein Eigenvektor ist ein Vektor für den gilt f(x) = a* x. a wird dann Eigenwert genannt.

Wie kann man eigenwerte finden?

Indem man von der Gleichung A* x = a* x die a findet, welche unendlich viele Lösungen induzieren. Dazu bestimmt man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A – t* E).

Beweisen Sie: a Nullstelle des charakteristischen Polynoms ( a Eigenwert!

Hab ich gemacht.(Der Einzeiler steht im Skript Seite 100, §34, Satz 3)

Was gibt es den noch für Charakteristika für Diagonalisierbarkeit?

Es besteht eine Basis aus Eigenvektoren, das Minimalpolynom zerfällt in Linearfaktoren oder Die Vielfachheit jeder Nullstelle des char. Polynoms entspricht der Dimension des zugehörigen Eigenraums.

Warum gilt die letzte Aussage?

( trivial

( die Dimension des Eigenraums ist immer ( der Vielfachheit der Nullstelle (den Beweis musste ich auch vorführen (Seite 102, §35, Satz 1). Also folgt die Behauptung.

Schön. Wechseln wir mal das Thema:

Wie ist im allgemeinen das Skalarprodukt definiert?

Ein Skalarprodukt ist eine positiv definite Hermitesche Form.

(Ich glaube mit der Definition hatte er jetzt nicht gerechnet, denn er machte eine kurze Pause)

Soll ich dass noch mal anders aufschreiben?

Nein, nein, ich glaub dass Sie das können.

Wie sieht die Matrix zu einem Skalarprodukt aus?

Da es eine Hermitesche Form ist, ist es bezüglich einer ONB eine Hermitesche Matrix. (Darauf wollte er wohl nicht hinaus, also hakte er nach).

Was gilt denn noch für so eine Matrix?

Meinen Sie jetzt, dass alle Unterdeterminanten positiv sind?

(Er musste kurz überlegen)

Ja, aber wie kann man das denn noch ausdrücken?

(Mir fiel das in diesem Moment nicht ein) Ich weiß irgendwie gerade nicht, was gemeint sein könnte.

Was gilt denn für die Eigenvektoren?

Ach so, die sind natürlich alle positiv, das folgt doch aber aus der vorigen Behauptung. (Gerade noch gerettet)

Was ist denn eine selbstadjungierende Abbildung?

f: X ( X Endomorphismus. Es muss gelten f(x) * y = x * f(y). Analog zu der Definition der adjungierenden Abbildung, wobei f von X nach Y geht und f* von Y nach X.

Die Matrix bezüglich einer ONB ist dann eine Hermitesche Matrix.

Kann man diese Matrix immer diagonalisieren?

Ja, denn alle Eigenwerte sind reell, das folgt aus A = A(quer)T. Und zu diesen Eigenwerten existiert dann eine ONB aus Eigenvektoren. Dass lässt sich leicht per Induktion beweisen.

Na gut, ob es leicht ist oder nicht steht auf einem anderem Blatt, aber wir haben keine Zeit mehr. Wie ist denn der Dualraum eines Vektorraums definiert?

Zuerst haben wir den Raum der linearen Abbildungen von X nach Y mit Hom(X, Y) bezeichnet. Der Dualraum eines Vektorraums ergibt sich dann recht leicht, wenn man Y gleich dem K-VR K setzt. dann sind es praktisch alle linearen Abbildungen von X nach K.

Dann war die halbe Stunde schon zu Ende. Ich war mir schon recht sicher, dass diese Prüfung super gelaufen ist auch wenn ich nach dieser Prüfung über 5 Minuten draußen warten musste. Ich habe später festgestellt, dass diese 5 Minuten nicht Minuten heftiger Diskussionen waren, sondern dass die Zeit einfach nur zum Lüften verwendet wurde.

Viel Erfolg in deiner Prüfung
