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بطاقة ( 1 )
وحدة الهندسة التحليلية
الجدول الثاني يبين كيفية إثبات أن الشكل الهندسي متوازي أضلاع ، معين ، مستطيل ، مربع باستخدام طول القطعة المستقيمة أو باستخدام الميل .
	الشكل

	بإستخدام طول قطعة مستقيمة
	بإستخدام الميل

	متوازي أضلاع
	كل ضلعين متقابلين متساويين في الطول
	كل ضلعين متقابلين ميلهم متساوي
( متتوازيين )


	معين
	كل أضلاعة متساوية في الطول
	كل ضلعين متقابلين ميلهم متساوي

+ تعامد القطرين


	مستطيل
	كل ضلعين متقابلين متساويين في الطول    +  زاوية قائمة
	كل ضلعين متقابلين ميلهم متساوي

 + ضلعين متجاورين فيه متعامدين


	مربع
	كل أضلاعة متساوية في الطول
+ زاوية قائمة
	كل ضلعين متقابلين ميلهم متساوي

+ ضلعين متجاورين فيه متعامدين + تعامد القطرين



ملاحظة : 
1)الإثبات بإستخدام طول قطعة مستقيمة :
   -  طول أ ب  =∆ (س2 –  س1 )2+ ( ص2 –  ص1)2 

   - الزاوية القائمة : 1-  بإستخدام نظرية فيثاغورث .
                           2- الزاوية القائمة ( الشرط التحليلي لتعامد متجهين : س1س2 + ص1ص2 = 0 )
2)الإثبات بإستخدام الميل :
 -  م = ص2 – ص1
           س2 – س1  

- توازي المستقيمين : ( م1 = م2 )
- تعامد المستقيمين : ( م1 × م2 = - 1 )
بطـــــاقة (2 )

قوانين المساحات و المحيطات والحجوم لبعض الاشكال والمجسمات
المربع:
   مساحة المربع   =  طول الضلع في نفسه 

   محيط المربع   = 4× طول الضلع                 
المستطيل:
   مساحة المستطيل = الطول × العرض





   محيط المستطيل  = 2(الطول + العرض(

متوازي الاضلاع:
   مساحة متوازي الاضلاع = القاعدة × الارتفاع
   محيط متوازي الاضلاع   = 2× مجموع الضلعين المتجاورين

المعين :

   المساحة = ∶ × (حاصل ضرب طول القطرين)
   المحيط  = 4 × طول الضلع

المثلث:
   مساحة المثلث = ∶ ×  طول القاعدة × الارتفاع
                    =  نصف حاصل ضرب الضلعين × جيب الزاوية المحصورة بينهما
   مساحة المثلث القائم = ∶ × القاعدة × الإرتفاع
   محيط المثلث  = مجموع أطوال اضلاعه

الدائرة:






   مساحة الدائرة = ( نق 2




   محيط الدائرة  = 2 ط نق) مشتقة المساحة(

الكرة:
   المساحة  = 4 ( نق 2 

    الحجم    = 4/3 ( نق3
بطـــــاقة ( 3 )

قوانين المساحات و المحيطات والحجوم لبعض الاشكال والمجسمات
الاسطوانة:
   المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الإرتفاع

   الحجم             = 2( نق ع 

   المساحة الكلية بدون غطاء = 2 × ( نق ع + (نق 2

   الكلية بغطاء     = 2× ( نق ع + 2 ( نق 2

المكعب:
   المساحة الكلية   = 6 × مساحة أحد أوجهه
                      =   مربع طول ضلعه × 6

   المساحة الجانبية = 4 × مساحة أحد أوجهه
                     =  مربع طول ضلعه× 4

   الحجم            =  مكعب طول ضلعه
المخروط القائم:
   الحجم = ∷ × مساحة القاعدة × الارتفاع
           = ∷ ( نق2 ع
 متوازي المستطيلات:
  المساحة الكلية    = مجموع مساحات الأوجه الستة   
  المساحة الجانبية    =  محيط القاعدة × الارتفاع                                       
  الحجم             = مساحة القاعدة × الارتفاع

نشاط تعزيزي" 4 "

الإرتبــــــاط الخطي
1) إذا كان المتجهان  ل∘ = -12 س∘ + 4 ص∘  ،  ن∘ = < 6 ، 2 + م > مرتبطان خطياً . أوجدي قيمة م ثم اكتبي المعادلة الاتجاهية للمتجهين .                                         [  م =-4 ، ل∘ = - 2  ن∘  ]
2) إذا كان   م ∘ = < 4 ، 6 > ،  ن∘ = 4 س∘ - 7 ص∘ ،  ل ∘ = -4 س∘ + ب ص∘  ،    ك ∘ = < جـ ، 2 > فأوحدي :
           ∊ قيم ب ، جـ بحيث   م ∘ ≕  ك ∘   ،  ل∘ ≅   ك ∘                           [  ب = 8/3 ، جـ = 4/3  ]
             ∌ أثبت أن  (  ل∘  +   ك ∘ )  ،  ن∘   مرتبطان خطياً .
3)  إذا كان   ل ∘ = < -6 ، 9 > ،  م ∘ =  س∘ + 2 ص∘ ،  ن ∘ = -2 س∘ + 10 ص∘  ، فأثبت أن المتجهين  ل ∘ ، ( 2  م ∘   -  ن ∘ )  مرتبطان خطياً .  
4) إذا كان   ل ∘ = < 3 ، 2 > ،  م ∘ = - 6  س∘ +  ص∘ ،  ن ∘ = < 6 ، - 6 >   ، فأثبت أن المتجهين  ( 2  ل ∘   +    ن ∘ ) ،   م ∘ مرتبطان خطياً .  
5) إذا كان   ل ∘ = < - 4 ، 3 > ،   ن ∘ = < 6 ، ك >   متجهان فأوجدي قيمة ك إذا كان المتجهان :                  1) مرتبطان خطياً                 2) متعامدان 
نشاط تعزيزي" 5 "

تطبيقات على حاصل الضرب الداخلي لمتجهين
1) أ ب جـ مثلث فيه أ ب = 15سم ،  أ جـ = 10 سم ، ب جـ = 24.8 سم .أوجد قياس أكبر زاوية في المثلث أ ب جـ .                                                                                    [  5165 ]
2) إذا كانت أ ، ب ، جـ نقط في مستوى الإحداثي حيث ، أ = ( 1 ، 2 ) ، ب = ( 2 ، 0 ) ،             جـ = ( - 2 ، 3 ) فأوجدي بإستخدام حاصل الضرب الداخلي لمتجهين:
· قياس الزاوية المحصورة بين ( أب∘ ، أجـ ∘ ) .                                           [  5135 ]
· في المثلث أ ب جـ فيه أب = 7سم ، أجـ = 15سم ، قياس الزاويه أ = 560 فأوجدي طول ب∬ جـ  .                                                                                          [  13 ]
3) إذا كان   م ∘ = < 3 ، - 2 > ،  ن∘ = < 2 ، ك > فأوجدي قيم ك التي تجعل قياس الزاوية بين المتجهين م ∘ ،  ن  ∘  يساوي  ∾/4 .                                                 [  ك = -10 أو 2/5  ]
4) إذا كان د ب جـ مثلث فيه جـ/ =  - 1 + ∆ 3  سم ، د/ =  2 سم ، ب/ =  ∆ 2  سم ، فأوجدي قياس أصغر زاوية في المثلث .                                                           [  الزاوية ب = 530  ]
5) إذا كان أب ∘ = 5 < 1 ، - 1 > ، أ  ∘ = < 3 ، 4 > فأوجدي نقطة ب .
6) أ ب جـ مثلث ، فيه أ∬ د  ≅ ب∬جـ ، ب د = 10 سم ، ( ب جـ∘ . ب أ∘ = 160 ) .  فأوجدي ، أ جـ∘ . ب جـ∘
نشاط تعزيزي" 6 "

حاصل الضرب الداخلي لمتجهين ( جبرياً )
1) إذا كانت ب أ∘ = ∓∘ + 2 ∔ ∘ ، أ = ( 3 ، 7 ) ، جـ = ( - 2 ، 7 ) . أثبت أن  أ ب جـ مثلث قائم الزاوية في ب .
2) إذا كانت  أ  ∘ = < - 1 ، ك > ،    ب ∘ = <  1 ، ∆ 3  > متجهان في المستوى الإحداثي و يحصران بينهما زاوية قياسها  ∾/3 أوجدي قيم ك .                                           [  ك = 0 أو ∆ 3   ]
3) إذا كانت أ ، ب ، جـ ثلاث نقط في مستوى الإحداثي حيث ، أ = ( 12 ، 8 ) ، ب = ( - 8 ، - 4 ) ، جـ = ( 4 ، - 24 ) فأثبت بإستخدام الشرط الجبري لتعامد متجهين أن هذه النقط هي رؤس مثلث قائم الزاوية في ب .
4) إذا كانت أ ، ب ، جـ ثلاث نقط في مستوى الإحداثي حيث ، أ = ( - 2 ، م ) ،  ب = ( 3 ، - 3 ) ،  جـ = ( 2 ، 9 ) فأوجدي قيم م بحيث يكون المثلث أ ب جـ  قائم الزاوية في أ .                                                                     
                                                                                                  [  م = 7 أو - 1 ]
5) أوجدي قياس الزاوية المحصورة بين ل  ∘ = < - 1 ، 3 > ،    ب ∘ = <  -4 ، 2 >
نشاط تعزيزي" 7 "

تقسيم قطعة مستقيمة
1) إذا كان أ ب∘ = <  - 7 ، - 4 > ، أ ( 5 ، 3 ) أوجدي النقطة التي تقسم أ∬ب من الداخل بنسبة 4 : 5 من جهة أ .                                                                        [  (  17/9  ،  11/9 )  ]
2) أوجدي النسبة التي تقسم بها النقطة ( 3 ، ص ) البعد بين النقطتين أ = ( - 2 ، 6 ) ، ب = ( 5 ، 8 ) مبيناً نوع التقسيم .
نشاط تعزيزي" 8 "

ميــــــــل المستقيم
1) إذا كانت س ، ص ، ع نقط في المستوى الإحداثي : س( 4 ، ك ) ، ص( - 2 ، -1 ) ، ع( 2 ، - 4 ) فأوجدي باستخدام الميل قيمة ك التي تجعل المثلث س ص ع        قائم الزاوية في ص
نشاط تعزيزي" 9 "

معادلة الخــــط المستقيم
1) إذا كان س( 8 ، 0 ) ، ص( 0 ، 5 ) ، ع( - 4 ، - 4 ) ، والنقطة د تقسم س∬ ع من الداخل بنسبة     3 : 1 جهة س أوجدي معادلة المستقيم المار بالنقطة د  وعمودي على  س ص  .                                                      
[  8 س – 5 ص – 7 = 0 ]
2) أوجدي معادلة المستقيم المار بالنقطة التي تقسم المسافة بين النقطتين أ( 3 ، - 8 ) ، ب( 1 ، 7 ) ، من الخارج بنسبة 3 : 4 من جهة ب ويوازي المستقيم الذي معادلته    4 س + 2 ص = - 5 .                                     
[  2 س + ص – 42 = 0 ]
3) أوجدي معادلة المستقيم الذي يصنع مع الإتجاه الموجب لمحور السينات زاوية قياسها 3∾/4 ويمر بنقطة تقاطع المستقيمين ص = 4 س – 5 ، س – 2 = 0 .                   [  س + ص – 5 = 0 ]

4) إذا كان س ص ع ل مربعاً فيه س = ( 5 ، 4 ) ، ع = ( 9 ، 2 ) ، فأوجدي معادلة المستقيم ص ل .                                                 
                                                                                         [ 2س - ص – 11 = 0 ]
5) إذا كان المستقيم 2 ص + أ س = 12 يوازي المتجه    ل ∘ = < - 1 ، 3 > ، أوجدي قيمة أ . وما طول الجزأين المقطوعين من محوري الإحداثيات بهذا المستقيم .
نشاط تعزيزي" 10 "

طول العمود النازل من نقطة الى مستقيم
1) إذا كان أ ب جـ د متوازي أضلاع فيه أ = ( 1 ، 1 ) ، ب = ( -5 ، 3 ) ،  جـ =( -1 ، 8 ) ،        د = ( س ، ص ) أربع نقط في المستوى الإحداثي . أوجد طول العمود النازل من النقطة جـ إلى القطر ب∬ د . 
2) أ ب جـ د شبه منحرف فيه أ ب∘ = 2 د جـ∘ حيث أ( -3 ، 0 ) ، ب( 1 ، -6 ) ، جـ( 2 ، -1 ) أوجدي :
· إحداثي النقطة د

· مساحة الشكل أ ب جـ د .
3) إذا كانت أ ( -4 ، 0 ) ، ب ( 5 ، 9 ) ، جـ هي اللنقط التي تقسم أ∬ ب من الداخل بنسبة 7 : 2 جهة أ فأوجدي طول العمود النازل من  جـ على المستقيم   5 س + 12 ص – 11 = 0 . 
4) إذا كان طول العمود النازل من النقطة ( 3 ، 2 ) على المستقيم  3 س + ب ص – 7 = 0 يساوي 2 وحدة فأوجدي قيمة ب الحقبقية .                                                                  [ ب = 4 ]
5) أ ب جـ د مربع فيه ب ( 9 ، 5 ) ، د ( 5 ، 9 ) تقاطع قطرآه في هـ . فأوجدي معادلة القطر أ∬جـ  ثم أوجدي طول العمود النازل من النقطة ب إلى القطر أ∬جـ  .
نشاط تعزيزي" 11 "

المعادلات المثلثية
أوجدي مجموعة حل المعادلة حيث :
1) ∆ 2 جتاθ – طتاθ = 0                  ،θ ≉ ح  
                                    [ ∾/2 +2 ن ∾ إما  ∾/4 + 2ن ∾ إما 3∾/4 + 2ن ∾   ]
2) جتاθ – 2 جتا2θ = 0                   ، θ ≉ ح  
           [ ∾/2 + 2ن ∾  ≈  3∾/2 + 2ن ∾ ≈  ∾/3  + 2ن ∾  ≈ 5∾/3 + 2ن ∾  ]
3) 2 جا2θ – 3 جاθ + 1 = 0          ،  θ ≉  ] 0  ، 2∾ [   
[ ∾/6 ،  5∾/6 ،  ∾/2 ]
4) 2 جا2θ + جاθ - 1 = 0             ،  θ ≉  ح   
                                    [ 3∾/2 + 2ن ∾ إو  ∾/6 + 2ن ∾ إو 5∾/6 + 2ن ∾   ]
5) جا2θ  =  3 جتا2θ                   ،  θ ≉  [ 0  ، 2∾ [     
[ ∾/3 ،  5∾/3 ،  2∾/3 ،  4∾/3]
نشاط تعزيزي" 12 "

الــــــدوال المثلثية
من دون استخدام الآلة الحاسبة أوجد قيمة :

1) أوجدي القياس الأساسي :   51740    ،    -17∾/3  
2) جا 5960  جتا( -51050 ) + جا 5750 ظتا 5405 – جتا 5480  قتا 5150                  [  3/4 ]
3) 2 جتا 5660  جا 5450 قتا ( -5750 ) – 2 ظا 5495 قا 29∾/ 3                                [  5 ]
4) جا 5960  جتا390 5  + قا 5405 قتا 51140 ظا 5900 -  جا 51215 قا ( -5765 )        [ -7/4 ]
5) جا2 51485  ظا960 5  ظتا 5870 + قا ( -5585 ) + قتا 51590                             [ 1/2  ]
نشاط تعزيزي" 13 "

صيغ المجموع و الفرق
من دون استخدام الآلة الحاسبة أوجد قيمة :

1) جتا 5165                                                                             [  - 1 - ∆ 3   / 2∆ 2  ]
2)  ظا 515                                                                                             [  2 - ∆ 3  ]
3) بدون إستخدام الآلة الحاسبة أثبت أن  :
           ظا 5140 =      ظا 55 - 1
                               ظا 55 +1

4) إذا كان جتا θ1 = - 1 / ∆ 5   حيث θ1 ≉ ] ∾ /2 ، ∾ [ ، 4ظا θ2 = 3  حيث  θ2  ≉  ] ∾  ، 3∾/ 2 [ ، من دون إستخدام الآلة الحاسبة أوجد قيمة ظا (θ1 – θ2 ) .                                              [  11/2  ]
نشاط تعزيزي" 14 "

صيغ ضعف الزاوية
من دون إستخدام الآلة الحاسبة أثبت أن :
1)  أثبت أن      جتا 2 أ        =   1 – ظا أ 
                     1 + جا2 أ            1 + طا أ

2)          جا 2 س + جا س           =   ظا س
          جتا 2 س + جتا س + 1

3)   جا 2θ + 1   =    جا θ + جتا θ
         جتا 2θ            جتا θ -  جا θ
4)         جا 525 +  جتا 540       =    ظا 525 

        1 +  جتا  525 + جتا 550

نشاط تعزيزي" 15 "

صيغ التحليل الى عوامل
من دون إستخدام الآلة الحاسبة أثبت أن :

1)   جا  550 + جا 510       =   ∆ 2   

 جا 525 + جتا 525               2

2) إذا كانت θ ، 3θ ≉ ] 0 ،  ∾ /2 [ ، أثبت أن :
                   جتا ( ∾ /2 - 3 θ ) – جا ( ∾  +  θ )  =   ظا 2 θ 

                         جتا  3 θ – جتا ( ∾  -  θ )  
3)   جا ( 530 + θ  ) -  جتا ( 530 - θ  )    =     ∆ 3   
                          جا  θ
4)   جتا θ + جتا( θ + 5240 ) + جتا ( θ - 5240 ) = 0
نشاط تعزيزي" 16 "

صيغ الجداء ( حاصل الضرب )
من دون إستخدام الآلة الحاسبة أوجدي قيمة :

1) جتا 5262.5 جتا 552.5                                                          [  - ∆ 3   +  ∆ 2   /  4 ]
2) جتا 575 جا 515                                                                              [  2- ∆ 3   /  2 ]
3)    جا θ [ جتا ( 560 + θ  ) +  جتا ( 560 - θ  ) ]                                                 [  1/2 ]
                             جا 2θ
4) أثبت أن :

 2 [ جتا( س + ص ) جتا( س - ص ) - جا( س + ص ) جا( س - ص ) ] = طتا 2س قاص

                    جا( 2س + ص )  + جا( 2س - ص ) 

إعداد : أ.إسمهان يوسف


