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ANALISIS DE ALGORITMOS

1.- INTRODUCCION
Un algoritmo es un conjunto de instrucciones sks;ilclaramente especificado, que se debe seguar pa
resolver un problema. Una vez que se da un algogiana un problema y se decide que es correctoasm
importante es determinar la cantidad de recursmapdiempo y espacio, que requerira. Un algoritme q
resuelve un problema, pero tarde un afo en hadadificiimente sera de utilidad. De manera simila,
algoritmo que necesita un gigabyte de memoria pahao es util.
Es necesario estudiar:

«Como calcular el tiempo que emplea un programa.

+Como reducir el tiempo de ejecucién de un programa.

-Los resultados del uso indiscriminado de la redursi

2.- SOPORTE MATEMATICO
En general, el analisis requerido para estimaselde recursos de un algoritmo es una cuestioicaedr
por lo tanto, necesita un marco formal. Comenzarnosalgunas definiciones matematicas:
Las siguientes cuatro definiciones seran validas@n nuestro estudio:
Definicion: T(n) = O(f(n)) si existen constantes coptales que T(nE ¢ f(n) cuando & ng
Definicion: T(n) =Q(g(n)) si existen constantes c ytales que T(n¥ ¢ g(n) cuando & ny
Definicion: T(n) =©(h(n)) si y solo si T(n) = O(h(n)) y T(n)&(h(n)).
Definicion: T(n) = O(p(n)) si T(n) = O(p(n)) y T(M O(p(n))

El objetivo de estas definiciones es establecardan relativo entre funciones. Dadas dos funcigneslo
general hay puntos donde una funcién es menoregogd, de modo que no tienen sentido afirmar poe,
ejemplo, f(n) < g(n). Asi, se comparan fasas de crecimiento relativauando esto se aplica al analisis
de algoritmos, se vera por qué ésta es la medipartemte.

Aungue 1000n es mayor quépara valores pequefios de herece con una tasa mayor, y aéffimalmente
serd la funcion mayor. El punto de cambio es, ¢a easo, n = 1000. La primera definicion dice que
finalmente existe un puntqg, pasado el actual ¢ - f(n) es siempre al menogre@ame como T(n), de tal
modo que se ignoran los factores constantes, §(a) menos tan grande como T(n). En este cas@rse t
T(n) = 1000n, f(n) =Hny = 1000y ¢ = 1. Se podria usa=0 y ¢ = 100. Asi se puede decir que 1000n =
O(m) (orden n cuadrada). Esta notacién se conoce @mande.Con frecuencia, en vez de decir “orden
..., suele decirse “O grande..”.

Si se usan los operadores tradicionales de dedapiglara comparar las tasas de crecimiento, ersidace
primera definicion dice que la tasa de crecimiatgdl (n) es menor o iguat) que la de f(n). La segunda
definicion, T(n) =Q(g(n)) (digase “omega”), dice que la tasa de criegita de T(n) es mayor o iguat)(
gue la de g(n). La tercera definicion, T(npth(n)) (digase “theta”), dice que la tasa de cremito de T(n)

es igual (=) a la de h(n). La ultima definicionnYE o(p(n)) (digase “o pequefia”), dice que la @sa
crecimiento de T(n) es menor (<) que la tasa dararento de p(n). Esta es diferente de la O grapdejue

O grande permite que las tasas de crecimientausdeiy

Para demostrar que alguna funcién T(n) = O(f (m))sasuelen aplicar estas definiciones formalmeirte,
gue se usa un repertorio de resultados conocidogieBeral, esto significa que una demostracionnes u
proceso muy sencillo y no debe implicar célcul@egto en circunstancias extraordinarias.

Cuando se dice que T(n) = O(f(n)), se esta gaeardt@que la funcién T(n) crece a una velocidad agam
gue f(n); asi f(n) es umata superiorde T(n). Como esto implica que f(nXXT(n)), se dice que T(n) es
unacota inferiorde f(n).

Por ejemplo, hicrece mas rapido qué, msi se puede decir que=O(rf) o P = Q(n%). f(n) =y g(n) =

2r? crecen a la misma velocidad, asi que ambas, f@gn)) y f(n) =Q(g(n)), se cumplen. Cuando dos
funciones crecen a la misma velocidad, la decid®mepresentar esto o no c®() puede depender del
contexto particular. Intuitivamente, si g(n) = 2mtonces g(n) = Ofh g(n) = O(r) y g(n) = O(A) son
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técnicamente correctas, pero es obvio que la ultiption es la mejor respuesta. Escribir g(19(®%) dice
no solo que g(n) = Ofh sino también que el resultado es tan bueno {@xacmo es posible.
Las cosas importantes a saber son:

Regla 1:

Si Ty(n) = O(f(n)) y B(n) = O(g(n)), entonces
(@) Ta(n) + Tx(n) = max(O(f(n)), O(g(n)))
(b) Ta(n) * To(n) = O(f(n) * g(n))

Regla 2:
Si T(x) es un polinomio de grado n, entonces T(&(x")

Regla 3:
log“ n = O(n) para cualquier k constante. Esto indigalgs logaritmos crecen muy lentamente.

Para ver que la regla 1(a) es correcta, nétespaueefinicion existen cuatro constantescs, n, y r, tales
gue Ty(n) < cif (n) para re Ny y To(n) < ¢, g(n) para re n,.Sea g = max(n, ny). Entonces, parazang, Ty(n)
< cif(n) y Ty(n) £ ¢, g(n), de modo queq{n) + Tx(n) < ¢ f(n) + 6 g(n). Sea £= max(g, ¢,). Entonces,
Ta(n) + Tx(n) < c5f (n) + & g(n)
< c(f(n) +g(n))
< 2¢ max(f(n), g(n))
< ¢ max (f(n), g(n))
parac=2gyn=n
Y asi podrian demostrarse las otras relacionessdadgeriormente. Esta informacion es suficiente par
ordenar por tasas de crecimiento la mayoria dielteciones comunes:

Funcién Nombre
c constante
log n logaritmica
log” n logaritmica cuadrada
n lineal
nlogn
n’ cuadréatica
n’ cubica
2" exponencial

Hay varios puntos que destacar. Primero, es muyestdd incluir constantes o términos de orden memo
una O grande. No se debe decir T(n) = (®@nT(n) = O(A + n). En ambos casos, la forma correcta es T(n)
= O(rf). Esto significa que en cualquier analisis quaiie@ una respuesta O grande, todos los tipos de
simplificaciones son posibles. Por lo regular pueidgaorarse los términos de menor orden y deseetass
constantes. La precision que se requiere en ea$os es considerablemente menor.

En segundo lugar, siempre se pueden determinaagas de crecimiento relativo de dos funciones ¥ (n)
g(n) mediante el calculo lim.. f(n) / g(n), usando la regla de L'Hopitsi es necesario.

El limite puede tener uno de cuatro valores:

. El limite es 0: esto significa que f(n) = o(g(n)).
. El limite es & 0: esto significa que f(n)&(g(n)).
. El limite es: esto significa que g(n) = o(f (n)).
. El limite oscila: no hay ninguna relacion.

! La regla de L'Hépital establece que sijlim f(n) = y lim, .., g(n) =c , entonces lim.., f(n) / g(n) = lim ., f'(n) /
g'(n) donde f'(n) y g'(n) son las derivadas de y(gjn), respectivamente.
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Casi nunca es necesaria la utilizacion de estedogten general la relacion entre f(npg@) se puede
obtener por simple algebra. Por ejemplo, si f(m) leg n yg(n) = n-> entonces para decidir cual de las
funciones f(n) yg(n) crece con mayor rapidez, lo que realmente sesita es determinar que crece mas
rapidamente, log n 0'A Esto es como determinar que crece con mayoraagiod n o n. Este problema es
sencillo, porque es bien sabido que n crece madaragnte que cualquier potencia de un logaritmad, As
g(n) crece con mayor rapidez que f(n).

Una nota de estilo: es incorrecto decir &£rD(f(n)) porgue la desigualdad esta implicita eddfinicion.

Es erréneo escribir f() O(g(n)), pues no tiene sentido.

3.- MODELO

Para analizar algoritmos en un marco formal, sesiegcun modelo de computacion. Nuestro modelo es
basicamente una computadora normal, en la cuainfaBicciones se ejecutan de modo secuencial. El
modelo tiene el repertorio estandar de instruca@®acillas, como adicion, multiplicacion, comparacgy
asignacion, pero a diferencia de las computad@aes, ésta tarda exactamente una unidad de tiempo
hacer cualquier cosa (sencilla). Para ser razonablsupondra que, como una computadora modetea, es
modelo tiene enteros de tamafo fijo (digamos 32) jitque no tiene instrucciones refinadas, como la
inversion de matrices o la clasificacion, que cfeate no se pueden hacer en una unidad de tiempo.
También suponemos una memoria infinita.

Es obvio que este modelo tiene algunas debilidaHesla vida real, por supuesto, no todas las
operaciones tardan exactamente el mismo tiemp@aHicular, en este modelo una lectura de discataue
igual que una adicién, aun cuando la adicion ssetevarios 6rdenes de magnitud mas rapida. Tamalién,
suponer memoria infinita, nunca hay que preocupposdaltas de pagina, lo cual puede ser un prablem
real, en especial en algoritmos eficientes. Esgel@ser un grave problema en muchas aplicaciones.

4.- ¢ QUE ANALIZAR?

En general, el recurso mas importante a analizal smpo de ejecucion. Varios factores afectareaipo

de ejecucion de un programa. Algunos, como el dahpi y la computadora usada, estdn mas alla del
alcance de cualquier modelo teo6rico, asi que, ausgm importantes, no hemos de tratarlos. Los otros
factores relevantes son el algoritmo usado y sadat

El tamafio de la entrada suele ser la considerawianipal. Se definen dos funciones,oin) y TpeolN),
como el tiempo de ejecucion promedio y el del peso, respectivamente, empleados por un algoritred p
una entrada de tamafio n. Claro esfa.{h) < T,eo(N). Si hay mas de una entrada, esas funcionespued
tener mas de un argumento.

Cabe sefalar que en general la cantidad requesigh teempo del peor caso, a menos que se espexifiq
otra cosa. Una razon para esto es que da una eota tpdas las entradas, incluyendo entradas
particularmente malas, que un analisis del casmgamd no puede ofrecer. La otra razon es que b dait
caso promedio suele ser mucho mas dificil de calckin algunos casos, la definicién de “promedicdge
afectar el resultado. (Por ejemplo, ¢qué es umadanpromedio para el problema siguiente?).

Como ejemplo, se considerard el siguiente problema:

PROBLEMA DE LA SUMA DE LA SUBSECUENCIA MAXIMA

Dados enteros (posiblemente negativog) &, ..., & encontrar el valor maximo d& i a (Por
conveniencia, la suma de la subsecuencia maxifasie®dos los enteros son negativos).

Ejemplo: Para la entrada -2, 11, -4, 13, -5, -Peépuesta es 20 (dehasta g).

Este problema es interesante sobre todo porquieexizuchos algoritmos para resolverlo, y su reratitoi
varia drasticamente. Estudiaremos cuatro algoritpara resolver el problema. En la siguiente tabla s
muestra el tiempo de ejecucion en cierta compugaErmodelo exacto carece de importancia) pams est
algoritmos.
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Algoritmo 1 2 3 4
Tiempo o(r) o(rf) O(n log n) o(n)
n=10 0.00103 0.00045 0.00066 0.00034
Tamafo| n =100 0.47015 0.0111p 0.00486 0.00063
dela n =1000 448.77 1.1233 0.05843 0.003B3
Entrada | n = 10000 NA 111.13 0.68631 0.03042
n = 100000 NA NA 8.0113 0.29832

Hay varias cosas importantes que observar enadta Para una entrada pequefia, todos los algsrimo
ejecutan en un instante, asi que si solo se esparpequefia cantidad de datos, no valdria la sozarse

por tratar de encontrar un algoritmo muy ingenid3or. otro lado, existe un gran mercado hoy en dia d
reescritura de programas que fueron creados ciim® @ras o mas, basados en la suposicion, invabiga

de que la entrada es pequefa. Esos programas swsiddos lentos ahora porque usaron algoritmos
deficientes. Para entradas grandes, el algoritras dlaramente la mejor opcion (aunque el 3 tamégn
utilizable)

Segundo, los tiempos dados no incluyen el tiempoegdo para leer la entrada. Para el algoritmel 4,
tiempo de lectura de la entrada desde un discodmlplemente de un orden de magnitud mayor que el
requerido para resolver el problema. Esto es aaiatito en muchos algoritmos eficientes. La lecile
datos suele ser el cuello de botella; una vez gueen los datos, el problema se puede resolviefaragnte.
Para algoritmos ineficientes esto no es ciert@ydue valerse de recursos de cdmputo significafisg es
importante que, siempre que sea posible, los &hlgosi sean suficientemente eficientes para no \&dver
cuello de botella del problema.

La siguiente figura muestra las tasas de crecimidatlos tiempos de ejecucion de los cuatro algost
Aun cuando esta gréafica solo presenta valoresmparare 10 y 100, las tasas de crecimiento rekateom
evidentes. Aunque el gréfico del algoritmo 3 pailewsml, es facil verificar que no lo es usando tegla (0
una hoja de papel).

5000

4500 H
4000 -
3500 -
3000 -
2500 +
2000 +
1500 -

500 -
n

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Si representaramos graficamente el rendimiento palares mayores, las diferencias serian realmente
significativas. Lo cual seria una ilustracién espedlar de cuan indtiles son los algoritmos inefibés,
incluso para cantidades moderadamente grandedake da

5.- CALCULO DEL TIEMPO DE EJECUCION

Hay varias formas de calcular el tiempo de ejecudé@ un programa. La tabla anterior se obtuvo
empiricamente. Si se espera que dos programas tengyos parecidos, es probable que la mejor fatena
decidir cual es mas rapido sea codificarlos y ¢getas.

En general existen varias ideas algoritmicas,dessable la eliminacion rapida de las ineficaces|gque

se suele requerir un analisis. Mas aun, la hakilida hacer un analisis permite aprender a disefar
algoritmos eficientes. El andlisis también sueltectar cuellos de botella, que vale la pena catifton
gran cuidado.

Para simplificar el analisis, adoptaremos el coiovee que no hay unidades de tiempo particulareg. &
desechan las constantes iniciales. Tampoco se temasuenta los términos de orden menor. Como O
grande es una cota superior, nunca se debe subeslitiempo de ejecucion de un programa. En eféeto
respuesta obtenida es una garantia de que el prageamina en cierto lapso; el programa puede tenmi
antes de este, pero nunca despues.

5.1.- Un ejemplo sencillo
Aqui esta un fragmento de programa sencillo pdralea > "-, i®

int suma(int n)

{
int i, sumaParcial;
{1} sumaParcial=0;
{2} for(i=1; i<=n; i++)
{3} sumaParcial=sumaParcial +i*i* i,
{4} return sumaParcial;
}

El anadlisis de este algoritmo es sencillo. Lasataciones no cuentan en el tiempo. Las lineas {{4}y
cuentan por una unidad de tiempo cada una. La{B}eauenta por cuatro unidades cada vez que srige
(dos multiplicaciones, una adicidén y una asigngcidee ejecuta n veces, para un total de 4n unédadde
linea {2} tiene el costo oculto de la inicializagion + 1 para todas las comprobaciones y n pais tos
incrementos, lo cual da 2n + 2. Se ignoran lososodé llamar y retornar de la funcién, para un ge6n +

4. Asi, se dice que la funcion es de orden O(n).

Si tuviéramos que efectuar este trabajo cada veaguesitemos analizar un programa, pronto la &eea
haria irrealizable. Por fortuna, como estamos ddad@spuesta en términos de O grande, hay muchos
medios de abreviar que se pueden seguir sin alaataspuesta final. Por ejemplo, la linea {3} aente
es un enunciado O(1) (por ejecucion), asi que @8l icontar precisamente si lleva dos, tres o cuatr
unidades; esto no importa. La linea {1} es obviatménsignificante comparada con el ciclo for, ast gs
inatil consumir tiempo aqui. Esto lleva a variaglas generales obvias.

5.2.- Reglas Generales
Regla 1 - Ciclo=OR

El tiempo de ejecucion de un ciclo for es a lo swintbempo de ejecucion de las instrucciones gtanes
en el interior del ciclo for (incluyendo las condites) por el nUmero de iteraciones.

- Pagina 5 de 101 -



Asignatura: Estructuras de Datos

H Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Docente: Lic. Veronica L. Vanoli
|

Apunte de Catedra

Regla 2 - Ciclo=FOR ANIDADOS

Analizarlos de adentro hacia fuera. El tiempo @ewgion total de una proposicién dentro del grugo f
anidados es el tiempo de ejecucion de la propasicidltiplicado por el producto de los tamafios de
todos los ciclos for.

Como ejemplo, el siguiente fragmento de progran@(ed:

for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=n; j++)
k=k + 1;

Regla 3 - Proposiciones consecutivas
Simplemente se suman (lo cual significa que el méxés el Unico que cuenta).
Como ejemplo, el siguiente fragmento de programa.tigne trabajo O(n) seguido de trabajoP(n

for(i=0; i<n; i++)
a[i]=0;
for(i=0; i<n; i++)
for(j=1; j<=n; j++)
ali]=ali] + afi] +i +J;

Regla 4 -IF/ELSE
Para el fragmento

if(cond)
sl
else
s2

El tiempo de ejecucion de una proposicion if/elseca es mas grande que el tiempo de ejecucion de la
condicién mas el mayor de los tiempos de ejecud&®81 y S2.

Claramente, esto puede ser un tiempo sobreval@madtgunos casos, pero nunca es una subestimacion.

Otras reglas son obvias, pero una estrategia bdsi@malisis que funciona es ir del interior (ot@anas

profunda) hacia fuera. Si hay llamadas a funcioobgiamente éstas deben ser analizadas primer@ySi
procedimientos recursivos, hay varias opcioneda $ecursion es un ciclo for ligeramente disfrazaglo
andlisis suele ser trivial. Por ejemplo, la sigteeiincion es en realidad solo un ciclo sencillabyiamente

es O(n):

int factorial(int n)

{

if(n==0 || n==1)
return 1;

else

}

Este ejemplo es realmente un uso ineficiente dedarsion. Cuando la recursion se usa adecuadanesnte
dificil convertirla en una estructura iterativa cila. En este caso, el andlisis implicard unaciéta de
recurrencia que hay que resolver. Para ver queepsigzeder, considérese el siguiente programa.eguéia
ser un uso horrible de la recursién:

return n * factorial(n-1);
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{Célculo de los numeros de Fibonacci}
{Supéngase n>=01}

int fibonacci(int n)

{

{1} if(n==0 || n==1)

{2} return n;
else

{3} return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);
}

A primera vista, éste parece ser un uso muy imetey de la recursién. Sin embargo, si el prograga s
codifica para valores de n alrededor de 30, se &adente que el programa es terriblemente inefieieEl
andlisis es bastante sencillo. Sea T(n) el tiempejecucion de la funcion fibonacci(n). Sin =0 e 1,
entonces el tiempo de ejecucién es algun valortantes que es el tiempo requerido para evaluar la
condicion de la linea {1} y regresar. Se puederdgaeée T(0) = T(1) = 1, ya que las constantes naitamn.

El tiempo de ejecucion para otros valores de nige entonces en relacion con el tiempo de ejecudébn
caso base. Para n > 2, el tiempo de ejecucion tetadn es el trabajo constante de la linea {1kreha
trabajo de la linea {3}. La linea {3} consta de uadicibn mas dos llamadas a funcién. Puesto que las
llamadas a funcion no son operaciones simplesglge dnalizar por separado. La primera llamada&@don

es fibonacci(n-1) y, por lo tanto, por la definiti@e T, requiere T(n-1) unidades de tiempo. Un
razonamiento similar muestra que la segunda llamadaiere T(n-2) unidades de tiempo. Entonces el
tiempo total requerido es T(n-1) + T(n-2) + 2, dercuenta por el trabajo de la linea {1} mas liaiéd de

la linea {3}. Asi, para iz 2, se tiene la siguiente formula del tiempo dewgjn de fibonacci(n):

T(n) =T(n-1) + T(n-2) + 2
Como fibonacci(n) es igual a fibonacci(n-1) + filacni(n-2), es facil demostrar por induccion que) Bn
fibonacci(n) y asi el tiempo de ejecucion de estgama crecexponencialmentd=sto es lo peor posible.
Con un arreglo simple y un ciclo for, se obtiene waduccién sustancial del tiempo de ejecuciore Est
programa es lento porque se efectia una cantidadherde trabajo redundante, violandose la cuagia re
de la recursiéh Notese que la primer llamada de la linea {3}ofibcci(n-1), realmente calcula fibonacci(n-
2) en algun momento. Esta informacion es desechadacompone recursivamente y hace que el tiempo de
ejecucion sea enorme. Este es tal vez el mejompégerde la méxima “no calcular nada mas de una yez”
no debe ahuyentar al programador del uso de lasiéou Existen usos sobresalientes de la recursion.

5.3.- Soluciones al problema de la suma de la subgencia maxima
Ahora se presentan los cuatro algoritmos que resoal problema de la suma de la subsecuencia raaxim
antes planteado. (punto 4)

int sumaSubsecuenciaMaxima(int[] a, int n)

{
int estaSuma, sumaMax, mejorl, mejorJ, i, j, K;
{1} sumaMax=0; mejorl=0; mejorJ=0;
{2} for(i=0; i<n; i++)
{3} for(j=0; j<n; j++)
{
{4} estaSuma=0;

2 Regla del interés compuesto. El trabajo nuncabe duplicar resolviendo el mismo ejemplar de wblema en
llamadas recursivas separadas.
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{5} for(k=i; k<=j; k++)
{6} estaSuma=estaSuma + alK];
{7} if(lestaSuma > sumaMax)

{/lactualiza sumaMax, mejorl, mejorJ
{8} sumaMax=estaSuma;
{9} mejorl=i;
{10} mejorJ=j;

}

}
{11} return sumaMax;
}
Algoritmo 1.

Este algoritmo funciona. El tiempo de ejecuciordés’) y se debe por completo a las lineas {5} y {6 la
cuales consisten en una proposicion O(1) inmerdaesrciclos for anidados. El ciclo de la linea €5 de
tamanfo n. El segundo ciclo tiene un tamafio n 1; el cual podria ser pequefio, pero también pusddes
tamafno n. Se puede suponer lo peor, con el enterdonde que esta cota final puede ser un pocoEHllta
tercer ciclo tiene un tamafo j - i + 1, que de ese debe suponer de tamafio n. El total es @(h - n) =
O(n’). La proposicion {1} solo toma O(1) en total, wlproposiciones {7} a {10} toman sélo Gjren total,
puesto que son proposiciones sencillas dentro si@etaciones.

Se puede evitar el tiempo de ejecucion cubico similo un ciclo for. Es obvio que esto no siempre es
posible, pero en este caso hay una gran cantidedlcliglos innecesarios en el algoritmo. La ineficia que
el algoritmo mejorado corrige sobre los célculodadelineas {5} y {6} del algoritmo 2 es indebidante
costosa. A continuacién se muestra el algoritmmradp. Claramente este algoritmo es¥(el anélisis es
aun mas sencillo.

int sumaSubsecuenciaMaxima(int[] a, int n)

{
int estaSuma, sumaMax, mejorl, mejorJ, i, j;
{1} sumaMax=0; mejor|=0; mejorJ=0;
{2} for(i=0; i<n; i++)
{
{3} estaSuma=0;
{4} for(j=0; j<n; j++)
{
{5} estaSuma=estaSuma + a[j];
{6} if(lestaSuma > sumaMax)
{/lactualiza sumaMax, mejorl, mejorJ
sumaMax=estaSuma;
mejorl=i;
mejorJ=j;
}
}
}
{7} return sumaMax;
}
Algoritmo 2.

Este problema tiene solucion O(n log n) recursivalgtivamente compleja, que ahora describiremioso S
fuera porque existe una solucién (lineal) O(n)e estria un excelente ejemplo del poder de la riécurs|
algoritmo se vale de la estrategia “divide y veasérLa idea es partir el problema en dos subpnode
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mas o0 menos iguales, cada uno de los cuales esnwdid igual a la mitad del original. Entonces los
subproblemas se resuelven recursivamente. Esta perte de “dividir’. La etapa de “vencer” consiste
unir las dos soluciones de los subproblemas, ybfgeente en hacer un poco de trabajo adicionad par
llegar a una solucion del problema global.

En este caso, la suma de la subsecuencia maxinte @séar en uno de tres lugares. O esta entera en |
primera mitad de la entrada, o en la segunda notidien pasa por el punto medio y se encuentranbas
mitades. Los primeros dos casos se pueden reseluarsivamente. El Ultimo caso se obtiene, encodtra

la suma mayor en la primera mitad que incluya &ndl elemento de esa primera mitad y la suma mas
grande de la segunda mitad que incluya al prineanehto de la segunda mitad. Estas dos sumas senpued
sumar. Como ejemplo, considérese la siguientedantra

Primera mitad| Segunda mitad
4 35 -2-12 6 -2

La suma de la subsecuencia maxima de la primeeireg 6 (los elementos entieyag), y para la segunda
mitad es 8 (los elementos entgeya,).

La suma maxima de la primera mitad incluye al @tielemento de la primera mitad es 4 (elementog entr
a Yy &), Y la suma maxima de la segunda mitad que inchly@imer elemento de la segunda mitad es 7
(elementos entres§ &). Asi, la suma maxima que abarca ambas mitadesa por el medioes 4 + 7 =11
(elementos entre, § &)

Se ve, entonces, que de las tres formas de enctangabsecuencia de longitud maxima, para el dygng
mejor forma es incluir elementos de ambas mitafigisla respuesta es 11.

El cdédigo del algoritmo 3 merece algun comentaki@.forma general de la llamada al procedimiento
recursivo es pasar el arreglo de entrada juntdafimites izquierdo y derecho, que delimitan ¢aqdn

del arreglo de entrada sobre la que se va a opgngprograma manejador de una linea hace estogm@msan
los bordes 1y n para evitar hacer una copia. Biviga hacer esto el tiempo de ejecucion de iaaytuede
variar drasticamente, como se vera después.

Las lineas {1} a {4} manejan el caso base. Sidzagler, entonces hay un elemento, y este es la sudrsga
méaxima si el elemento es no negativo. El caso idgrno es posible a menos que n sea negativoyaung
perturbaciones menores en el codigo podrian echarder esto). Las lineas {6} y {7} hacen dos llatas
recursivas. Se puede ver que las llamadas recarsiva siempre sobre problemas mas pequefios que el
original, aunque, de nuevo, perturbaciones meremes cddigo pueden destruir esta propiedad. basdi

{8} ala {12} y después de la {13} a la {17} calcah las dos sumas maximas que alcanzan el centro.

Claro esté, el algoritmo 3 requiere mas esfuerzoadificacion que cualquiera de los dos anterioBs.
embargo, la brevedad de un cédigo no siempre implice este sea el mejor. Como se vio en la tabla
anterior, donde se muestran los tiempos de ejetwagidos algoritmos, este algoritmo es considenadahde
mas rapido que los otros dos, excepto con entadeltamarnio reducido.

int sumaSubsecuenciaMaxima(int[] a, int n)

{

return sumaSubsecuenciaMaxima(a, 0, n-1);

}

int sumaSubsecuenciaMaxima(int[] a, int izqg, int)de
{
int sumaMaxlzqg, sumaMaxDer, sumaMaxlzqBorde, sumdddaBorde;
int sumaBordelzq=0, sumaBordeDer=0, centro, i;
{1} if(izq = = der) //caso base
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{2} if(afizq] > 0)
{3} return afizq];
else
{4} return O;
else
{ |

{5} centro=(izq + der) / 2;
{6} sumaMaxlzg= sumaSubsecuenciaMaxima(a, izq, centro);
{7} sumaMaxDer= sumaSubsecuenciaMaxima(a, centro er};, d
{8} sumaMaxlzgBorde=0;
{9} for(i=centro; i>=izq; i--)

{
{10} sumaBordelzg=sumaBordelzq + ali];
{11} if(sumaBordelzq > sumaMaxlzqBorde)
{12} sumaMaxlzgBorde=sumaBordelzq;

}
{13} sumaMaxDerBorde=0;
{14} for(i=centro+1; i<=der; i++)

{
{15} sumaBordeDer=sumaBordeDer + a]i];
{16} if(sumaBordeDer > sumaMaxDerBorde)
{17} sumaMaxDerBorde=sumaBordeDer;

}
{18} return Math.max(Math.max(sumaMaxlzqg, sumaMaxDer),

sumaMaxlzgBorde + sumaMaxDerBorde);

}
}

Algoritmo 3.

El tiempo de ejecucidén se analiza casi en la mifomaa que el programa que calcula los nimeros de
Fibonacci. Sea T(n) el tiempo que lleva resolverpuoblema de suma de la subsecuencia maxima de
tamafio n. Si n = 1, entonces el programa usa untadad de tiempo constante para ejecutar la lifea{l
{4}, a la cual se tomara como la unidad. Asi T(1).De otro modo, el programa debe realizar dosdtias
recursivas, los dos ciclos que estan entre laagift y {18}. Los dos ciclos for se combinan palaanzar
todo elemento entrg & a,, con un trabajo constante en el interior de lobsj asi que el tiempo consumido
en las lineas {9} a {17} es O(n). El cadigo de lawas {1} a {5}, {8} y {18} es constante en tralay se
puede ignorar cuando se compara con O(n). El dedtivabajo se realiza en las lineas {6} y {7}. E$meas
resuelven dos problemas de suma de la subsecueéxima con tamafio n/2 (suponiendo n par). Asisesta
lineas utilizan T(n/2) unidades de tiempo cada paea un total de 2T(n/2). El tiempo total conswomiar

el algoritmo, por lo tanto, es 2T(n/2) + O(n). Edtolas ecuaciones

T1)=1
T(n) = 2T(n/2) + O(n)

Para simplificar los calculos, se puede sustitairrpel término O(n) de a ecuacién anterior; comdaadios
modos T(n) se expresara en notacion O grandenesitectara la respuesta. Si T(n) = 2T(n/2) + Ti(Y) =
1,entonces T(2) =4=2*2,T(4) =12=4*38Y€32=8*4, T(16) = 80 = 16 * 5. El patronegas
evidente, y que se puede obtener, es que stnentdnces T(n) = n * (k+1) = nlog n + n = O(n Iy

Este analisis supone que n es par, ya que deartrea fn/2 no esta definido. Por la naturaleza réuidel
andlisis, esto es realmente valido solo cuandouma$otencia de 2, pues de otra forma tarde orterase
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llega a un subproblema que no es de tamarfio pareguacidn es invalida. Cuando n no es una poteacia
2, se requiere un analisis un poco mas complejo,glaesultado O grande permanece sin cambio.

Se calcula el numero total de llamadas recursivasefectia el algoritmo. Sea R(n) el nimero dedtian
recursivas hechas para resolver un problema decusscia de tamafio n. Entonces R(1) = 0, ya qaeesst

el caso base. El nimero de llamadas recursivas ltteeh {6} es igual al nUmero de llamadas hechiasido

se resuelve el primer subproblema més, por supdadtamada recursiva real. La misma logica seca@

la linea {7}. Esta dice que R(n) = 2R(n/2). Estgsede resolver (cuando n es una potencia de &)lpgar

a R(n) = 2n — 2. EIl cuarto algoritmo para encontmasuma de la subsecuencia maxima, es mas siraple d
implantar que el algoritmo recursivo y también ésmficiente.

int sumaSubsecuenciaMaxima(int[] a, int n)
{
int estaSuma, sumaMax, mejorl, mejorJ, i, j;
i=0; estaSuma=0; sumaMax=0; mejor|=0; mejorJ=0;
for(j=0; j<n; j++)
{
estaSuma=estaSuma + a[j;
if(lestaSuma > sumaMax)
{//actualiza sumaMax, mejorl, mejorJ
sumaMax=estaSuma,;
mejorl=i;
mejorJ=j;
}
else
if(estaSuma <= 0)
{
i=j+1;
estaSuma=0;
}
}
return sumaMax;

}

Algoritmo 4.

Debe quedar claro por que la cota del tiempo e®cia;, pero lleva mas tiempo entender por que deche
funciona. Esto se deja al estudiante. Una ventdigiomal del algoritmo es que solo recorre una esz
datos, y una vez que se lee y procesa a[i], nositaaecordarse esto. Asi, si el arreglo esta srod cinta,

se puede leer secuencialmente, sin necesidad deediar parte alguna en la memoria principal. M#&s au
en cualquier momento, el algoritmo puede dar ctareente una respuesta al problema de la subseauenci
para los datos que ya ha leido (los otros algostmo comparten esta propiedad). Los algoritmos que
pueden hacer esto se conocen caigoritmos en lineaUn algoritmo en linea que requiere solo espacio
constante y se ejecuta en tiempo lineal es el npejsible.

5.4.- Logaritmos en el tiempo de ejecuciéon

Es posible que el aspecto méas confuso del andiiselgoritmos se centre en el logaritmo. Ya seisi@ v
gue algunos algoritmos “divide y venceras” se dp@n en un tiempo O(n log n). Ademéas de los
algoritmos de “divide y venceras”, la aparicion rfrésuente de los logaritmos esta alrededor digjlaente
regla generalun algoritmo es O(log n) si usa un tiempo constd@@)) en dividir el problema en partes
(normalmente en ¥2Por otro lado, si se requiere un tiempo constsintplemente para reducir el problema
en una cantidad constante (como hacer el problefsgpequerio en 1), el algoritmo es O(n).
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Algo que debe ser obvio es que solo esa claseiabdecproblemas puede ser O(log n). Por ejempla si
entrada es una lista de n nimeros, un algoritmmdetbe tarda®(n) en leer los datos. Asi, cuando se habla
de algoritmos O(log n) para esa clase de problepmdp regular se supone que la entrada fue kides.

A continuacién se dan tres ejemplos de comportamiegaritmico.

BUSQUEDA BINARIA

El primer ejemplo se conoce como blusqueda binBxdao un entero x y enterog &, ... &, 10s cuales
estan ordenados y en memoria, encontrar i tal gei&,e0 devolver i = 0 si X no esta en la entrada.

La solucion obvia consiste en rastrear la listazdgierda a derecha y se ejecuta en tiempo lirdal.
obstante, este algoritmo no aprovecha el hechdagliga esta ordenada, y por lo tanto, probableéenan

sea la mejor solucion. La mejor estrategia es preiba esta en la mitad de la lista, de ser agiedpuesta
esta a la mano. Si x es menor que el elementoedélo; se puede aplicar la misma estrategia alrsdia
ordenado a la izquierda del elemento central;es mnayor que el elemento del centro se buscawreitdd
derecha. (También esta el caso de cuando pararpnfinuacion se muestra el cédigo para la busqueda
binaria (la respuesta es el contenido de mediesencaso la variable pos).

int busquedaBinaria(int[] a, int X, int n)

{
int primero, medio, ultimo, pos=-1;
{1} primero=0;
{2} ultimo=n-1;
{3} while(primero<=ultimo & pos= = -1)
{
{3} medio=(primero + ultimo) / 2;
{5} if(a[medio] = = x)
{6} pos=medio;
else
{7} if(a[medio] < x)
{8} primero=medio + 1;
else
{9} ultimo=medio - 1,
}
{10} return pos;

Por supuesto todo el trabajo realizado por iteradéntro del ciclo es O(1), asi que el analisislierg
determinar el nimero de veces que se itera. E eitipieza con ultimo — primero = n — 1 y terminarwo
ultimo — primero< 0. Cada vez que se itera el valor ultimo — pringabe reducirse al menos a la mitad de
su valor original; asi, el numero de veces qudesa es a lo sumo [log(n-1)+2]. (Por ejemplo, §imd —
primero = 128, entonces los valores maximos denalti primero después de cada iteracion son 64,632,

8, 4, 2,1, 0. Asi, el tiempo de ejecucion es OfihgEn forma equivalente, se podria escribir Wrenéila
recursiva para el tiempo de ejecucion, pero estsedalle enfoque por fuerza bruta es innecesariaousn
entiende que esta ocurriendo realmente y por qué.

La busqueda binaria se puede ver como una estaudturdatos. Permite la operacidn buscar en tiempo
O(log n), pero todas las demas operaciones (eitydartinsertar) requieren tiempo O(n). En aplioaeis
donde los datos son estaticos (esto es, no setparmgerciones y eliminaciones), puede ser umaatsta

de datos muy util. La entrada podria ser ordenaltauma vez, y después los accesos serian muyosapid
Un ejemplo podria ser un programa que necesitaemaninformacion acerca de la tabla periddica de lo
elementos (problema tipico en fisica y quimicaaHabla es relativamente estable, dado que es poco
frecuente que se agreguen nuevos elementos. Lodresnde los elementos se podrian almacenar
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ordenados. Como solo hay unos 110 elementos, anh@ Se requeririan ocho accesos para encontrar un
elemento. Realizar la busqueda secuencial requeniuithos mas accesos.

ALGORITMO DE EUCLIDES

Un segundo ejemplo es el algoritmo de Euclides pal@ular el maximo comun divisor. El maximo comudn
divisor de dos enteros es el mayor entero que @igigdmbos. AsimaximoComunDivis@¢b0,15) = 5. El
siguiente algoritmo calculemaximoComunDivisor(m, nsuponiendo quen = n. (Si m < n, la primera
iteracion del ciclo los intercambia)

int maximoComunDivisor(int m, int n)
{
int resto;
while(n > 0)
{
resto=m % n;
m=n;
n=resto;
}

return m;

}

El algoritmo funciona a base de calcular continusteéos restos hasta llegar a 0. La respuesta@tnasb
distinto de cero. Asi, sim = 1989 y n = 159, en&mla secuencia de restos es 399, 393, 6, 3r b Rmto,
maximoComunDivisof1989,1590) = 3. Como lo muestra el ejemplo, esten algoritmo répido.

Como antes, el tiempo de ejecucion total del digoridepende de lo grande que sea la secuencia de
residuos. Aunque log n parece ser una buena réapumeses en absoluto obvio que el valor del resiga

gue descender en un factor constante, pues se=vel gesto va de 399 a solo 393 en el ejemplo.féste

el resto no disminuye en un factor constante entargcion. Sin embargo, se puede demostrar qgeués

de dos iteraciones, el resto es a lo sumo la ndigasu valor original. Esto podria demostrar quetiehero

de iteraciones es a lo sumo 2 log n = O(log n)tgldscer el tiempo de ejecucion. Esta demostragson
facil, por lo que se incluye aqui. Se infiere diaeeente del siguiente teorema.

Teorema:Sim >n, entoncesm% n<m/ 2.

Demostracion: Hay dos casos. Sisim / 2, entonces obviamente, como el resto es ntpreon, el
teorema se cumple para este caso. El otro case es /2. Pero entonces n cabe en m una vez cosstm
m —n <m/ 2, demostrando el teorema.

Uno puede preguntarse si esta es la mejor cothlppga que 2 log n es cerca de 20 para este ggempl
solo se realizaron siete operaciones. Resulta ajeeristante se puede mejorar ligeramente, parar leeg
1.44 log n, en el peor caso (el cual es alcanzsibie y n son numeros de Fibonacci consecutivos). El
rendimiento en el caso promedio del algoritmo delifes requiere paginas y paginas de andlisis
matematico altamente complicado, y resulta finabmeue el nimero medio de iteraciones es de cerca d
(12In 2 In) /¢ + 1.47

EXPONENCIACION

El dltimo ejemplo trata de la elevacién de un emi@muna potencia (que también es entera). Los msmer
gue resultan de la exponenciacion suelen ser hiastgrandes, asi que un analisis sélo sirve supens
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gue se tienen una maguina con capacidad para alaratzes enteros grandes (o un compilador que los
pueda simular). Contaremos el nimero de multipliceess como la medida del tiempo de ejecucion.

El algoritmo obvio para calcularusa n - 1 multiplicaciones. El algoritmo recurssiguiente lo hace
mejor. Las lineas {1} a la {4} manejan el caso bdsda recursién. De otra forma, si n es par,eseeti X=

x "2 X2 y sin es impar, X2 D2y

int potencia(int x, int n)

{
{1} if(n ==0)
{2} return 1;
else
{3} ifln==1)
{4} return x;
else
{5} ifln % 2 ==0)
{6} return potencia(x * x, n/ 2);
else
{7} return potencia(x * X, n/ 2) * x;
}

Por ejemplo, para calculaf>el algoritmo hace los siguientes célculos, engios intervienen solo nueve
multiplicaciones:

x*= () x, X'= ()%, x°= (X)°x, xX'= (X%, x¥= ()

Claramente, el numero de multiplicaciones requeri&kaa lo sumo 2 log n, porque a lo sumo se nanesit
dos multiplicaciones (n es impar) para partir e, @ problema. De nuevo, se puede escribir yvesoina
férmula recursiva. La simple intuicion hace obdankcesidad de un enfoque por la fuerza bruta.

A veces es interesante ver cuanto codigo se pumdeiar sin afectar la correccion. En el cédigaiescde
hecho, {3} a {4} son innecesarias ya que si n ®rdtonces la linea {7} resuelve ese caso. Tambidinda
{7} se puede escribirse como:

{7} return potencia(x, n - 1) * x;

sin afectar la correccion del programa. En efegt@rograma seguird ejecutandose en O(log n), polau
secuencia de multiplicaciones es la misma que .a8tesembargo, todas las alternativas a la linéaq{@
se encuentran a continuacion no sirven, aunquegareorrectas:

{6a} return potencia(potencia(x, 2), n/ 2);
{6b} return potencia(potencia(x, n/ 2), 2);
{6¢c} return potencia(x, n / 2) * potencia(x, n/ 2);

Las lineas {6a} y {6b} son incorrectas porque cuamd= 2, una de las llamadas recursivas a pot¢iecia
2 como segundo argumento. Asi, no se obtiene mogyeesulta un ciclo infinito.

Usar la linea {6¢} afecta la eficiencia porque lmg llamadas recursivas de tamafio n / 2 en venaleln
analisis demostrara que ese tiempo de ejecucian gara O(log n).

5.5.- Verificacion del andlisis

Una vez que se ha realizado un analisis, es deseabsi la respuesta es correcta y es la mejdbplpotina
forma de hacer esto es codificar el programa ysvéws tiempos de ejecucion observados empiricament
concuerdan con los predichos por el andlisis. Cuansk duplica, el tiempo de ejecucion crece efactor
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de 2 para los programas lineales, 4 para prograoadraticos y 8 para programas cubicos. Los praggam
gue se ejecutan en tiempo logaritmicos solo senmentan en una cantidad constante cuando n seaupli

los programas que se ejecutaban en O(n log n)ntalidaramente mas del doble bajo las mismas
circunstancias. Estos incrementos pueden serld#ide determinar si los términos de orden meeoeti
coeficientes relativamente grandes y n no es hastgande. Un ejemplo es el saldo de n = 10 a @0=eh

el tiempo de ejecucion de las diferentes implenueoit@s del problema de la suma de la subsecuencia
maxima. También puede ser muy dificil diferenc@s programas lineales de los programas O(n log n) a
partir de una simple comprobacién empirica.

Otro truco que se usa mucho para verificar quengbgagrama es O(f(n)) consiste en calcular losrealde
T(n) / f(n) para un intervalo de n (por lo reguémpaciado en factores de 2), donde T(n) es el tetep
ejecucion empirica observado. Si f(n) es una retpwercana al tiempo de ejecucion, entonces losega
calculados convergen a una constante positivdnpeg una sobreestimacion, los valores convergamaa

Si f(n) esta subestimada vy, por lo tanto, es imwbar; los valores divergen.

Por ejemplo, el fragmento de programa de la sigeiigura calcula la probabilidad de que dos eistero
positivos distintos, menores o iguales que n ygsdos al azar, sean primos relativos. (Cuando neaten

la respuesta se acerca &%/

rel=0;
tot=0;
for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=n; j++)
{
tot=tot + 1,
if(maximoComunDivisor(i, ) == 1)
rel=rel + 1;

System.out.printin(“El porcentaje de pares prinadativos es "+ (double)rel / (double)tot);

n Tiempo de CPU (T) T/ T/’ T/rf log n
100 022 .002200| .000022000 | .0004777
200 056 .001400| .000007.000| .0002642
300 118 .001311| .000004370| .0002299
400 207 .001294 | .000003234 | .0002159
500 318 .001272| .000002544 | .0002047
600 466 .001294 | .000002157 | .0002024
700 644 .001314 | .000001877 | .0002006
800 846 .001322| .000001652 | .0001977
900 1086 .001341| .000001490| .0001971
1000 1362 .001362 | .000001362 | .0001972
1500 3240 .001440| .000000960 | .0001969
2000 5949 .001482| .000000740 | .0001947
4000 25720 .001608 | .000000402 | .0001938

La tabla muestra el tiempo de ejecucion real olaskrypara esta rutina en una computadora real.titaall
columna es mas probable, y asi el andlisis obtetédhdd ser correcto. NGtese que no hay gran difeen
entre O(A) y O(rf log n), ya que los logaritmos crecen muy lentament
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ARBOLES

1.- INTRODUCCION

Hasta el momento sélo se han estudiado estruatierastos lineales estaticas y dinamicas: a un ekeme
solo le sigue otro elemento. Al analizar la estrictarbol se introduce el concepto de estructwianeal y
dinAmica de datos mas importante en computaciénarbica, puesto que puede cambiar durante la
ejecucion de un programa. No lineal, puesto queda elemento del arbol pueden seguirle varios elase

2.- TERMINOLOGIA FUNDAMENTAL

Un arbol es una estructura jerarquica de una doleate objetos. Es decir, un arbol es una colecd®n
elementos llamados nodos, uno de los cuales sengiist como raiz, junto con una relacién (de
"paternidad") que impone una estructura jerarquichre los nodos. Los arboles genealdgicos y los
organigramas son ejemplos comunes de arboles.

Formalmente, un arbol se puede definir de manaemarsiza (se utiliza la recursion para definir ubcr

porque es una caracteristica inherente a los mjsrooso:

1. Un solo nodo es, por si mismo, un arbol. Ese nedarmabién la raiz de dicho &rbol.

2. Supobngase que n es un nodo y queA& ..., A son arboles con raice§ i, ..., i, respectivamente.
Se puede construir un nuevo arbol haciendo quecorsgtituya en el padre de los noddsm, ..., rf.
En dicho arbol, n es la raiz yAA% ..., A son los subéarboles (o arboles hijos) de la rais.nodos h
n% ..., i reciben el nombre de hijos del nodo n y el nodecibe el nombre de padre de dichos nodos.

Una forma particular de arbol es el arbol nulo ci@agque es un "arbol" sin nodos.

Graficamente la estructura arbol se puede repraséatdiferentes formas:
a) Diagramas de Venn.

b) Anidacion de paréntesis.

c¢) Notacion decimal de Dewey.

d) Notacion identada.

e) Grafos jerarquicos, que es la que mas se utiliza

Como ejemplo se puede considerar el indice debum li
T1 (Tema 1)
1.1.- (Pregunta 1 del Tema 1)
1.2.- (Pregunta 2 del Tema 1)
T2 (Tema 2)
2.1.- (Pregunta 1 del Tema 2)
2.1.1.-(Pregunta 1 de la pregunta 1 del Tema 2)
2.1.2.-(Pregunta 2 de la pregunta 1 del Tema 2)
2.2.- (Pregunta 2 del Tema 2)
2.3.- (Pregunta 3 del Tema 2)
T3 (Tema 3)

Tal indice es el arbol que se muestra en la sitpigura. La relacion padre-hijo entre dos nodes s
representa por una linea descendente que los omaahinente, los arboles se dibujan de arriba heuago,
con el padre encima de los hijos. En el ejemploeliacion de paternidad representa inclusion:beb lesta
compuesto por los temas 1, 2y 3.
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Se llaman hermanos a los arboles hijos del misrdeep&jemplo: 2.1, 2.2 y 2.3 son hermanos.

Sim, r ..., f, es una sucesién de nodos de un arbol tal tes el padre de*hparai =1, 2, .., K-1,
entonces a la sucesion se denomina camino delmi@modo f. Ejemplo: T2, 2.1, 2.1.1 es un camino.

La longitud de un camino es el nimero de nodoscdelino menos 1. Por lo tanto, existen caminos de
longitud cero, que son aquellos que van de cualgqdo a si mismo. Ejemplo: el camino T2, 2.1,12.1.
tiene longitud 2.

Si existe un camino de un nod@ otrob, entonces a es un antecesor de b, y b es un destende a. Cada
nodo es a la vez un antecesor y un descendiersientismo. En nuestro ejemplo, los antecesoreslde@n

el mismo, T2 y Libro. Un antecesor o un descendi€letun nodo que no sea el mismo recibe el nongre d
antecesor propio o descendiente propio, respeatintenEn un arbol, la raiz es el Unico nodo quéemz
antecesores propios. Un nodo sin descendientemprep denomina hoja o nodo terminal.

Un subarbol de un arbol es un nodo junto con tedsslescendientes. Ejemplo:

Grado de un nodo es el numero de subarboles quee && nuestro ejemplo el grado de T2 es 3. Por
lo tanto son nodos terminales u hojas los nodagatio 0.

La altura de un nodo es la longitud del camino maégo de ese nodo a una hoja. En nuestro
ejemplo, el nodo T1 tiene altura 1, T2 altura 2 yaglo T3 altura 0. La altura del &rbol es la atde la raiz.

Nivel o profundidad de un nodo es la longitud deicG camino desde la raiz a ese nodo. Por
definicion la raiz tiene nivel 0. En nuestro ejem@l nodo T1 tiene nivel 1, 2.1 nivel 2. La pradidad de
un arbol se define como el maximo de los niveletodaodos del arbol. En el ejemplo la profundidat
arbol es 3.

2.1.- Orden de los nodos
Se habla de un &rbol no ordenado cuando expliait@Ense ignora el orden de los hijos.

A menudo los hijos de un nodo se ordenan de izg@ier derecha. Asi, los dos arboles siguientes son
diferentes porque los dos hijdsy c) del nodoa aparecen en distintos 6rdenes en los dos arboles.
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VANAN

El orden de izquierda a derecha de los hermangpsieste extender para comparar dos nodos cualesquiera
entre los cuales no exista la relacion antecessresgliente. La regla es que si a 'y b son hermaaassta a
la izquierda de b, entonces todos los descendidptasestan a la izquierda de todos los descendidatb.

Ejemplo 1:
El nodo 8 esta a la derecha del nodo 2 y a laézdaide los nodos 9, 6, 10, 4, 7 y no esta a lagmip ni a
la derecha de sus antecesores 1, 3y 5.

Dado un nodo n, una regla sencilla para deterngjo@rnodos estan a su izquierda y cuales a su @erech
consiste en dibujar el camino de la raiz a n. Téa®s0dos que salen a la izquierda de este camiwolos
sus descendientes, estan a la izquierda de n.ddissny sus descendientes, que salen a la deestha, a

la derecha de n.

2.2.- Recorridos de un &rbol

Hay varias maneras de recorrer los nodos de uih @ab@ ser procesados con una cierta operaciono¥am
estudiar dos estrategias para recorrer un arbaagepar sus nodos:

» Recorrido en profundidad.

» Recorrido en anchura.

2.2.1.- Recorrido en profundidad

Existen tres formas de recorrer un arbol en pratiatt
A) Preorden u orden previo.

B) Inorden u orden simétrico.

C) Postorden u orden posterior.

Estas tres formas de ordenar un arbol se definéorah@ recursiva como sigue:
1. Si el arbol A es nulo, entonces la lista vaciagkbstado de los nodos del arbol A en los 6rdenes
preorden, inorden y postorden.
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2. Si el arbol A tiene un solo nodo, entonces ese modatituye el listado del arbol A en los tres dete
(preorden, inorden y postorden).

3. Si el arbol A tiene mas de un nodo, es decir, t@mao raiz el nodo n y los subarboles A? ..., A
entonces:

N\
VANVAN

A) El listado en preorden de los nodos del arbelsta formado por la raiz del arbol A, seguida denfudos
del arbol A en preorden, luego por los nodos deeA preorden y asi sucesivamente hasta los noda$ de
en preorden.

El listado en preordenes: k-1-n-s-qut-

B) El listado en inorden de los nodos del arbolstéeconstituido por los nodos del arbdl én inorden,
seguidos de la raiz n y luego por los nodos ge.AA* en inorden.

El listado eninordenes: n-1-s-k-t-gq -

Siempre se debe llegar al ultimo nivel y luegoudseshacia arriba.

C) El listado en postorden de los nodos del arbek# formado por los nodos del arbdleh postorden,
luego los nodos de?%en postorden y asi sucesivamente hasta los n@la$ en postorden y por Gltimo la
raiz n.

El listado en postordenes:n-s-I-t-uq -

En nuestro ejemplo 1 se lista 1, y luego se llaecansivamente a Preorden del primer subéarbol desgéa

el subarbol con raiz 2. Este subarbol tiene unsotto de manera que simplemente se lista. Luegmse

con el segundo subéarbol de 1, el que tiene ragedista 3 y luego se vuelve a llamar a Preordeneto
primer subarbol de 3. Esta llamada origina quéssgenli 5, 8 y 9, en ese orden. Continuando de estzf se
obtiene el recorrido en preorden: 1, 2, 3, 5, 8,90, 4, 7.

En nuestro ejemplo 1 obtendremos el siguiente riglcoen postorden: 2, 8, 9, 5, 10, 6, 3, 7, 4, 1.

En nuestro ejemplo 1 el recorrido en inorden eg; 8, 5, 9, 3, 10, 6, 7, 4.

2.2.2.- Recorrido en anchura

Otro posible recorrido de un arbol es un recorgedoanchura, es decir explorando el arbol por rsyele

listando los nodos de izquierda a derecha empezaardel nivel 0, luego el nivel 1, etc.

El recorrido en anchura para el arbol: daria lasecia de nodos: "> T° T* T5
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n
T1 T2 T3

T4 T5

2.3.- Arboles etiquetados

Cuando se asocia una etiqueta, o valor, a cadadedobol, a éste se le denomina arbol etiquetado.

La etiqueta de un nodo no es el nombre del nodo,qile es informacion que esté incluida en el ngdo.
posible cambiar la etiqueta del nodo sin modifstanombre.

arboles
arboles
o grafos
binarios
arboles arboles
binarios de binarios de
busqueda expresion

3.- ARBOLES BINARIOS

3.1.- TDA Arbol Binario. Definicién

Los arboles binarios son un caso particular delésb&n arbol binario es un arbol donde cada nehet
como maximo grado 2. Es decir, un arbol binarié es arbol vacio, 6 un arbol con un solo nodo §osh
0 un arbol en que sus nodos tienen un solo hijeiezdo, ¢ un arbol en que sus nodos tienen untsjfdo
derecho, 6 un arbol en que sus nodos tienen urizlyijgerdo y un hijo derecho.

En los arboles, vistos anteriormente, los hijosidaodo se encuentran ordenados de izquierda ehdere
En los arboles binarios esta ordenacion es masefuga que se distingue los hijos de un nodo como
izquierdo y derecho y deben estar etiquetadosljmor e

Si se adopta el que los hijos izquierdos se diblenia la izquierda de su padre y los hijos deretiagia la
derecha, los siguientes arboles binarios son thstin

Ejemplo 2:

En el primer arbol, 2 es el hijo izquierdo de 1 mhias que en el segundo arbol, 2 es el hijo derdehb.

Los arboles binarios no son directamente compasaide los arboles ordinarios, ya que en éstos no se
indica si un hijo es izquierdo o derecho.
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1 1

2/ \
N\ N
\ /

5 5

En un &rbol binario, el borrar un nodo puede dgafda dos representaciones distintas, ya que
es diferente borrar el hijo derecho o borrar & taguierdo.

1 1 1

/ \, /
N NS

Los listados en preorden y postorden de un arialrici son similares a los de un arbol general ees do
influye si el hijo es izquierdo o derecho.

Para realizar el listado en inorden si afecta ¢jjeesea izquierdo o derecho. En el caso de yhgesea
izquierdo, entonces primero se lista dicho hijagdo el padre. Si el hijo es derecho, entoncesepoirse
lista al padre y luego a este hijo derecho. Eadisten inorden de los dos arboles binarios anésridel
ejemplo 2 son: 3, 5, 2, 4, 1 para el primero y,B,2, 4 para el segundo.

3.2.- Implementaciones de Arboles Binarios

Existen dos formas tradicionales para representartol binario en memoria:
» Mediante arreglos

» Mediante referencias

3.2.1.- Mediante arreglos

Hay una forma de almacenar un arbol binario enroegkp en la que las relaciones del arbol no estan
representadas fisicamente por campos enlaces snesgan implicitas en los algoritmos que manipalan
arbol almacenado.

Por ejemplo:
El arbol est4 almacenado en el arreglo por niveleszquierda a derecha. El arbol esta almacenawldac
raiz en Arbol [1] y el Ultimo nodo en Arbol [7].
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/\
/\ /\

12 16

| 15] 10| 18] 3] 12| 16 29
1 21 8 [4 [5] 1[6] [7]

En esta implementacion se cumple que para cualgads Arbolli]:
El hijo izquierdo de Arbol [i] esta en Arbol [i*2].
El hijo derecho de Arbol [i] esta en Arbol [i*2+1].

Para usar esta representacion el arbol ha decestgrietamente lleno, es decir, todos los nodoglbaener
sus dos hijos. Entonces podemos escribir algorifracg manipular el arbol de esta forma.

También podemos representar las relaciones pagdrenkediante campos de enlace. Para ello los nombres
de los nodos han de poder utilizarse como indieasndarreglo. El arreglo guarda para cada nodiguss
izquierdo y derecho. Ahora un arbol no es mas quiadice dentro de un arreglo, que indica cual es@o

que tiene su raiz. El acceso a los subarbolesrsmi@nte los indices que marque el nodo. El araoilovse
representa mediante un indice imposible del arreglo

Supongamos el siguiente arbol. Su representacidrigser la siguiente:
15
10 18

3 29
Hijo Izquierdo Hijo Derecho elemento

[1] 0 18 18

[2] 4 1 15

[3]

[4] 17 0 10

[17] 0 0 3

[18] 0 0 29

Para conocer el padre de cada nodo se le puede afiasta estructura un campo mas que contenga el
nombre del nodo padre del nodo i.
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3.2.2.- Mediante referencias

Supone que el arbol se representa por una refaranan nodo. En él, los hijos son de nuevo arbplasio
que usaremos la posibilidad de definiciones deuestras recursivas mediante variables dinamicas. La
declaraciones necesarias serian:

Y el arbol de la figura se representaria:

15

. o

10 / 18

N ~,

/ 3 / / 29 /

3.3.- Arboles Binarios de Expresion

Un caso particular de los arboles etiquetados lwstitayen los arboles de expresion, utilizados para
representacion de expresiones aritméticas. Lasgquhra representar una expresion mediante un arbol
etiquetado son:

1.- Cada hoja esta etiquetada con un operandmyceakta de ese operando.

2.- Cada nodo interior esta etiquetado con un olpera

Ejemplo 1: la expresion a+b se representaria:
n, n1, n2 son los nombres de los nodos cuyas &is|gse muestran al lado de los nodos correspoedidrd
operacion a realizar se pone en el nodo raiz gpesandos en los descendientes de éste.

+
a b
Ejemplo 2: Si la expresion es: (a + b) * (c + d)deemos:
+ +
a b ¢ d

Si en la operacién intervienen mas de dos operaratiences se tendrd mas de dos descendientes. Por
ejemplo, si la expresion es: maximo (a, b, c)rebbsera:

- Pagina 23 de 101 -



Asignatura: Estructuras de Datos

H Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Docente: Lic. Veronica L. Vanoli
|

Apunte de Catedra

A menudo, cuando se recorre un arbol en preordergén o postorden, se listan las etiquetas daddes

en vez de sus nombres.

» Cuando un arbol representa una expresion, el tistadpreorden de sus etiquetas da lugar a la forma
prefija o polaca de la expresion, en la cual etager precede a sus operandos izquierdo y deréeaho.
expresion prefija correspondiente a (E1) q (E2hdegog es un operador binario, es q P1 P2, donge P1
P2 son las expresiones prefijas correspondiertidsyaE?2.

Se puede observar que en una expresion prefij@ mesesitan paréntesis para determinar cualesoson |
operandos de cada operacion, porque siempre sa busxpresion mas corta que se pueda obtener en
preorden. Es decir, no hay dudas en la interpiiatate lo que se indica.

Por ejemplo, el listado en preorden de las etigug¢anuestro ejemplo 2 anteriores: *+ab + cd.

» Ellistado en postorden de las etiquetas de ur deblugar a la representacion postfija o polagarisa.
La expresion (E1) g (E2) se representa con la siprepostfija como P1 P2 g, donde P1 y P2 son las
representaciones postfijas de E1 y E2 respectiveanens paréntesis tampoco son necesarios, porque
se puede identificar a P1 buscando la expresiorcorés de P1 P2 en notacion postfija.

En nuestro ejemplo 2, la expresion postfija restdtees: a b + ¢ d + * (P1 serd "a b +" porque es la
expresion mas corta en notacion polaca).

» Si se realiza el recorrido de un arbol de expresidrinorden se obtiene la expresion infija, pero si
paréntesis.

Con nuestro ejemplo 2, el listado en inorden rantdt seria: a + b * ¢ + d. Se puede observar que es
necesario los paréntesis para identificar los oEr® de cada operacion. Esto se puede realizareafiad

un paréntesis abierto antes de listar la primeja d® un subéarbol y cerrando el paréntesis despriéstar

la dltima hoja del subarbol.

3.4.- Arboles Binarios de Busqueda
El arbol binario de blusqueda es una estructuraestdbrcual se pueden realizar eficientemente las
operaciones de busqueda, insercién y eliminacion.

Comparando esta estructura con otra pueden obsersiartas ventajas:

» en las matrices, si los posibles elementos son os,icto es practico emplear los propios elementos de
arbol como indices de matrices.

» en las listas, las operaciones de insercion y ed#ioidn se pueden llevar a cabo con facilidad, sin
embargo la busqueda es bastante costosa llevatidedra recorrer en ocasiones todos los elemertos d
ella para localizar uno particular.

El arbol binario de blusqueda es una estructura alesdbasica para almacenar elementos que estan
clasificados de acuerdo con algun orden lineal.

- Pagina 24 de 101 -



Asignatura: Estructuras de Datos

H Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Docente: Lic. Veronica L. Vanoli
|

Apunte de Catedra

Se define de la siguiente manePara todo nodo A del arbol debe cumplirse que tddesvalores de los
nodos del subarbol izquierdo de A deben ser merareslor del nodo A. De forma similar, todos los
valores de los nodos del subarbol derecho de Ardebemayores al valor del nodo A.

Esta condicion, conocida como propiedad del arbario de blisqueda, se cumple para todo nodo de un
arbol binario de busqueda, incluyendo la raiz. Bsfaicion supone que no hay elementos duplicados.

La siguiente figura contiene un arbol binario deduieda, correspondiente a la entrada de datos81263,
99, 140, 22, 65, 56, 93, 130y 135.

87/ \ 140
43/ \ /

99 130
/NS
22 65 93 135
/
56

Obsérvese la interesante propiedad de que sitar lss nodos del arbol en Orden Simétrico (InOydies
elementos quedan clasificados en orden ascendente.

La propiedad del arbol binario de busqueda hacesgaefacil la localizacion de un elemento en eblarb
Para determinar si x esta en el arbol, primerasgpara con el dato r que se encuentre en la liaiz= § el
elemento ya esta localizado. Si x < r, entoncexisite X, sélo puede estar en el subarbol izquidedta
raiz. De igual modo, si x > r, x s6lo puede estaelesubéarbol derecho de la raiz. El proceso eogma
una busqueda binaria en un arreglo.

La insercién es una operacion que se puede re@ficaentemente en un arbol binario de busqueda. La
estructura crece conforme se inserten elementet &ol. Los pasos que deben realizarse paraanaer
elemento son los siguientes:
1. Debe compararse la clave a insertar con la raiartbel. Si es mayor, debe avanzarse hacia el solbarb
derecho. Si es menor, debe avanzarse hacia ebslizquierdo.
2. Repetir sucesivamente el paso 1 hasta que se caigplaa de las siguientes condiciones:
2.1 El subarbol derecho es igual a vacio, o el subadmplierdo es igual a vacio; en cuyo caso se
procedera a insertar el elemento en el lugar quertesponde.
2.2 La clave que quiere insertarse es igual a la lianthol; en cuyo caso no se realiza la insercion.

La operacion de borrado es un poco mas complicaddagde insercion. Esta consiste en eliminar wono
del arbol sin violar los principios que definentamente un arbol binario de busqueda. Se debangiist
los siguientes casos:

1. Siel elemento a borrar es terminal u hoja, simplase suprime.

2. Siel elemento a borrar tiene un solo descendientences tiene que sustituirse por ese desceedient
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3. Si el elemento a borrar tiene los dos descendicatgsnces se tiene que sustituir por el nodo que s
encuentra mas a la izquierda en el subéarbol dereguw el nodo que se encuentra mas a la derecha en
el subérbol izquierdo.

3.5.- Arboles Binarios Balanceados

Como se puede ver los arboles binarios de busgegdaa estructura sobre la cual se pueden realizar
eficientemente las operaciones de busqueda, ingescieliminacion. Sin embargo, si el arbol crece o
decrece descontroladamente, el rendimiento puesheirdiir considerablemente. El caso mas desfavorable
se produce cuando se inserta un conjunto de ctadegsadas en forma ascendente o descendente.

Con el objeto de mejorar el rendimiento en la bédgusurgen los arboles balanceados. La idea celetral
éstos es la de realizar reacomodos o balancegsjétede inserciones o eliminaciones de elementos.

3.5.1.- Arboles Binarios Balanceados AVL
El nombre de AVL es en honor a sus inventores, dagematicos rusos, G.M. Adelson_Velskii y E.M.
Landis, en el afio 1962.

Formalmente se define un &rbol balanceado comahat Binario de busqueda en el cual se debe cuaplir
siguiente condicién: Para todo nodo A del arbolaltara de los subéarboles izquierdo y derecho re de
diferir en mas de una unidad.

Surge el concepto llamado factor de equilibrio (BE)un nodo como la altura del subarbol derechcomen
la altura del subarbol izquierdo. Los valores quede tomar FE son -1, 0, 1. Si FE llegara a towsr |
valores -2 0 2 entonces deberia reestructuradbel.

La reestructuracién se efectla cuando al regresaglgamino de busqueda después de una insercida o
supresiéon se comprueba que la condicién del FEgde aodo se ha violado. El proceso termina ablieyy
la raiz del arbol.

Reestructurar el arbol significa rotar los nodosrdsmo. La rotacion puede ser simple o compudsita.
primer caso involucra dos nodos y el sequndo ciesbeaa tres. Si la rotacion es simple puede @akzpor
las ramas derechas o por las ramas izquierdas.

Si la rotacion es compuesta puede realizarse paalaas derecha e izquierda o por las ramas iziguier
derecha.

3.5.1.1.- Insercion en Arboles Binarios Balanceada@svL
Si la rotacion es DD los nodos rotan en sentiddrado a las agujas del reloj pasando el nodo aearmo
raiz y el movimiento de referencias es el siguiente
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Si la rotacion es 1l los nodos rotan en el sentiddas agujas del reloj pasando el hodo centrabla raiz y
el movimiento de referencias es el siguiente:

Si la rotacién es ID el movimiento de referenciaglesiguiente:
Re) s
Si la rotacién es DI el movimiento de referenciaglesiguiente:

3.5.1.2.- Borrado en Arboles Binarios Balanceados\A
La operacion de borrado es un poco mas complejalajae insercion. Utiliza el mismo algoritmo de
borrado que en los arboles binarios de busqueda sismas operaciones de reacomodo que se utdizan

el algoritmo de insercion en arboles balanceados.

Para eliminar un nodo en un arbol balanceado lmgo que debe hacerse es localizar su posicion en e
arbol. Se elimina siguiendo los criterios establesipara los arboles binarios de busqueda y sesa@gor

el camino de busqueda calculando el FE de los naditados. Si en alguno de los nodos se violaitdro

de equilibrio, entonces debe reestructurarse el.d&bproceso termina cuando se llega a la rdiardbel.
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Cabe aclarar que, mientras en el algoritmo de éiseruna vez que era efectuada una rotacion podia
detenerse el proceso, en este algoritmo debe cansie puesto que se puede producir mas de un#rotac
en el camino hacia atrés.

3.5.1.3.- Implementacion de Arboles Binarios Balam@ados AVL

class AVLTree

{
AVLNode root; /Iraiz del arbol
boolean grown, shrunk, found; //variables artifies para los métodos

AVLTree()
{/lconstructor para un arbol vacio
root=null;
grown=false;
shrunk=false;
found=false;

}

boolean search(int ¢)
{/Ibusca el contenido c en el arbol
AVLNode n=root;
while(n!=null)

if(c==n.content)
return true;
if(c<n.content)

n=n.left;
else
n=n.right;
return false;
}
void balanceError(AVLNode n)
{

System.out.printin("Error en el valor de equilibf'+ n.balance+" y contenido: "+n.content);

boolean insert(int c)
{/linserta el contenido c en el arbol
found=false;
grown=true; /Ipor defecto el TB més bajo crecera

root=insert(root, c);
return found;

}

AVLNode insert(AVLNode n, int c)

if(n==null)
return new AVLNode(c);
if(c==n.content)

{

found=true;
grown=false;

}
else
if(c<n.content)
n.left=insert(n.left, c);

if(grown)
n.balance--; /lel balance se inclina haciadaierda
}

else

n.right=insert(n.right, c);
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if(grown)
n.balance++; /lel balance se inclina hacidel@cha

switch(n.balance)

{

case -2:
if(n.left.balance==+1)

rotateLeft(n.left);

rotateRight(n);
grown=false;
break;

case -1: break;

case 0: {
grown=false;
break;

case +1: break;

case +2: {

if(n.right.balance==-1)
rotateRight(n.right);

rotateLeft(n);

grown=false;

break;

}

default:
balanceError(n);
break;

}
}

return n;

}

void rotateRight(AVLNode n)
{/Irotacién simple a la derecha
AVLNode m=n.left;
int cc=n.content;
n.content=m.content;
m.content=cc;
n.left=m.left;
m.left=m.right;
m.right=n.right;
n.right=m;
int bm=1 + Math.max(-m.balance, 0) + n.balance;
int bn=1 + m.balance + Math.max(0, bm);
n.balance=(byte)bn;
m.balance=(byte)bm;

void rotateLeft(AVLNode n)
{/Irotacién simple a la izquierda
AVLNode m=n.right;
int cc=n.content;
n.content=m.content;
m.content=cc;
n.right=m.right;
m.right=m.left;
m.left=n.left;
n.left=m;
int bm=-(1 + Math.max(+m.balance, 0) - n.balance)
int bn=-(1 - m.balance + Math.max(0, -bm));
n.balance=(byte)bn;
m.balance=(byte)bm;

int height()
{//devuelve la altura
int h=0;
AVLNode n=root;
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while(n!=null)

h++;
if(n.balance>0)
{
h+=n.balance;
n=n.left;
}
else
h-=n.balance;
n=n.right;
}
}
return h;
}

int internal()
{/ltrayectoria interna que alarga
return internal(root, 0);

}

int internal(AVLNode n, int h)

if(n==null)
return 0;
else
{
h++;
return h + internal(n.left, h) + internal(n.righ);
}
}

boolean delete(int c)
{/Iborra o elimina el contenido c del arbol
found=true;
shrunk=true;
root=delete(root, c);
return found;

}

AVLNode delete(AVLNode n, int c)

{

if(n==null)
{
found=false;
shrunk=false;
return n;

if(c==n.content)

{
if(n.left==null)

return n.right;
if(n.right==null)

return n.left;
n.content=c=minValue(n.right);

if(c<n.content)
n.left=delete(n.left, c);
if(shrunk)

n.balance++;
}

else

{
n.right=delete(n.right, c);
if(shrunk)
n.balance--;
}
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switch(n.balance)

case -2: {
switch(n.left.balance)
{
case +1: {
rotateLeft(n.left);
break;
}
case 0: {
shrunk=false;
break;
case -1: break;
default: {
balanceError(n.left);
break;
}
}
rotateRight(n);
break;
}
case-1: {
shrunk=false;
break;
case 0: break;
case +1: {
shrunk=false;
break;
}
case +2: {

switch(n.right.balance)

case-1: {
rotateRight(n.right);
break;
}

case 0: {
shrunk=false;
break;

case +1: break;

default:  {
balanceError(n.right);
break;
}
rotateLeft(n);
break;
}
default: {
balanceError(n);
break;
}
}
return n;
}

int minValue(AVLNode n)
{//determina el valor mas pequefio en el subarbol
while(n.left!=null)
n=n.left;
return n.content;

}
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class AVLNode
int content; /lel contenido aqui es entero
byte balance; /lpara los valores -2, -1, 0, 1, +2
AVLNode left; /Isucesor izquierdo
AVLNode right; /Isucesor derecho

AVLNode(int c)
{/Iconstructor para los nuevos nodos
content=c;
balance=0;
left=null;
right=null;
}
}

4.- ARBOLES MULTICAMINO

Hasta ahora el andlisis se ha limitado a los asbeeque cada nodo tienen como maximo dos desoéeslie
o hijos, es decir, a los arboles binarios. Estalt@perfectamente apropiado si, por ejemplo, serex
representar relaciones familiares en las que cadapa se encuentre relacionada con sus padressiPar
relacion es a la inversa necesitamos una estrugtiasocie a cada padre un numero arbitrariojoe. A
estas estructuras se les llama arboles multicaminearios. Este ultimo término viene del inglésry-a
dénde n es el grado maximo de los nodos del §pbolejemplo, si n es igual a 2 al arbol se le lldxmario,
para n igual a 3 se le llama terciario o terngéra n igual a 4 se le llama cuaternario, y agsuamente.

4.1.- TDA Arbol Multicamino. Definicion
Son los arboles definidos al principio del capitel® decir, cada nodo tienen un nimero arbitraibijds y
se sigue manteniendo el orden entre los nodos.

4.2.- Implementaciones de Arboles Multicamino

Las siguientes son formas tradicionales para reptasun arbol multicamino en memoria:
» Mediante arreglos

» Mediante lista de hijos

» Basada en arboles binarios

4.2.1.- Mediante arreglos

a) Sea A un arbol cuyos nodos tienen como nomhr2s.1, n. Tal vez la representacidén mas sengéila
manejar la operacion Padre, sin utilizar enlacé® eodos, sea un arreglo unidimensional, indepaddos
nombres de los nodos, y cuyo contenido A[i] sa@oelbre del padre del nodo i.

Sea el siguiente arbol A: El arreglo con que represnos este arbol seria:
1
RN
3 4 5
VRN
2 6 7

(o737 1] 1 1] 3] 3]
1 [ [B [ [5 [ [7]

El padre del nodo raiz lo representamos con el @atpue es un valor nulo.
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Esta representacién se puede realizar porque @nbohcada nodo tiene un padre Unico, por lo tasta
implementacién permite hallar el padre de un nadaire tiempo constante. Esto da lugar a que se pueda
obtener un camino ascendente en el arbol, es deciin nodo a su padre, de éste a su padre y asi
sucesivamente, en un tiempo proporcional al nurdenoodos del camino.

Esta representacion no facilita las operacionesrggeieren informacion de los hijos. Dado un nogo n
resulta dificil determinar sus hijos o su alturaleAds, esta representacion no especifica el oreldasd
hijos de un nodo. Se puede imponer un orden aafifipor ejemplo, numerando los hijos de cada nodo
después de numerar al padre, y numerando losdnijosden ascendente, de izquierda a derecha.

b) Otra realizacion seria aquella en la que cada se compone de la raiz y un arreglo de arbolesactas
componentes como el maximo de hijos de los nodo&rdel.

Supongamos el siguiente arbol: Su representacider se

/\

5
7
elementqg Hijos
1 3 4 5
4 2 6 7

Esta implementacién requiere una estimacion delendrnde hijos y si fuese muy variable desperdiciaria
mucha memoria.

4.2.2.- Mediante listas de hijos

c) Otra manera importante y util de representaolasbconsiste en formar una lista de los hijos at#ac

nodo. Las listas se pueden implementar con cuagdie los métodos vistos, pero como el numerojds hi
gue cada nodo puede tener es variable, es masaada implementacion de éstas mediante refergncia

En definitiva, lo que se va a tener, es un arrégitexado por los nombres de los nodos, y donde el

contenido de cada casilla va a ser la etiquetaaigd y una lista enlazada de arboles hijos de ézdaia
derecha.

Supongamos el arbol A: Su representacion medieatées Ide hijos es la siguiente:

- Pagina 33 de 101 -



Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Asignatura: Estructuras de Datos
Docente: Lic. Verénica L. Vanoli

Apunte de Catedra

Lo sl s

2 7 8 6 /
7 /
8 /

Al tener el arreglo tantas casillas como nodostiglmarbol, se produce un desperdicio de espadipgdos
nodos hojas no tienen hijos y por lo tanto susllaastorrespondientes, dentro de este arreglogngan.
Pero este problema no se puede solucionar ya gpergipio no se sabe qué nodos son interioresijesu
hojas. Pero se puede observar que con esta impkeci@n es facil conocer el nimero de hijos de cada
nodo.

Para conocer el padre de un nodo no resulta tanyiaue es necesario recorrer todas las listataha
encontrar dicho nodo, en cuyo caso su padre serddel correspondiente a esa casilla de encabezamien
suponiendo que hay un sélo arbol; en otro casoukgueda tendria que hacerse recursivamente. En
resumen, el recorrido en profundidad (hacia arsieagomplica.

d) Otra alternativa, es utilizar una lista de BstBlacerlo totalmente dindmico. En vez de reprasdos
nodos de origen en un vector, se crea un nodo adisia por cada uno, siempre que tenga hijos.dbe e
manera, no se desperdicia memoria en aquellos dasdg un nodo no posee hijos.

4.2.3.- Basada en Arboles Binarios

Los arboles generales quedan representados pdeatiinarios de manera que el hijo izquierdo diijel
mas a la izquierda y el hijo derecho es el sigaibermano hacia la derecha.

La principal ventaja de esta representacion egngulisidad. De hecho, esta es la representacionuséda
para arboles generales.

Aqui se estableceran los mecanismos necesarioscpavartir un arbol general en un arbol binarios Lo

pasos que se deben aplicar para lograr la conwedsidarbol general al &rbol binario son los sigtés:

1. Deben enlazarse los hijos de cada nodo en formzom¢al (Ios hermanos).

2. Debe enlazarse en forma vertical el nodo padresthijo que se encuentra mas a la izquierda. Ademas
debe eliminarse el vinculo de ese padre con & dessus hijos.

3. Debe rotarse el diagrama resultante, aproximadamEngrados hacia la izquierda, y asi se obterdra e
arbol binario correspondiente.
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Ejemplo:

c) Q

Para todo nodo de un arbol binario, obtenido drpgtun arbol general, debe cumplirse lo siguiente

1. Enlarama derecha de cada nodo, excepto el ntgjcrasta es distinta del vacio se encuentraodo n
que era hermano de éste en el arbol general.

2. Enlarama izquierda de cada nodo, si ésta estdistel vacio, se encuentra un nodo que era higsige
en el arbol general.

4.3.- Arboles Multicamino B

Un area muy préctica de aplicacién de arboles cauitino es la construccién y mantenimiento de asbole
de busqueda a gran escala, donde es preciso reéatigeciones y supresiones de elementos y erciinges

en que la memoria principal es demasiado costosasoficientemente grande como para ser utilizadzoc
almacenamiento permanente.

Supdngase que el volumen de informacion de un @&behl que no cabe en memoria principal y debe ser
guardado en un dispositivo de almacenamiento secianccomo por ejemplo, un disco. Si se utilizage u
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arbol binario como estructura para almacenar lesehtos, la busqueda de un elemento requerird mucho
pasos (en el peor de los casos, tantos como &ituga el arbol), cada uno de los cuales necesiteccas0

al disco. Una forma de reducir el nUmero de accesda almacenar los elementos en bloques, llamados
paginas, de manera que el acceso a una paginaeef@ehora un acceso al disco, ahorrando astmpdi
considerable. Este es el objetivo de los arboledticamino. Una pagina es un nodo del tipo
Po(K1p1) (K2p2)-..(kipn) donde kson claves Unicas tales que<kk.; y p son referencias a subarboles. Todas
las claves del subarbaolgon mayores que ¥ menores que.k.

Debemos tener presente que un acceso a discoremaghmente lento si lo comparamos con un acceso a
memoria; es por lo tanto de primordial interéselduccion del nUmero de accesos a disco. Si seaeced
elemento que est4 almacenado en memoria secun@anigién se puede acceder a un grupo completo de
elementos sin que sea preciso mucho esfuerzo adickesto es, cuesta lo mismo leer 4 bytes queéHtes,

pues la unidad minima de transferencia (bloqudeser de 512 bytes. Esto sugiere agrupar la irgoidn

del arbol en bloques o paginas.

Un ejemplo de arbol multicamino en donde ademasgola el crecimiento desequilibrado es el athol-
Por lo tanto, su principal caracteristica es sinlyaadimiento en cuanto a operaciones de busqaaedgue
veremos que esto supone un coste en las operademesercion y borrado.

Los &rboles-B fueron propuestos por Bayer y McQrteign el afio 1970. Propusieron que:

1. todas las paginas, excepto una (la raiz), cgateentre n y 2n claves, siendo n una constanie giael
llamamos aridad (orden del arbol). Con esto sengjiaeaque cada pagina esté llena como minimo hasta
mitad.

2. Respecto al numero de descendientes, cada pdgin@ arbol-B de orden n tiene 2n+1 hijos como
maximo y n+1 hijos como minimo, excepto la pagia& que puede tener como minimo un nodo y por
consiguiente solamente dos hijos.

3. Las paginas hojas estan todas al mismo nivietgmino de la raiz a las hojas tiene la mismaitadg

4. Dentro de cada hoja las claves se encuentramadds en forma creciente.

55‘ 77

37 45 61 73 80 87 92 98

4.3.1.- Busqueda en Arboles Multicamino B
Esta organizacién supone una extensién naturalsdérboles binarios de busqueda. El proceso daibdaq
en arboles-B es una generalizacion del procesdisiguleda en arboles binarios de busqueda.
1. Debe tenerse en memoria principal la pagina sabcadl vamos a buscar.
Considérese la pagina de la figura, en la cual éadepresenta una clave y cadaup apuntador, y el
elemento a buscar x. Si m es suficientemente graedpuede utilizar la busqueda binaria. Si m etahte
pequefia, una busqueda secuencial seré suficiente.
2. Sila busqueda es infructuosa se estara en uras dglientes situaciones:

2.1. k < x <k,; para 1 <=i < m. La busqueda continlda en la pagina

2.2. kn < X. La busqueda continta en la pagipa p

2.3. X < k;. La busqueda contindia en la pagiga p
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Si en algun caso la referencias es null, es dsicinp hay pagina descendiente, entonces no hayiming
elemento x en todo el arbol y se acaba la busqueda.

4.3.2.- Insercién en Arboles Multicamino B

Los arboles-B tienen un comportamiento particuldiferente al resto de los &rboles estudiados
anteriormente. Todas las hojas estan al mismo miyadr lo tanto cualquier camino desde la raiz éhast
alguna de las hojas tiene la misma longitud. Par parte, los arboles-B crecen de abajo haciasamiésde
las hojas hasta la raiz.

Para insertar un elemento en un arbol-B, primetze decalizarse la pagina donde corresponde inselrtar
elemento. Una vez encontrada, pueden darse dos: casola pagina tenga espacio para mas elementos,
gue esté llena.

Si el nimero de elementos de la pagina es menar (@22n), el elemento se inserta en el lugar que le
corresponde.

Si el numero de elementos de la pagina es igual(p&ina llena), el proceso tendrd consecuenaiestas

en la estructura del arbol. La péagina afectada is&led en 2, distribuyéndose los m+1 elementos
equitativamente entre las dos péaginas. El elemdatanedio sube a la pagina antecesora. Si la pagina
antecesora se desborda nuevamente, entonces sé& tprad repetir el proceso correspondiente al caso
anterior. El proceso de propagacion puede llegdnso hasta la raiz, en dicho caso la altura dell gquede
incrementarse en una unidad.

Inserciéon de la clave 22 en un arbol-B

20 20/,/30

7 10 15 18 | 26 30 35 40 7 10 15 18 22 26 35 40

4.3.3.- Borrado en Arboles Multicamino B

Consiste en quitar un elemento del arbol sin queiden los principios que definen a un arbol-B. Se

distinguen dos casos:

1. El elemento a borrar se encuentra en una pagiaadjonces simplemente se suprime.

2. La clave a borrar no se encuentra en una pagireg kojonces debe sustituirse por la clave que se
encuentra mas a la izquierda en el subarbol deregiow la clave que se encuentra mas a la derecha e
el subarbol izquierdo.

En cualquiera de los dos casos verificamos m:

* Si m>=n entonces termina la operacién de borrado.

* Sino, debe bajarse la clave lexicograficamentaeehte de la pagina antecesora y fusionar las gggin
que son descendientes directas de dicha clave.

Cabe aclarar que el proceso de fusion de paginedeppropagarse incluso hasta la raiz, en cuyolaaso
altura del arbol disminuye en una unidad.
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Ejemplos:
25
10 13 17 19 21 24 27 29 35 48 60 66
Eliminaciéon de la clave 25
15 24‘ 3151
10 13 17 19 20 21 27 29 35 48 60 66
25
15‘ 20 >LT o1
10 13 17 19 21 24 27 29 35 48 60 66
Eliminaciéon de la clave 21
15 25‘ 3151
10 13 17 19 20 24 27 29 35 48 60 66
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4.3.4.- Implementacion de Arboles Multicamino B

import java.util.*;
class BTree
{
BNode root;
int arity;

BTree(int arity)

this.arity=arity;
root=null;

}
void addKey(Object key)

if(root==null)

{

BNode newNode=new BNode(arity + 1);
Keys keys=new Keys(arity);

int aux=keys.size;

keys.addKey(key);
newNode.setData(keys);
root=newNode;

return;

/ffind a leaf to insert key. The leaf will beferenced by currentNode
BNode currentNode=root;

Keys currentKeys=root.getData();

int index;

Stack nodes=new Stack();

while(currentNode.degree()>0)

index=currentKeys.search(key);
if(index==-1)

return;
nodes.push(currentNode);
currentNode=currentNode.getChild(index);
currentKeys=currentNode.getData();

index=currentKeys.search(key);
if(index==-1)
return;
/linsert key into currentNode
int aux=currentKeys.size;
currentKeys.addKey(key);
//if a node contains arity number of keys, sihlé node to two nodes.
/IRepeat the step for its parent and other anceBtoecessary
while (currentKeys.size==arity)

{
int mid=(arity + 1) / 2 - 1;
key=currentKeys.keyAt(mid);
currentKeys.deleteKey(key);
BNode newNode=new BNode(arity + 1);
Keys newKeys=new Keys(arity);
newNode.setData(newKeys);
/Imove keys from currentNode to newNode
for(int i=0; i<(arity + 1) / 2 - 1; i++)

{

Object tempKey=currentKeys.keyAt(0);
newKeys.addKey(tempKey);
currentKeys.deleteKey(tempKey);

/Imove children
if(currentNode.degree()>0)
for(int i=0; i<=(arity + 1) / 2 - 1; i++)

{
BNode child=currentNode.getChild(0);
newNode.addChild(child,i);
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currentNode.deleteChild(0);
if(currentNode==root)

root=new BNode(arity + 1);

Keys tempKeys=new Keys(arity);
tempKeys.addKey(key);
root.setData(tempKeys);
root.addChild(newNode,0);
root.addChild(currentNode, 1);
return;

/ladd key and newNode into parent
currentNode=(BNode)nodes.peek();
nodes.pop();
currentKeys=currentNode.getData();
index=currentKeys.addKey(key);
currentNode.addChild(hewNode,index);
}

}

boolean searchKey(Object key)

if(root==null)

return false;
BNode currentNode=root;
Keys currentKeys=root.getData();
int index=currentKeys.search(key);
while(currentNode.degree()>0)

if(index==-1)

return true;
currentNode=currentNode.getChild(index);
currentKeys=currentNode.getData();
index=currentKeys.search(key);

}
if(index!=-1)

return false;
else

return true;
}

boolean deleteKey(Object key)

if(root==null)

return false;
BNode currentNode=root;
Keys currentKeys=root.getData();
int index=currentKeys.search(key);
Stack nodes=new Stack();
/Isearches for key in the BTree
while(currentNode.degree()>0)

if(index==-1)

return true;
nodes.push(currentNode);
currentNode=currentNode.getChild(index);
currentKeys=currentNode.getData();
index=currentKeys.search(key);

}
if(index==-1 && currentNode.degree()>0)

{//lkey is in a non-leaf node

currentKeys.deleteKey(key);

index=currentKeys.search(key);

nodes.push(currentNode);

Keys tempKeys;

if(index<currentNode.degree() - 1)
{/lfinds inorder successor
currentNode=currentNode.getChild(index + 1);
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while(currentNode.degree()>0)

nodes.push(currentNode);
currentNode.getChild(0);

tempKeys=currentNode.getData();
key=tempKeys.keyAt(0);

else
{/ffinds inorder predecessor
currentNode=currentNode.getChild(index);
while(currentNode.degree()>0)

nodes.push(currentNode);
currentNode=currentNode.getChild(currentNodgtde() - 1);

tempKeys=currentNode.getData();
key=tempKeys.keyAt(tempKeys.size - 1);

}
currentkKeys.addKey(key);
tempKeys.deleteKey(key);
currentkeys=tempKeys;

}
else
{
if(index==-1)
currentKeys.deleteKey(key);
else

return false; //key is not in BTree

while(currentNode!=root && currentKeys.size<(grit 1) / 2 - 1)
{
BNode parent=(BNode)nodes.peek();
nodes.pop();
Keys parentKeys=parent.getData();
/lfind the index of currentNode in the childr@may of parentNode
for(int i=0; i<parent.degree(); i++)

if(currentNode==parent.getChild(i))
{

index=i;
break;

}

}
if(index>0)

{/l currentNode has left sibling

BNode leftSibling=parent.getChild(index - 1);

Keys leftKeys=leftSibling.getData();

Object tempKey=parentKeys.keyAt(index - 1);

parentKeys.deleteKey(tempKey);

if(leftkeys.size>=(arity + 1) / 2)
{/Iright rotation
Object movedKey=leftKeys.keyAt(leftKeys.siz#):
leftkeys.deleteKey(movedKey);
parentKeys.addKey(movedKey);
currentKeys.addKey(tempKey);
if(currentNode.degree()>0)

BNode movedNode=leftSibling.getChild(leftSitgy.degree() - 1);
leftSibling.removeChild(movedNode);
currentNode.addChild(movedNode,0);

}

return true;

}

{/Inode merge
leftkeys.addKey(tempKey);
for(int i=0; i<currentKeys.size; i++)

else

{
leftKeys.addKey(currentKeys.keyAt(i));
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if(currentNode.degree()>0)

BNode tempNode=currentNode.getChild(i);
leftSibling.addChild(tempNode,leftSiblinggtee());

}

}
if(currentNode.degree()>0)
leftSibling.addChild(currentNode.geti@fcurrentNode.degree() - 1));
parent.deleteChild(index);
currentNode=parent;
currentKeys=parentKeys;
continue;
}
}

{/lcurrentNode has right sibling
BNode rightSibling=parent.getChild(index - 1);
Keys rightKeys=rightSibling.getData();
Object tempKey=parentKeys.keyAt(index - 1);
parentKeys.deleteKey(tempKey);
if(rightKeys.size>=(arity + 1) / 2)
{/lleft rotation
Object movedKey=rightKeys.keyAt(0);
rightKeys.deleteKey(movedKey);
parentKeys.addKey(movedKey);
currentKeys.addKey(tempKey);
if(currentNode.degree()>0)

else

{

BNode movedNode=rightSibling.getChild(0);
rightSibling.removeChild(movedNode);
currentNode.addChild(movedNode,currentNodgek));
}

return true;

}

{
currentkeys.addKey(tempKey);

for(int i=0; i<currentKeys.size; i++)

else

currentKeys.addKey(rightkeys.keyAt(i));
if(currentNode.degree()>0)

{

BNode tempNode=rightSibling.getChild(i);
currentNode.addChild(tempNode);

}

}
if(currentNode.degree()>0)
currentNode.addChild(rightSibling.geii@frightSibling.degree() - 1));
parent.deleteChild(index + 1);
currentNode=parent;
currentKeys=parentKeys;
continue;

}

Yiwhile
if(currentNode==root)
if(root.getData().size==0)
if(root.degree()>0)
root=root.getChild(0);
else
root=null;
return true;
}
}

class BNode
{
Keys data;
BNode([] children;
int arity, size;
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BNode(int arity)
this.arity=arity;
size=0;
children=new BNode[arity];
}

BNode(int arity, Keys data)
{

this.arity=arity;

size=0;

children=new BNode[arity];
this.data=data;

}

void setData(Keys data)

this.data=data;

}
Keys getData()
{

return data;

}
BNode getChild(int index)

if(index>=size || index<0)
return null;
return (BNode)children[index];

BNode addChild(BNode data)

if(size==arity)
return null;

{
Keys temp=data.getData();

BNode tempNode=new BNode(arity, temp);
children[size++]=tempNode;
return tempNode;

}

else

}

BNode addChild(BNode data, int index)

Keys temp=data.getData();

if(index<0 || index>=size)
return addChild(data);

for(int i=size; i>index; i--)
childrenl[i]=children]i - 1];

BNode tempNode=new BNode(arity, temp);

children[index]=tempNode;

size++;

return tempNode;

}
BNode deleteChild(int index)

if(index<0 || index>=size)
return null;
BNode tempNode=(BNode)children[index];
for(int i=index; i<size - 1; i++)
children[i]=children[i + 1];
size--;
return tempNode;

}
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void removeChild(BNode data)
if(size>0)

int j;
for(int i=0; i<size; i++)
if((BNode)children[i]==data)
deleteChild(i);

}
}
int degree()
return size;
}
}
class Keys
{
int arity, size;

Object[] keys;
I*Keys()

{
this(3);
b

Keys(int arity)
{

this.arity=arity;

size=0;

keys=new Object[arity];
}

Object keyAt(int index)
{

if(index<0 || index>=size)
return null;
return keys[index];

int search(Object key)
{
for(int i=0; i<size; i++)

{
int c=((String)key).compareTo((String)keysli]);
if(c<0)
return i;
if(c==0)
return -1;
}

return size;

}
int addKey(Object key)
{

int index=search(key);
if(index==-1)
return -1,
for(int k=size; k>index; k--)
keys[k]=keys[k - 1];
keys[index]=key;
size++;
return index;

}

boolean deleteKey(Object key)

int index=-1;
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for(int i=0; i<size; i++)

int c=((String)key).compareTo((String)keysli]);

if(c<0)
return false;
if(c==0)
index=i;
break;
}
}
if(index==-1)

return false;
for(int j=index + 1; j<size; j++)
keys|j - 1]=keysj];
size--;
return true;
}
}

import java.util.*;
class Transversal implements Enumeration

private Vector nodes;
public Transversal(BTree AB)

nodes=new Vector();

if(AB.root!=null)
nodes.addElement(AB.root);

}

public boolean hasMoreElements()

return (nodes.size()!=0);

}

public Object nextElement()

BNode tempNode=(BNode)nodes.elementAt(0);
nodes.removeElementAt(0);
for(int i=0; i<tempNode.degree(); i++)
nodes.addElement(tempNode.getChild(i));
return tempNode;
}
}

4.4.- Arboles Multicamino B

Los arboles-B se han convertido en la técnica mas utilizada lsacaganizacion de archivos indexados. La
principal caracteristica de estos arboles es gigstias claves se encuentran en las hojas (ardifarée los
arboles-B, en que las claves podian estar en gasggiintermedias) y por lo tanto cualquier cantasde la
raiz hasta alguna de las claves tienen la misngitimh

Formalmente se define un arbol-@ la siguiente manera:

1.
2.

o gk w

Cada pagina, excepto la raiz , contiene entremelénentos.

Cada péagina, excepto la raiz, tiene entre n+1 yl 2lescendientes. Se utiliza m para expresar elmime
de elementos por pagina.

La péagina raiz tiene al menos dos descendientes.

Las paginas hojas estan todas al mismo nivel.

Todas las claves se encuentran en las paginas hojas

Las claves de las paginas raiz e interiores seauticomo indices.
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4.4.1.- Blusqueda en Arboles Multicamino B

La operacion de busqueda es similar a la operatg@dmisqueda en arboles-B. Sin embargo puede suceder
que al buscar un elemento éste se encuentre gpagira raiz o interior, en cuyo caso debe contseubr
bldsqueda por la rama derecha de dicha clave.

4.4.2 .- Insercién en Arboles Multicamino B

La dificultad en el proceso de insercion se presenéindo se desea insertar una clave en una gagnse
encuentra llena (m=2n). En este caso, la pagirdzafe se divide en 2, distribuyéndose las m+1 sldeda
siguiente forma: las n primeras claves en la padia izquierda y las n+1 restantes claves eddinp de

la derecha. Una copia de la clave del medio sulee @agina antecesora. Puede suceder que la pagina
antecesora se desborde nuevamente, entonces geledr@petirse el proceso anterior.

Insercion de la clave 13

25 15 | 25

10 15 17 21 | 25 27 29 31 10 13 15 17 21 25 27 29

Es importante notar que el desbordamiento en ugiagéue no es hoja no produce duplicidad de cldsles
proceso de propagacion puede llegar hasta laeaizuyo caso la altura del arbol puede incremeniams
una unidad.

4.4.3.- Borrado en Arboles Multicamino B

En este caso las claves a eliminar siempre se eimaoe=n las paginas hojas. Se deben distinguicasss:

1. Si al eliminar una clave, m queda mayor o igual @antonces termina la operacién de borrado. Las
claves de las paginas raiz o internas no se madifior mas que sean una copia de la clave eliminada
en las hojas.

2. Si al eliminar una clave, m queda menor a n engdebe realizarse una redistribucion de clave) tan
en el indice como en las paginas hojas. Puede eaucget al eliminar una clave y al realizar una
redistribucion de las mismas, la altura del arliminéhuya en una unidad.

Ejemplos:

Eliminacién de la clave 25

25 25

10 17 25 27 29 10 17 27 29
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Eliminacién de la clave 27

15 | 25 15 | 21
10 13 15 17 21 25 27 10 13 15 17 21 25
Eliminacion de la clave 21
15 | 21 15
10 13 15 17 21 25 10 13 21 25

4.5.- Arboles Multicamino Trie

Una estructura trie es esencialmente un arbol m-@rmulticamino. El término trie viene de la pakbr
“retrieval” que significa recuperar o recuperacion. Diekfructura se introdujo en el afio 1960 por Fredkin.
A diferencia de las estructuras vistas anteriormeqte basaban las busquedas en la comparacion entre
claves, los trie (conocidos también como arbolgitales) utilizan la representacion de las clavasa@
secuencias de digitos o caracteres alfabéticos.

Los Trie son parte de los arboles multicamino y @tiles cuando la busqueda de alguna clave seiteces
hacer caracter por caracter. No son mas que artbelpsefijos.

Cada nodo en un trie es un estado al que se k=gariendo los arcos correspondientes a la se@ueleci
caracteres que este estado representa. Para @wifusiones entre claves similares como “si” y ™sin
usaremos un caracter especial ‘@’ para marcanal fie una cadena de caracteres, de manera quigning
prefijo de una palabra puede ser en si otra pal&@oratras palabras, en un trie, un camino complesule

la raiz hasta una hoja descendiente corresponda eave dentro del conjunto de claves posibles.

La altura del arbol esta relacionada directameidecantidad de caracteres de las palabras ingresasi la
palabra con mayor cantidad de caracteres sera deiérmmine cual es la altura correspondiente.

Veamos un ejemplo de Arbol Multicamino Trie:
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Estructura Trie para las claves vela, velada, @glar, viento y viernes

Vv E L A
® ® © o
D
E A
a % o
R
| R R
@ o % o
e 2 o
E N T (@)
@ @ ® o % o
R
N E S
& O ® “ @

4.5.1.- Representaciones de Arboles Multicamino Tei

Existen varias formas de representar un Arbol Emgre las mas conocidas tenemos:

» Mediante matrices
Claves: hija, hijo, hoja, lata, latita, leo y liz.
@ A B C D EFGH I J KL .. O .. T

1 12

2 8

4 6

©oo~NOOUPR~WNEO
(61

10

1011

12 13 21 24

13 14

14 15 17

15|16

17 18

18 19

19|20

21 22

22|23

25|26
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» Mediante arreglos enlazados

Claves: ala, aleta y ama.

@ A . .. M ..z
T
v
z

\A v
@A .. %X . . zZ @ A . . T Z @A o z
LTI CLITGE oA
v
@ A oo z
ENEERER
v
@ A oo z

> Mediante listas enlazadas

Clave: ala, aleta, ama, masa y moto.

— A M [/
| |
v v
L] MM‘ A o\/\‘
| | | |
v v v v
A | E [/] A [/l s [t T /]
/ L] r ] | ||
v v v
T! All o\/\‘
/ /

/

4.5.2.- Busqueda, Insercion y Borrado en Arboles Mticamino Trie
En representaciones de arreglos enlazados cualgpéracion es mas rapida que listas enlazadas, pero
consume mucho espacio (proporcional al nUmero tael@s multiplicado por el nUmero de simbolos).

Cuando la representacion es por medio de listazawhs, puede ser ineficiente en el tiempo de bdsgle
una clave cuando hay muchos arcos que parten delamodo.
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4.5.3.- Implementacion de Arboles Multicamino Trie
Adaptacion de los algoritmos de TRIE propuestogldibro Estructuras de Datos y Algoritmos de Aktmpcroft y
Ullman.

class Trie
{
TrieNode root;
final int end=26;
final int begin=0;

Trie()

root=null;

}

void insertWord(String word)

{
TrieNode t;
int i, pos;
if(root==null)
root=new TrieNode(end);
t=root;
i=0;
/Ipasar word a minascula o mayuscula
while (i<word.length())
{

pos=getPosition(word.charAt(i));

/[falta validar posicion pos

if(t.getValueAt(pos) == null)
t.setValueAt(pos,new TrieNode(end));

t=t.getValueAt(pos);

i++;

}
t.setValueAt(begin, t);
}

boolean searchWord(String word)

TrieNode t=root;
int i=0;
if(t==null)
return false;
int pos;
I/Iver el tema de mindsculas y mayusculas
while (i<word.length())
{

pos=getPosition(word.charAt(i));
/[falta validar posicion pos
if(t.getValueAt(pos)!=null)

{

t=t.getValueAt(pos);
i++;

}

return false;

else

}
if(t.getValueAt(begin)==t)

return true;
else

}

/ldos formas de obtener la posicion de una letemif una)
/lprimera implementacion de getPosition
static int getPosition(char c)

return false;

switch(c)

case '@": return 0;
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case 'a" return 1;
case 'b": return 2;
case 'c': return 3;
case 'd" return 4;
case 'e" return 5;
case 'f': return 6;
case 'g" return 7;
case 'h": return 8;
case 'i". return 9;
case j': return 10;
case 'k': return 11;
case 'l return 12;
case 'm': return 13;
case 'n": return 14,
case '0'": return 15;
case 'p': return 16;
case 'q" return 17;
case 'r': return 18;
case 's": return 19;
case 't": return 20;
case 'u': return 21;
case 'V return 22;
case 'w': return 23;
case 'X": return 24;
case'y" return 25;
case 'z": return 26;

}

return -1,

}

/Isegunda implementacién de getPosition
static int getPosition(char c)

{
Character caux=new Character(c);
if(c=="@")
return O;
else
if(c>="a' & c<='Z")
return caux.hashCode()-96;
else
return -1;
}
/IMediante arreglos enlazados
class TrieNode
TrieNode[] chars;
TrieNode(int end)
{
chars=new TrieNode[end+1];
}

TrieNode getValueAt(int pos)
/[falta validar posicion
return chars[pos];
void setValueAt(int pos, TrieNode newNode)

/[falta validar posicion
chars[pos]=newNode;

}

/IMediante listas enlazadas
class TrieNode

char character;
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TrieNode right; //abecedario
TrieNode down; //palabra

)

5.- BOSQUES

Un bosque representa un conjunto normalmente otldethe uno o mas arboles generales, que normalmente
tienen algo en comun. Es posible representar ugueomediante un arbol binario. Los pasos que deben
aplicarse para lograr la conversion son:

1.
2.
3.

Deben enlazarse en forma horizontal las raicesslgistintos arboles generales.

Deben enlazarse los hijos de cada hodo en fornizondel (los hermanos).

Deben enlazarse en forma vertical el nodo padreetdnijo que se encuentra mas a la izquierda.
Ademas, debe eliminarse el vinculo de ese padrelo@sto de sus hijos.

Debe rotarse el diagrama resultante, aproximadaEngrados hacia la izquierda y asi se obtendra el
arbol binario correspondiente.

a) Bosque compuesto de cuatro arboles
b) Arbol luego de aplicar el primer, segundo yd¢emaso

() ?
@
© W

:;a

0
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c¢) Arbol binario luego de aplicar el cuarto paso
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GRAFQOS

1.- INTRODUCCION

Hemos hablado de tipos de datos lineales comoalraaidon de elementos donde cada uno de ellos tiene
elemento siguiente y uno anterior. Los arbolestipms de datos no lineales, en donde la restricaidearior

se relaja y cada elemento puede tener mas de mergle siguiente (hijos), pero solo tienen un eldmen
anterior (padre del nodo). Ahora vamos a generalizas la estructura de arbol para permitir que un
elemento pueda tener mas de un elemento antemogr&fo es una estructura donde cada elemento pueda
tener cero, uno o muchos elementos anteriores uiesigs. Esta generalizacion permite utilizar esta
estructura para reflejar muchas situaciones detmueal.

2.- TERMINOLOGIA FUNDAMENTAL

Existen dos teorias paralelas, la de grafos dogjidla de grafos no dirigidos.

Un grafo dirigido o digrafo G se define como un pér A) donde V es un conjunto de elementos, y A es
una relacién binaria definida sobre V. Los elemgmte V se denominan nodos o vértices, y los elargent
de A arcos. Dado un arco (x, y) de A, se dice gas &l origen e y el destino del arco.

Ejemplo:
V={Vy, Vo, V3, Vi4}
A={(V1, Vo), (V2, V1), (Va, V), (V3 Va3)}

Cada par (X, y) de A es un par ordenado (por sengirelacién) y es esto lo que determina que & gea
dirigido (cada arco tiene un sentido). Si el paryfxno fuera considerado ordenado el grafo serigrafo

no dirigido. En este ultimo caso el par (x, y)@sal al par (y, x). Si G es un grafo no dirigide Elementos
de A se denominan aristas.

2.1.- Representacion gréfica de grafos

Para representar graficamente un digrafo generéénsmnutilizan circulos para los vértices y flechasa
los arcos. En un grafo no dirigido los vértices li@n se representan con circulos, pero las arssas
representan con segmentos.

Ejemplos:

G1 = (V, A) grafo dirigido

V= {V 1, Vo, V3, Vy, V5}

A={(v1, Vo), (V2, V1), (V2, V3), (V, V), (V3, V3), (V3, V6)}
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G2 = (V, A) grafo no dirigido
V= {V 1, Vo, V3, V4}
A={(vy, Vo), (V2, Vi), (V2, Va), (V3, Va)}

En G2 no podemos tener como elemento de A a ledyis vi) dado que es igual a la arista, (w). Si la
agregamos, A tendria elementos repetidos y eséstaopermitido porque A es un conjunto.

Los vértices y arcos (o aristas) de un grafo pueserelementos con informacion adicional unidal@sel
Tales grafos se llaman grafos etiquetados o podder#&or ejemplo:

Ciudad2

120 95

Ciudad1 @\/ 154 Ciudad4
101 175
o

Ciudad3

2.2.- Definiciones basicas en grafos dirigidos
Se dan a continuacion una serie de conceptos dedinsobre digrafos. Para ejemplificar los mismos

usaremos el siguiente grafo:
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Bucle
Un bucle es un arco de la forma (x, x), es decumearco que tiene por origen y destino al misnrtiog

Ejemplo:
En el grafo dado existen dos bucles: el @) y el (v, ).

Sucesor
Se dice que el hodo y es sucesor 0 adyacente del)nsi existe un arco que tenga por origen a ®ry p

destino a y, es decir si el arco (X 3/A.
Al conjunto de nodos sucesores de x lo denotaremms(x).

Ejemplo:
Calculemos el conjunto de sucesores gdéxisten dos arcos que tienen como origest &y, Vs) Y (Va, Vs),
por lo tanto el conjunto de sucesores giyorman los vérticessw vs.

S(va) = {vs, vs}

Si hacemos el mismo andlisis pagaexisten cuatro arcos que tienen como origen @ Vo), (Vo, Va), (Vs,
Vq) Y (Vo, V5), por lo tanto el conjunto de sucesores de Yorman los vértices,yvs, V4 Y Vs.

S(w) = {v2, V3, V4, Vs}

Sin embargo no existe ningln arco que tenga coigeror y, por lo que el conjunto de sucesores glesv
vacio. Algo similar ocurre conv
S(w) = S(w) =0

Predecesor
Se dice que el nodo y es predecesor del nodoxisteain arco que tenga por origen a'y y por destir, es

decir si el arco (y, X)J A.
Al conjunto de nodos predecesores de x lo denozs@on P(x).

Ejemplo:
El vértice v es destino de tres arcos,(Vs), (V2, Va) ¥ (Vs, V4), por lo que el conjunto de predecesores de v
lo forman \, v, y Vs.

P(Va) = {V1, Vo, Vs}

El vértice y es destino de dos arcos,(v,) y (V2, V), por lo tanto el conjunto de predecesores d® v
forman v y ..
P(v) ={v1, 2}

Notar que en el caso,vel mismo y forma parte de su conjunto de predecesores y dmmgunto de
sucesores. Esto se debe a que existe un bucle en v

Grado
Grado de entrada del nodo x:

g(x) = PXI

Grado de salida del nodo x:
g'(x) = IS(X)|

Grado del nodo x:
g(x) = PO S(X)|
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Ejemplo:

Si hacemos el calculo de grados para v
g(va) = v, Vo, ve}| = 3

9'(Va) = {va, ve}| = 2

9(va) = {va, Vo, Vs} O {vs, Ve}| =5

Hacemos el mismo célculo para v
g(v2) = vy, va}| =2

g'(V2) = V2, Vs, Vs, Vs}| = 4

9(V2) = [{vy, Vo} O {vy, V3, V4, V)| =5

Notar que si el vértice no tiene un bucle, el grdelomismo es igual a la suma de los grados dadaiy de
salida.

Vértice aislado
Se dice que un vértice x es aislado si g(x)=0.

Ejemplo:
En el grafo anterior el Gnico vértice aislado gs v
g(ve) = [P(¥) U S(w)| = | =0

El vértice v no puede ser considerado como aislado, dado deeealun bucle su grado es 1.
En general, con la definicién de grado que hemste vpara que un vértice se considere aisladeene tjue
ser origen ni destino de ningun arco, ni siquierducle.

Camino
Informalmente decimos que existe un camino delogr al vértice y, si podemos llegar de x a y igigdo
los arcos y en el sentido en que estos estan.
En el grafo del ejemplo existe un camino dew siguiendo los arcos {w,), (Vz, V4) Y (Vs4, V5). También
existe otro camino entre los mismos vértices siglodos arcos @y Vi) Y (Va, Vs).
Formalmente, dado un grafo G = (V, A) decimos gxiste un camino del vértice x al vértice y, si &xis
una secuencia swi, ..., > tal que:

a)w=x0v, =Yy

b) (vi.1, i) D Aconi=1...n-1

La longitud del camino es igual a la cantidad d®suque lo forman; en la definicion anterior seria

Como caso especial la secuencia <v> es un camitondéud cero. Esto nos dice que siempre existe un
camino de longitud cero entre un nodo y si mismo.

Un camino se dice simple o elemental si no pasaeoss por un mismo vértice.

Un ciclo es un camino simple de longitud mayor tjuen donde coinciden los vértices primero y altimo

Ejemplo:

Existe un camino de;\a w dado que la secuencia<v,, vy, Vs> cumple con la definicion. La longitud de
este camino es 3.

No existe ningln camino con origen en(de % no se puede llegar a ningun otro vértice del grafo

La secuencia sy v,> también cumple con la definicidbn de camino; enegal un bucle es un camino de
longitud uno. Pero este camino no puede ser caasidein ciclo (por su longitud).

El camino <y, V,, V4, Vs, V4, V5, V1> tampoco es un ciclo dado que no es simple.

La secuencia gy Vs, Vs, Vs, V1> Si €s un ciclo y su longitud es 4.
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Cadena
Un concepto similar al de camino pero menos reistnies el de cadena.
Informalmente decimos que existe una cadena deteéral vértice y, si podemos llegar de x a yiggdo
los arcos pero sin tener en cuenta el sentidodismos.
Habiamos visto que no existia ninglin camino cogeaorien y. Pero si existen cadenas con inicio en ese
vértice, por ejemplogay vy, Vs.
Formalmente, dado un grafo G = (V, A) decimos gxiste una cadena del vértice x al vértice y, sstexi
una secuenciaywvy, ..., W1 tal que:
a)w=x0v, =Yy
b) (vi.1, vi) D Aconi=1...n-1

La longitud de la cadena es igual a la cantidaardes que la forman; en la definiciébn anteriorasarL.
Una cadena se dice simple si no pasa dos vecespnismo Vvértice.
Un circuito es una cadena simple de longitud mayer1, en donde coinciden los vértices primerdiynal
De las definiciones dadas se deduce que:

a) Todo camino es una cadena, pero no toda cadamagamino.

b) Todo ciclo es un circuito, pero no todo circiesun ciclo.

c) Existe una cadena de x ay siy soélo si existeaadena de y a x.

Ejemplo:

Las siguientes secuencias son ejemplos de cadenas, s, Vs>, <Vb, Vi, Vs>, <V, Vo, Vi, V5>, <V, Vo>,
Las siguientes secuencias ademas de cadenas ®OItOSIr <\, Vo, Va4, V5>, <Vi, Vo, Vi, Vs, V1>, <V, Vg, Vo,
V3>,

No existe ninguna cadena con origen grEgto se debe a quges un vértice aislado.

Existe una sola cadena con inicio en<w;, vz> (el Gnico arco con origen en@s el bucle).

Conectividad
Un grafo se dice conectado o conexo si existe adar@ entre cualquier par de vértices del grafo.
Un grafo se dice fuertemente conectado o fuerteenemmexo si existe un camino entre cualquier par de
vértices del grafo.
Nuevamente a partir de estas definiciones podeatas algunas conclusiones:
a) Si G es un grafo fuertemente conectado entdaeassun grafo conectado (el reciproco no se da).
b) Si G no es un grafo conectado entonces G na gsafo fuertemente conectado.
c) Si G tiene vértices aislados entonces G no esatado.

Ejemplos:
G1: el grafo que hemos usado en los ejemplos argsrno es un grafo conectado, y por lo tanto tamps
fuertemente conectado

G2:

@ Es un grafo conectado, pero no es fuertemente
conectado: (no existe camino entre v3 y v2)
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e Es un grafo conectado y también es fuertemente

conectado (ciclo)

G4:
@ No es conectado, porque por ejer
no existe un camino entre v5 y v3, por
consiguiente tampoco es fuertemente
@ @ conectado

3.- TDA GRAFO

Como tipo de dato abstracto un grafo G = (V, A)starde un conjunto de vértices V, de un conjunto de
arcos A, y operaciones actuando sobre estos dgstos

Esto implica la necesidad de definir dos nuevasesldlamadas Vertice y Arco. Un vértice es un objet
compuesto de una etiqueta. Un arco es un objetpuesto de dos vértices y opcionalmente de unastéiqu

4.- IMPLEMENTACIONES DE GRAFOS
Para representar un grafo se pueden emplear estiagturas de datos. La seleccion apropiada desnd
las operaciones que se realizarén sobre los \@stisebre los arcos del grafo.

Vamos a ver dos posibles implementaciones:
» Mediante matrices de adyacencia.
» Mediante listas de adyacencia.

4.1.- Mediante matrices de adyacencia

Esta representacion utiliza, una secuencia dece8rtiy una matriz (array bidimensional) que permite
determinar la existencia de adyacencias entre pEre®rtices en un tiempo constante. Esta mejokee se
contrarrestada por el incremento en el espaciaadib, que es del Ofn

Cada vértice tiene asociado un indice.

Para un grafo con n vértices, dispondremos de wteznM de NxN, tal que MJi , j] contiene la refe@a

al arco A gue tiene como origen el vértice i-ésinammo destino el vértice j-ésimo. Si no hay uroawotre

los vértices iy j , entonces M[i, j] almacena uwegerenciaull.
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Si el grafo es no dirigido, entonces la referemcia arista a se almacena en M[i , j] y M[j , ip &ecir, se
trata de una matriz simétrica.
La representacion gréafica es de la siguiente forma:

A W NP
m T T T
- 7A
— 1T T M
m T 4 M
A W NP
M7
- <474
e
-

La implementacion basica para un grafo dirigidtaesguiente:

public class Graph

private Vertex[] vertices;

private int vertexPosition;
private boolean[][] edges;
private int vertexQuantity;

Graph(int quantity)
{

vertexQuantity=quantity;

vertices=new Vertex[vertexQuantity];
vertexPosition=0;

edges=new boolean[vertexQuantity][vertexQuantity]

}

public void insertVertex(Object element)

vertices[vertexPosition]=new Vertex();
vertices[vertexPosition].setElement(element);
vertexPosition++;

}
public void insertEdge(Object originElement, ObjixcishElement)

int originPosition=getVertexOrder(originElement);
int finishPosition=getVertexOrder(finishElement);
edges[originPosition][finishPosition]=true;

private int getVertexOrder(Object element)
{
int position=0, order=-1,;
boolean found=false;
while(position<vertexQuantity & found==false)

if(vertices[position].getElement().equals(elem)en

- Pagina 60 de 101 -



Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Asignatura: Estructuras de Datos
Docente: Lic. Verénica L. Vanoli

Apunte de Catedra

found=true;
order=position;

}

position++;

}

return order;

}
}

public class Vertex
private Object element;
Vertex()

element=null;

}
public Object getElement()
{

return element;

}

public void setElement(Object element)

this.element=element;
}
}

Cuando un grafo es esparcido o disperso, es teeanrayoria de los términos de la matriz de adyaaesan
null, esta implementacion no es eficiente. Es adecoadado el grafo es denso (existen muchos arcos o
aristas)

4.2.- Mediante listas de adyacencia

En esta representacion, se mantiene una secuemciascvértices del grafo. Ademas para cada védite
grafo se mantiene una secuencia con todos susesridyacentes. En un grafo con n vértices habra n
secuencias de vértices adyacentes. Las referentaasecuencias se almacenaran en un vector dédam

Los vértices suelen identificarse por un nombréigueta. En tal caso, se necesita asociar un irdizaa

uno de ellos que nos permita acceder a la secugadié@rtices adyacentes.

La representacion gréfica es de la siguiente forma:

@ vi V2| P v4 |/
” @ v2 *4# v4 |/
v3 f% v2 |/
@ v4 f% v3 |/

La implementacion basica para un grafo dirigidtaesguiente:

public class Graph

private Vertex[] vertices;
private int vertexPosition;
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private int vertexQuantity;
Graph(int quantity)
{

vertexQuantity=quantity;
vertices=new Vertex[vertexQuantity];
vertexPosition=0;

}

public void insertVertex(Object element)

vertices[vertexPosition]=new Vertex();
vertices[vertexPosition].setElement(element);
vertexPosition++;

}
public void insertEdge(Object originElement, ObjixcishElement)
{

int originPosition=getVertexOrder(originElement);
Edge edge=vertices[originPosition].getEdge();

Edge newEdge=new Edge();
newEdge.setPosition(getVertexOrder(finishElenent)

if(edge==null)
vertices[originPosition].setEdge(newEdge);
}

else
{
while(edge.getEdge()!=null)

edge=edge.getEdge();

edge.setEdge(newEdge);

}

private int getVertexOrder(Object element)

int position=0, order=-1,;
boolean found=false;

while(position<vertexQuantity & found==false)

if(vertices[position].getElement().equals(elet)en

found=true;
order=position;
}
position++;
}
return order;

}
public class Vertex

private Object element;
private Edge edge;

Vertex()
element=null;
edge=null;

}

public Object getElement()
{

return element;

}
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public Edge getEdge()
{

return edge;

}

public void setElement(Object element)

this.element=element;

}
public void setEdge(Edge edge)

this.edge=edge;
}
}

public class Edge

private int position;
private Edge edge;

Edge()

position=0;
edge=null;

}

public int getPosition()

return position;

}
public Edge getEdge()
{

return edge;

}
public void setPosition(int position)

this.position=position;

}
public void setEdge(Edge edge)

This.edge=edge;
}
}

Faltarian las implementaciones correspondientes grafos no dirigidos, cuyo codigo es muy simados
anteriormente citados, solamente que se tendréaaamacel hecho de que cada vez que se crea udear;o
a v, también se debe agregar el arco;dew

5.- OPERACIONES SOBRE GRAFOS

5.1.- Recorridos

La operacion de recorrer un grafo consiste enrpdetiun vértice determinado y visitar todos aqgsello
vértices que son accesibles desde él en un desatmorden. Para realizar la operacion pueden segdds
estrategias: el recorrido en profundidad (DFS: Béjntst Search) o recorrido en anchura (BFS: Bréact
Search).

5.1.1.- Recorrido en profundidad

Es una generalizacion del recorrido en preordeimd&bol: se comienza visitando un vértice cualauye a
continuacion, se recorre en profundidad el compneonexo que “cuelga” de cada sucesor.

Este método de recorrido se realiza de acuerd® sidaientes pasos:
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1. Se visita el vértice del que se parte, v.

2. Se selecciona un vértice w, adyacente a v taplevia no se haya visitado.

3. Se realiza el recorrido en profundidad partietielosértice w.

4. Cuando se encuentra un Vvértice cuyo conjunt@dy@centes han sido visitados en su totalidad se
retrocede hasta el Ultimo vértice visitado que aevigrtices adyacentes no visitados y se ejecytasel 2.
Suponemos la existencia de un conjunto (visitadas) ir almacenando los veértices del grafo poqgles se

va pasando. En principio el conjunto de vérticegtadlos estara vacio.

Es posible que algunos vértices del grafo no sarhaisitado, en cuyo caso se selecciona algundlake e
como nuevo vértice de partida y se repite el pmbesta que todos los vértices de G se hayandasita

La implementacién del algoritmo es la siguiente:

public void depthFirstSearch(Object element)

Vector visited=new Vector(vertexQuantity);
depthFirst(getVertexOrder(element), visited);

private void depthFirst(int element, Vector visited

System.out.print(vertices[element].getElement()+"
visited.addElement(new Integer(element));
Enumeration adjs=adjacents(new Integer(element));
while(adjs.hasMoreElements())

{

Integer adjsOther=(Integer)adjs.nextElement();
if('visited.contains(adjsOther))

depthFirst(adjsOther.intValue(), visited);
}

}
Supdngase el siguiente grafo dirigido:

Vamos a realizar su recorrido en profundidad toroarwino vértice de partida 1.

) (4

El vértice 1 pasa al conjunto de visitados (Visitad {1}) y obtiene el conjunto de adyacentes dpid son

{2, 4}.

Se recorre en profundidad el vértice 2 pasandorglinto de visitados (Visitados = {1, 2}) y se @btéen sus
adyacentes; este caso {3, 4, 6}.

Como el vértice 3 no se ha visitado se recorre refupdidad. Se inserta en el conjunto de visitados
(Visitados = {1, 2, 3}) y se obtienen su adyacenéeseste caso el vértice {1}. Como el vértice legta en

el conjunto de visitados terminé el recorrido eofyndidad del vértice 3.

Pasamos entonces al otro adyacente del 2 que géatiek 4. Se recorre en profundidad el vértic&d.
inserta en el conjunto de visitados (Visitados 7413, 4}) y se obtienen su adyacentes; en ese los
vértices {3, 7}. Como el vértice 3 ya estd visitadorecorre en profundidad el vértice 7.
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Se inserta el 7 en el conjunto de visitados (Misita= {1, 2, 3, 4, 7}) y se obtienen su adyacergeseste
caso el vértice {6}.

Como el vértice 6 no se ha visitado se recorre refupdidad. Se inserta en el conjunto de visitados
(Visitados = {1, 2, 3, 4, 7, 6}) y se obtienen slyacentes; en este caso el vértice {5}.

Como el vértice 5 tampoco se ha visitado se re@rngrofundidad el vértice 5. Se inserta en elwtojde
visitados (Visitados = {1, 2, 3, 4, 7, 6, 5}) y @btienen sus adyacentes; en este caso el vérficE¢mo ya

se ha visitado termina el recorrido en profundidabvértice 4 y con el también termina el recorridolos
vértices 5,6,y 7.

Pasamos al ultimo adyacente del 2 que era el §a@sta visitado terminando el recorrido en proifgud

del vértice 2.

Pasamos ahora al otro adyacente del vértice 1 sje €. Como ya esta en el conjunto de visitados se
termina el recorrido en profundidad del vértice don él el recorrido 5 6 7 2 4 1 3 en profundidabgiafo.

El listado de los vértices en profundidad®e2:34 7 6 5

5.1.2.- Recorrido en anchura

Generaliza el recorrido en anchura (por nivelesulérbol: después de visitar un vértice se visitan
sucesores, después los sucesores de los sucgsasergiteradamente.

Este método de recorrido consiste en los siguigrasss:

1. Se visita el vértice de partida v.

2. Se visitan todos sus adyacentes que no estoweraisitados y asi sucesivamente. Esto es, #arvis
todos los vértices adyacentes antes de pasar aéotice.

Utilizamos un conjunto (visitados) para ir almaca@los vértices del grafo por los que se va pasdad
una cola se mantienen los vértices adyacentesegbarsobtenido a partir de los vértices visitadosiyos
adyacentes aun restan por explorar.

Inicialmente, tanto el conjunto de vértices visitadomo la cola de vértices por visitar estarafogac

La implementacion del algoritmo es la siguiente:

public void breadhFirstSearch(Object element)

breadhFirst(getVertexOrder(element));
}

private void breadhFirst(int element)

Vector visited=new Vector(vertexQuantity);
Queue explore=new Queue();
explore.insert(new Integer(element));
visited.addElement(new Integer(element));
do

{

Integer vertexOther=(Integer)explore.delete();
System.out.print(vertices[vertexOther.intValug@Element()+" ");
Enumeration adjs=adjacents(vertexOther);
while(adjs.hasMoreElements())

{

Integer adjsOther=(Integer)adjs.nextElement();

if(\visited.contains(adjsOther))

explore.insert(adjsOther);
visited.addElement(adjsOther);
}

}

}
while('explore.isEmpty());
}
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Supodngase el mismo grafo dirigido que antes. Hasamarecorrido en anchura tomando como vértice de
partida el vértice 1. Se inserta en la cola (Celia2) y se inserta en el conjunto de visitados (s(@gis =
{1}).

Sacar de la cola el vértice 1. Obtener todos syacadtes, en este caso los veértices {2, 4}. Como no
pertenecen al conjunto de visitados se insertasertonjunto (Visitados = {1, 2, 4}) y se inser&amla cola
(Cola: <2, 4>).

Sacamos de la cola el vértice 2. Obtenemos todoadyacentes, en este caso los vértices {3, £L,@ho 3

y 6 no pertenecen al conjunto de visitados se tasezn ese conjunto (Visitados = {1, 2, 4, 3, 6}
insertan en la cola (Cola: <4, 3, 6>).

Sacamos de la cola el vértice 4. Obtenemos todoadyacentes, en este caso los vértices 3y 7. @mo
vértice 7 no pertenecen al conjunto de visitadassarta en dicho conjunto (Visitados = {12, 4637}) y

se inserta en la cola (Cola: <3, 6, 7>).

Sacamos de la cola el vértice 3. Obtenemos todosadyacentes, en este caso el vértice {1}. Como ya
pertenece al conjunto de visitados no hacemos (Gala: <6, 7>).

Sacamos de la cola el vértice 6. Obtenemos todoadyacentes, en este caso el vértice {5}. Como no
pertenecen al conjunto de visitados se insertsercenjunto (Visitados = {1, 2, 4, 3, 6, 7, 5}) ¢ inserta

en la cola (Cola: <7, 5>).

Sacamos de la cola el vértice 7. Obtenemos todoadyacentes, en este caso el vértice {6}. Como ya
pertenece al conjunto de visitados no hacemos (Gala: <5>).

Sacamos de la cola el vértice 5. Obtenemos todosadyacentes, en este caso el vértice {7}. Como ya
pertenece al conjunto de visitados no se procesa.

La cola ya se vacié terminando el recorrido en arecl produciendo el listad®:2 436 7 5

Para ambos recorridos sera necesario el métodoettga (para lista de adyacencia).

private Enumeration adjacents(Integer element)

{

Vector vertices=new Vector();
Edge position=vertices[element.intValue()].getHjige

while(position != null)

vertices.addElement(new Integer(position.getRux());
position=position.getEdge();
}

return vertices.elements();

}

5.2.- Algoritmos de caminos minimos

El algoritmo de recorrido en anchura puede utiiegpara buscar el camino mas corto desde un vértice
otro cualquiera en un grafo conectado, suponiendaagas las aristas son igualmente buenas.

En muchas situaciones los arcos tienen asociadtsscdistintos.

Ejemplos:

« Mapa de carreteras: Los veértices son las ciudaeéésgste de cada arco se representa por la destamc
Km. entre las ciudades.

+ Red de computadoras: Las conexiones entre los rpaorman la red se representan por aristas cuyos
costes estaran en funcion de las velocidades tHaslmmnexiones (lineas telefénicas vs. fibra Optica

Sea G un grafo etiquetado. langitud o costede un camino P es la suma del coste de los arcBs Esto
es, si P = ((y v, (Vi, Vo), ..., (M1, W), la longitud de P, denotada por w( P), se daforao

- Pagina 66 de 101 -



Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Asignatura: Estructuras de Datos
Docente: Lic. Verénica L. Vanoli

Apunte de Catedra

k-1
W)= D (v, Vi)

i=0

La distancia de un vérticea otrou en G, denotada pal(v, u) es la longitud detamino de longitud minima
(o, simplementegamino minimao) dev au, si existe dicho camino.

Se utiliza la convencion de qdév, u) =« si ho hay un camino entvey u.
Sea un grafo etiquetado G = (V, A), interesa emeo® camino minimo de un vértigeal resto de vertices
del grafo. El algoritmo de Dijkstra calcula dichezeminos cuando los arcos tienen costes no nega#gos

decir,w(a)=>0 Ja [JA.

5.2.1.- Algoritmo de Dijkstra (arbol minimo/maximo - camino minimo/maximo - camino critico)

Algoritmo voraz (greedy): en cada iteracion se selecciona la nogicion entre las disponibles. Este tipo de
algoritmos se utiliza a menudo en situaciones daed#rata de optimizar una funcién de coste sobee u
coleccion de objetos. También conocido como alggtavidos.

Adaptacion del esquema voraz al problema de camitiognos con origen en v: algoritmo que en cada
iteracion afiade un vértice al conjunto de vértigegados El vértice seleccionado es aquel de los vértices
por visitar mas préximo a&. El algoritmo finaliza cuando no quedan vértices\psitar.

Para mantener en cada paso la distancia minima dé¢sitigen podemos usar un array llamddancia

gue mantiene en cada paso la distancia desdegehaaicada vértice del grafo.

En cada iteracion, una vez seleccionado, de eodre@drtices powisitar, el vérticeu mas proximo a se
actualiza el arraglistanciapara aquellos vérticas que son adyacentes dg que cumplen qudistancia[ul]

+ w((u, w)) < distancia[w]

La implementacion del algoritmo es la siguiente:

public Vector dijkstraAlgorithm(Object vertex)

return dijkstra(getVertexOrder(vertex));

private Vector dijkstra(int vertex)

intvs;

Vector distance=new Vector(vertexQuantity);
Vector toVisit=new Vector(vertexQuantity);
for(vs=0; vs<vertexQuantity; vs++)

Integer duv=null;
if(vs==vertex)

duv=new Integer(0);
else

duv=new Integer(INFINITO);
distance.insertElementAt(duv, vs);
toVisit.addElement(new Integer(vs));

}
while('toVisit.isEmpty())
{

Integer u=minimum(distance, toVisit.iterator());
toVisit.removeElement(u);
int du=((Integer)distance.get(u.intValue())).iatue();
if(du = INFINITO)

{

Enumeration adjs=adjacents(u);
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while(adjs.hasMoreElements())

Integer w=(Integer)adjs.nextElement();
if(toVisit.contains(w))

int cuw=getEdge(u, w).getCoste();

if(du + cuw < ((Integer)distance.get(w.intVaf})).intValue())
distance.set(w.intValue(), new Integer(dwwy);

}

return distance;

}

private Integer minimum(Vector distance, Iteratwisitl)

Integer vertex, vertexMinimum=(Integer)toVisitxig;
int distanceValue, distanceMinimum=((Integer)dis@ get(vertexMinimum.intValue())).intValue();
while(toVisitl.hasNext())

vertex=(Integer)toVisitl.next();
distanceValue=((Integer)distance.get(vertex.ihigg)).intValue();
if(distanceValue < distanceMinimum)

vertexMinimum=vertex;
distanceMinimum=distanceValue;

return vertexMinimum;

}

Ejemplo de caminos minimos a partir del vértice 1.

distancia
visitados porVisitar 1 2 3 4 5 6 v min
O {1, 2,3,4,5, 6} 0 [ co 0 co 0 1
{1} {2,3,4,5,6} 0 3 o o % 5 2
{1, 2} {3, 4,5, 6} 0 3 10 o o0 5 6
{1, 2, 6} {3, 4, 5} 0 3 10 7 o0 5 4
{1, 2, 6, 4} {3, 5} 0 3 10 7 13 5 3
{1, 2,6, 4, 3} {5} 0 3 10 7 11 5 5
{1,2,6, 4, 3,5} O 0 3 10 7 11 5

El coste total del algoritmo es G)n

- Pagina 68 de 101 -



Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Asignatura: Estructuras de Datos
Docente: Lic. Verénica L. Vanoli

Apunte de Catedra

Para reconstruir el camino mas corto a cada vértieeagrega otro arregfdamino de vértices, tal que
caminos[v]contenga el vértice inmediato anterior en el camino mas corto.

Se asigna un valor inicial @amino[v] igual a 0 para tode # 0. El arreglo Camino puede actualizarse
después de la actualizacion del arretittanciaen el método ddijkstra(int).

if (du + cuw < ((Integer)distance.get(w.intValue(j)Malue())

distance.set(w.intValue(hew Integer(du + cuw));
way[w.intValue()]=u.intValue();

Al término de Dijkstra, el camino a cada vérticege encontrarse regresando por los vértices preatece
del arreglocamina Por ejemplo, para reconstruir el camino mas cdeiovértice 1 (origen) al vértice 4,

seria: v 4
hacer

{

Escribir v
vV « way[v]

mientras(v = 1)

5.2.2.- Algoritmo de Floyd-Warshall (camino minimoentre todos los pares de nodos)

El problema que intenta resolver este algoritmeleke encontrar el camino mas corto entre todopdoss

de nodos o vértices de un grafo. Esto es semejaotmstruir una tabla con todas las distanciasnaisi
entre pares de ciudades de un mapa, indicando adammata a seguir para ir de la primera ciudad a |
segunda. Este es uno de los problemas mas intleespre se pueden resolver con algoritmos de grafos
Existen varias soluciones a este problema vy losriahgos a aplicar dependen también de la existaieia
arcos con pesos 0 costes negativos en el grafel. &so de no existir pesos negativos, seria gosjbtutar

n veces el algoritmo dbijkstra para el calculo del camino minimo, donde n estehero de vértices o
nodos del grafo. Esto conllevaria un tiempo deugjén de O(f) (aunque se puede reducir). Si existen
arcos con pesos negativos, se puede ejecutar tambices el algoritmo de Bellman-Ford (que se m&aa
adelante), una vez para cada nodo del grafo. Rafasgdensos (con muchas conexiones o arcos) esto
conllevaria un tiempo de ejecucion de t(n

El algoritmo de Floyd-Warshall (“All-Pairs-Shortedgath” - Todos los caminos minimos) ideado por &loy
en 1962 baséndose en un teorema de Warshall tardbié®62, usa la metodologia de Programacion
Dinamica para resolver el problema. Este puedeversel problema con pesos negativos y tiempos de
ejecucion iguales a O{n sin embargo, para ciclos de peso negativo ekiahgo tiene problemas.

Este algoritmo se puede aplicar a multitud de grolals, incluyendo el disefio de circuitos, el disBioutas

de transporte, aproximaciones al problema del ni@jde comercio, o como base de otros algoritmas ma
complejos.

La implementacién del algoritmo es la siguiente:

public int[][] floyd()
{

intu, v, w;
int[][] floydMatrix=//asignarle la matriz de adyanea
/Ino se aceptan bucles, ni ciclos
for(u=0; u<vertexQuantity; u++)

floydMatrix[u][u]=0;
for(u=0; u<vertexQuantity; u++)

for(v=0; v<vertexQuantity; v++)

for(w=0; w<vertexQuantity; w++)
if((vI=u) & (u'=w) & floydMatrix[v][u] < INFINITO & floydMatrix[u][w] < INFINITO)
if(floydMatrix[v][w] > (floydMatrix[v][u] + floydMa trix[u][w]))
floydMatrix[v][w]=floydMatrix[v][u]+floydMatrix[u][ w];

return floydMatrix;

}
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5.2.3.- Algoritmo de Bellman-Ford (camino minimo/m&imo)

Soluciona el problema de la ruta mas corta o camiimimo desde un nodo origen, de un modo mas genera
que el algoritmo d®ijkstra, ya que permite valores negativos en los arcos.

El algoritmo devuelve un valor booleano si encuwentr circuito o lazo de peso negativo. En casoraoat
calcula y devuelve el camino minimo con su coste.

Para cada vértice perteneciente a V, se mantiene el atrilittancia[v] como cota superior o coste del
camino minimo desde el origeral vérticev.

El pseudocadigo del algoritmo es:

booleano Bellman-Ford(o)

distancia[o]=0
predecesor[o] =0
pargcada v perteneciente a V[G]-{v})

distancia[v]=infinito
predecesor[v]=nulo

}
pardi de 1 a V[G]-1)
parégcada arco (u ,v) perteneciente a A[G])
si(distancia[v] > distancia[u] + matrizAdya(u, v))

distancia[v] = distancia[u] + matrizAdya(u, v)
predecesor[v] = u

para(cada arco (u, v) chequea lazo de peso negativo)
si (distancia[v] > distancia[u] + matrizAdya(u, Vv))
retornarfalso //el algoritmo no converge
retornarverdadero

}

Ejemplo de caminos minimos con pesos negativosta gel vértice A:

A
0
0
0 -1
0
0
0
0

. ~8/8 88|80

N
.88 8lgm

N
NN DSB8IBO
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El problema de la ruta mas larga puede ser transfito en el de ruta mas corta cambiando el sigiosde
costes de los arcos.
En este caso el problema es inconsistente pardatosae peso positivo.

5.2.4.- Algoritmo de Ford-Fulkerson (flujo méaximo)

Se puede considerar un grafo como una red de fhgade un nodo fuente produce o introduce en la red
cierta cantidad de algun tipo de material, y unonsdmidero lo consume. Cada arco, por lo tantodgue
considerarse como un conducto que tiene ciertaciigzhde flujo. De igual modo que en redes eléadric
(Ley de Kirchhoff), la suma de flujos entrantesnanoedo, debe ser igual a la suma de los salieptEgipio

de conservacion de energia), excepto para el naofte y el nodo sumidero.

Por lo tanto, el problema de flujo méximo se enailecimo: ¢ cudl es la tasa a la cual se puede tréauspb
material desde el nodo fuente al nodo sumiderovisiar las restricciones de capacidad?. Este iafgorse
puede usar para resolver modelos de: transporteneleancias (logistica de aprovisionamiento y
distribucion), flujo de gases y liquidos por tubsricomponentes o piezas en lineas de montajesrderen
redes eléctricas, paquetes de informacion en rddesomunicaciones, trafico ferroviario, sistema de
regadios, etc.

Una red de flujo es un grafo dirigido G=(V, E) derzhda arco (u, v) perteneciente a E tiene unaickih
no negativa. Se distinguen dos nodos: la fuentedo 8, y el sumidero o nodo t. Si existen multifileshtes

y sumideros, el problema se puede simplificar afralth una fuente comun y un sumidero comun.

Este algoritmo depende de tres conceptos prinagpale

« Un camino de aumentg es una trayectoria desde el nodo fuente s al sodudero t que puede
conducir mas flujo.

+ Lacapacidad residuales la capacidad adicional de flujo que un arcalgullevar ¢u, v) = c(u, v) - f(u,
V).

« Teorema de Ford-Fulkerson (1962):En cualquier red, el flujo maximo que fluye deflente al
destino es igual a la capacidad del corte minineosgpara a la fuente del destino.

Una variacion del algoritmo de Ford-Fulkerson ealgbritmo deEdmonds-Karp (J. Edmonds; R.M. Karp

- 1972). En éste, el ‘camino de aumento’ es eleggimdo una budsqueda por niveles o en anchuralfbrea
first search). El algoritmo de Edmonds-Karp requi@(rf) tiempo de computacién, donde n es el nimero
de nodos o vértices, y el nimero de arcos del grafo

5.2.5.- Algoritmo de Kruskal y Prim (&rbol de costeotal minimo/méaximo)

El objetivo del algoritmo de Kruskal es construin arbol (subgrafo sin ciclos) formado por arcos
sucesivamente seleccionados de minimo peso ageautin grafo con pesos en los arcos.

El algoritmo de Prim encuentra un arbol de pesal twinimo conectando nodos o vértices con arcos de
peso minimo del grafo sin formar ciclos.

5.3.- Algoritmo de Fleury (recorridos eulerianos)

El algoritmo de Fleury es un algoritmo de busqu#glaaminos eulerianos en grafos. El algoritmo dezan
gue si existe un camino euleriano en el grafo mentra. Basa su ejecucidn en cuatro pasos, paotidel
requisito de que el grafo sea euleriano.

Grafos Eurelianos

Definimos un grafo euleriano G como un grafo congue posee un camino cerrado que incluye todas las
aristas de G, a la que llamaremos camino euleri@ada arista se recorre una vez y so6lo una vemibeis

gue G es semi-euleriano si levantamos la restricdgque el camino euleriano deba ser cerrado.
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En la figura siguiente se puede observar un grafeuieriano y otro grafo euleriano y su correspemdi

‘ s

Grafo no Euleriano Grafo Euleriano de camino: adefcebcdba

Grafos Hamiltonianos
En los grafos euleriano se examinaba la posibildacdcrear un camino cerrado que incluyese todas las

aristas de un grafo conexo G. Un problema simikarek de si existe un camino cerrado que pasa
exactamente una vez a través de cada vértice HeeSte existe se dice que G es un grafo hamitionia

A continuacién se muestra el grafo hamiltonianoedegdrico:
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ALGORITMOS DE ORDENACION

1.- INTRODUCCION

Dado un conjunto de elementos g &,..., & Y una relacion de orden total) (sobre ellos, el problema de la
ordenacién consiste en encontrar una permutaci@saeelementos ordenada de forma creciente.

Aunque tanto el tipo y tamafio de los elementos cehwispositivo en donde se encuentran almacenados
pueden influir en el método que utilicemos paraenadios, en este tema vamos a solucionar el cagaeen
los elementos son nimeros enteros y se encuettmanemados en un arreglo.

Si bien existen distintos criterios para clasifiaarlos algoritmos de ordenacion, una posibilidad es
atendiendo a su eficiencia. De esta forma, en dmnde la complejidad que presentan en el caso medio
podemos establecer la siguiente clasificacion:

. ©(n): Burbuija, Insercién, Seleccién, ShakerSort.
. ©(nlogn): MergeSort, HeapSort, QuickSort.
. Otros:ShellSort®(n*?%, BinSort@(n), RadixSorO(n).

Otra clasificacion que podemos hacer segun sulgpardenacion, es la siguiente:

. Ordenaciones por intercambio: Burbuja, Shaker&arickSort.
. Ordenaciones por seleccion: Seleccion, HeapSort.

. Ordenaciones por insercion: Insercion, ShellSort.

. Ordenaciones por distribucién: BinSort, RadixSort.

. Ordenaciones por intercalacion: MergeSort.

A continuacion, desarrollaremos todos ellos coemetiento, prestando especial atencidén a su coitigig)

no solo en el caso medio sino también en los mMejpEeores casos, pues para algunos existen dif@sen
significativas.

Como hemos mencionado anteriormente, nos centraremola ordenacién de enteros, muchos de los
problemas de ordenacion que nos encontramos eadtga son de ordenacion de datos mas compldjos. S
embargo este problema puede ser facilmente redatide ordenaciéon de nimeros enteros utilizando las
claves o bien indices. Por otro lado, puede quelddss a ordenar excedan la capacidad de memdria de
ordenador, y por lo tanto, deban residir en digpos externos. Aunque este problema, denominado
ordenacién externgpresenta ciertas dificultades especificas, laeaos utilizados para resolverlo se basan
fundamentalmente en los algoritmos que aqui prasers.

Antes de pasar a desarrollar los principales dlgos, es necesario aclarar que todos los métodos
presentados van incluidos en la siguiente clase:

public final class Sorts

{
}

2.- ALGORITMOS BASICOS DE ORDENACION

2.1.- Ordenacion por Insercion

El método de Insercion realiza n—1 iteraciones esa@brarreglo, dejando en la i-ésima etapa ([2< n)
ordenado el arreglo vec[1...i]. La forma de hacedacolocando en cada iteracion el elemento ven[gu
sitio correcto, aprovechando el hecho de que eblrrvec[l...i-1] ya ha sido previamente orden&ce
método puede ser implementado de forma iterativgocsigue:
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public static void insertionSort(int[] vec)

for(int i=1; i<vec.length; i++)
{
int aux=vec(i];
int j=i-1;
while(j>=0 && vec[j]>aux)
vecl[j+1]=vec[j];
j-=1;
}
vec[j+1]=aux;
}
}

Para estudiar su complejidad, vamos a estudiacdses mejor, peor y medio de la llamada al método
insertionSort(vec)

- En el mejor caso el bucle interno no se realiza&auy por lo tanto:
n-1
T(n) = Z (3+4+4+3) +3=14n-11.
i=1

- En el peor caso hay que llevar cada elemento bagtasicion final, con lo que el bucle interno se
realiza siempre de i—-1 veces. Asi, en este caso:

n-1 i-1
T(n) = ( Z (3+4+ ( (4 + 5) ) +1+3) ) +3=%n2+ 123 n - 10.
i=1 i=0

- En el caso medio, supondremos equiprobable laipasie cada elemento dentro del arreglo. Por
lo tanto, para cada valor de i, la probabilidadgde el elemento se sitie en alguna posicion k slé la
primeras sera de 1/i. El nimero de veces que sting&el bucle while en este caso es (i—k), cooulal el
namero medio de operaciones que se realizan arckl bs:

|
1 . 9 1
— > 9i-k 4= — - —.
i 2 2
k=1

Por lo tanto, el tiempo de ejecucion en el casoionest
n-1
9 1 9
T(n) = 3+4+ f —i-— +3 +3=—n’+
i=1
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Por el modo en que funciona el algoritmo, tale®gasn a corresponder a cuando el arreglo se emauen

ordenado de forma creciente, decreciente o aleatori
Como podemos ver, en este método los ordenes delejatad de los casos peor, mejor y medio difieren
bastante. Asi, en el mejor caso el orden de coidateyesulta ser lineal, mientras que en los cpeos y

medio su complejidad es cuadratica.
Este método se muestra muy adecuado para aguéliasianes en donde necesitamos ordenar un arreglo

del que ya conocemos que esta casi ordenado, acgie suceder en aquellas aplicaciones de insedeon
elementos en bancos de datos previamente ordecagi®rdenacion total se realiza peridédicamente.

2.2.- Ordenacion por Seleccion
En cada paso (i=1...n—1) este método busca el mieiemento del arreglo vec]i...n] y lo intercambden el

elemento en la posicion i:

public static void selectionSort(int[] vec)

{

for(int i=0; i<vec.length - 1; i++)
int pos=i;
for(int j=i + 1; j<vec.length; j++)

if(vec[j]<vec[pos])
pos=j;

interChange(vec, pos, i);

}

En cuanto a su complejidad, vamos a estudiar leescanejor, peor y medio de la llamada al método
selectionSort(vec)

- En el mejor caso:
n-2
T(n) = Z(3+1+(5+6(n-i))+1+7) +3 =37+ 14n - 14,
i=0

- En el peor caso:

n-2
T(n) Z(3+1+(5+7(n N+1+7) ) +3= —+—Ln.14
= -I = — _— - .
2 2
i=0

- En el caso medio:

n-2
T(n) Z 3+1+ 5+ 13( i) +1+7 b3z e
n) = — (n-i =——n"+——n-14.
2 4 4
i=0

En consecuencia, el algoritmo es de complejidadrétiaa.
Este método, por el nimero de operaciones de cawcipare intercambio que realiza, es el mas adecuado
para ordenar pocos registros de gran tamafo.tipioebase del arreglo a ordenar no es entero,Birtipo
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mas complejo (guias telefonicas, indices de libnistpriales hospitalarios, etc.) deberemos dadgam
importancia al intercambio de valores que a la @angon entre ellos en la valoracion del algoripoo el
coste que suponen. En este sentido, analizandairekéro de intercambios que realiza el método de
Seleccion vemos que es de orden O(n), frente aho@{r) de intercambios que presentan los métodos de
Insercién o Intercambio (Burbuja).

2.3.- Ordenacion por Intercambio (Burbuja)
Este método de ordenacion consiste en recorrer elementos siempre en la misma direccion,
intercambiando elementos adyacentes si fuera macesa

public static void bubbleSort(int[] vec)
for(int i=vec.length - 1; i>=1; i--)
for(int j=0; j<=i - 1; j++)
if(vec[j]>vec]j + 1])
interChange(vec, j, j + 1);

}

El nombre de este algoritmo trata de reflejar c@nelemento minimo “sube”, a modo de burbuja, hakta
principio del arreglo.

Respecto a su complejidad, vamos a estudiar losscamjor, peor y medio de la llamada al método
bubbleSort(vec)

- En el mejor caso:

n-1 i-1
T(n) = Z 3+ Z(3+4)+3 +3=ln2+_5n_3
2 2 '
i=1 j=0
- En el peor caso:
n-1 i-1
T(n) = Z 3+ Z (3+4+2+7)+3) ) +3=8F-2n-1.
i=1 j=0

- En el caso medio:

n-1 i-1
2+7 23 1
T(n) = 3+ 3+4+ +3 +3=——n’+—n-1.
i=1 i=0

En consecuencia, el algoritmo es de complejidadrétiaa.

Este algoritmo funciona de forma parecida al dee@&bn, pero haciendo mas trabajo para llevar cada
elemento a su posicion. De hecho es el peor ddesvistos hasta ahora, no s6lo en cuanto al tietep
ejecucion, sino también respecto al nimero de cranjmnes y de intercambios que realiza.

Una posible mejora que puede admitir este algorigmcel control de la existencia de una pasada sin
intercambios; en ese momento el arreglo estaraadie
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2.4.- Ordenacién por Intercambio (Burbuja Mejorado)

public static void bubblelmprovedSort(int[] vec)

int i=vec.length - 1;
boolean ordered;
do

ordered=true;
for(int j=0; j<=i - 1; j++)
if(vec[j]>vecl[j+1])
{
interChange(vec, j, j + 1);
ordered=false;

}

while(i>=1 & lordered);

}

Dejamos el andlisis del algoritmo para que se bues.

3.- ALGORITMOS AVANZADOS DE ORDENACION

3.1.- Ordenacién por Mezcla (MERGESORT)

Este método utiliza la técnica de “Divide y Ven&rpara realizar la ordenacion del arreglo. Suaesgia
consiste en dividir el arreglo en dos arreglos,epaidlos mediante llamadas recursivas, y finalmente
combinar los dos arreglos ya ordenados. Esta iddagar a la siguiente implementacion:

public static void mergeSort(int[] vec)

int[] tmp=new int[vec.length];
mergeSort(vec, tmp, 0, vec.length-1);

private static void mergeSort(int[] vec, intfhp, int left, int right)
{
if(left<right)

int center=(right + left) / 2;
mergeSort(vec, tmp, left, center);
mergeSort(vec, tmp, center+1, right);
merge(vec, tmp, left, center, right);

}

private static void merge(int[] vec, int[] tmipt left, int center, int right)

int aptr=left;
int bptr=center+1;
int cptr=left;

while(aptr<=center & bptr<=right)
if(vec[aptr]<vec[bptr])
tmp[cptr++]=vec[aptr++];
else
tmp[cptr++]=vec[bptr++];

while(aptr<=center)
tmp[cptr++]=vec[aptr++];

while(bptr<=right)
tmp[cptr++]=vec[bptr++];

for(int i=left; i<=right; i++)
vec[i]=tmpl[i];
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Una posible implementacion del método que llevalm@l proceso de mezcla vuelca primero los elemaent
a ordenar en el arreglo auxiliar para despuészanilo dos indices, uno para cada arreglo, rellehar
arreglo ordenadamente. Notese que el algoritmoge utiliza el hecho de que los dos arreglos estan ya
ordenados y que son ademas consecutivos.

En cuanto al estudio de su complejidad, siguieadmétodologia aplicada anteriormente, se llegaeaetju
tiempo de ejecucion deergeSort(veq)uede expresarse mediante una ecuacion en redarrenc

T(n) =2T(n/2) + 16n + 17

con la condicion inicial T(1) = 1. Esta es una e en recurrencia no homogénea cuya ecuacion
caracteristica asociada es (<)1) = 0, lo que permite expresar T(n) como:

T(n) = gn + gnlogn + @.

El calculo de las constantes puede hacerse enabkseondicidn inicial, lo que nos lleva a la exde
final:

T(n) = 16nlogn + 18n — 17 ©(nlogn).

Obsérvese que este método ordeedéementos en tiemp®(nlogn) en cualquiera de los casos (peor, mejor
o0 medio). Sin embargo tiene una complejidad esphamipcuanto a memoria, mayor que los demas (del
orden de n).

Otras versiones de este algoritmo no utilizan egdo auxiliar, sino que trabajan sobre el propieglo a
ordenar, combinando sobre él los arreglos obtenitbotas etapas anteriores. Si bien es cierto que es
consigue ahorrar espacio (un arreglo auxiliar) bi@mcomplica el cédigo del algoritmo resultante.

El método de ordenacion por Mezcla se adapta mew lbi distintas circunstancias, por lo que es
comunmente utilizado no sélo para la ordenaciémmrdeglos. Por ejemplo, el método puede ser también
implementado de forma que el acceso a los datosatiee de forma secuencial, por lo que hay diwersa
estructuras (como las listas enlazadas) para laseguespecialmente apropiado. También se utilica pa
realizar ordenacion externa, en donde el arreglordenar reside en dispositivos externos de acceso
secuencial (ficheros).

3.2.- Ordenacion mediante Monticulos (HEAPSORT)

La filosofia de este método de ordenacion consistaprovechar la estructura particular de los roolus
(heaps), que son arboles binarios completos (tedesiveles estan llenos salvo a lo sumo el ultone, se
rellena de izquierda a derecha) y cuyos nodosie@nifla propiedad del monticulo: todo nodo es mayor
igual que cualquiera de sus hijos. En consecueecits raiz se encuentra siempre el elemento mayor.
Estas estructuras admiten una representacion nmeyllae compacta y eficiente mediante arreglos Gmr
arboles completos). Asi, en un arreglo que reptesera implementacion de un monticulo se cumpleetjue
“padre” del i-ésimo elemento del arreglo se enaaesn la posicion i+2 (menos la raiz, claro) y ‘$i®s”,

si es que los tiene, estaran en las posicione2izilyrespectivamente.

La idea es construir, con los elementos a ordemamonticulo sobre el propio arreglo. Una vez coic

el monticulo, su elemento mayor se encuentra @ni@era posicion del arreglo. Se intercambia ergsnc
con el dltimo y se repite el proceso para el aoregh la primera posicion + 1 y la Ultima posicidh Asi
sucesivamente hasta recorrer el arreglo completio. 0s lleva a un algoritmo de orden de compldjida
O(nlogn) cuya implementacion puede ser la siguiente

public static void heapSort(int[] vec)

int index;
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for(index=vec.length - 1; index>=0; index--)
reHeapDown(vec, index, vec.length);
for(index=vec.length - 1; index>0; index--)

interChange(vec, 0, index);
reHeapDown(vec, 0, index);

}

private static void reHeapDown(int vec]], int leéhgint index)

boolean done=false;

int aux=vec[length];

int parent=length;

int child=2 * (length + 1) - 1;

while(child<index & !done)

{
if(child<index - 1)
if(vec[child]<vec[child + 1])
child++;
if(aux>=vec[child])
done=true;
else

vec[parent]=vec[child];
parent=child;
child=2 * (parent + 1) - 1;

}

vec[parent]=aux;

}

Los métodosheapSorty reHeapDownson, respectivamente, el que construye un mootiaubartir del
arreglo dado, y el que “empuja” un elemento hastposicion definitiva en el monticulo, reconstruyera
estructura de monticulo en el arreglo.

Para estudiar la complejidad del algoritmo hemosatesiderar dos partes. La primera es la que aofestr
inicialmente el monticulo a partir de los elemerdosrdenar y la segunda va recorriendo en cadzcifer

un arreglo mas pequefio, colocando el elementerasu posicidn correcta dentro del monticulo. Ebam
casos nos basamos en el método que “empuja” elementel monticulo. Observando el comportamiento
del algoritmo, la diferencia bésica entre el casory el mejor esté en la profundidad que hay guerrer
cada vez que necesitamos “empujar’ un elementoriddods llegar a tener que recorrer todo el arbol
(profundidad: logn) dependiendo del elemento a ‘igarp, respecto al resto.

El métodoheapSortes de complejidad O(n) en el peor caso, puestsigkies la altura del monticulo (k =
logn), el algoritmo transforma primero cada undagedos subéarboles que cuelgan de la raiz en nuogic
de altura a lo sumo k-1 (el subéarbol derecho ptexer altura k—2), y después empuja la raiz hdmgoa
por un camino que a lo sumo es de longitud k. Esta a lo sumo un tiempo t(k) de orden de comqiéei
O(k) con lo cual

T(k) =2T(k-1) + t(k),

ecuacion en recurrencia cuya solucién verifica ik 0 (2°). Como k = logn, la complejidad dieapSort

es lineal en el peor caso. Este caso ocurre cubhagaque recorrer siempre la méxima profundidad al
empujar a cada elemento, lo que sucede si el arestg originalmente ordenado de forma creciente.
Respecto al mejor caso HeapSort éste se presenta cuando la profundidad a la ayeue empujar cada
elemento es cero. Esto se da, por ejemplo, si todadementos del arreglo son iguales. En estaddn la
complejidad del algoritmo es O(1).

Estudiemos ahora los casos mejor y peor del redtalgoritmoheapSort En esta parte hay un bucle que se
ejecuta siempre n—1 veces, y la complejidad debdeétiue intercambia dos elementos es O(1). Todo va
depender del métodeeHeapDown es decir, de la profundidad a la que haya queugmpa raiz del
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monticulo en cada iteracidn, sabiendo que cadaiocubnttiene n—i elementos, y por lo tanto, unaraltde
log(n—i), siendo i el nimero de la iteracion.

En el peor caso, la profundidad a la que hay quaugnlas raices respectivas es la maxima, y ptanto,
la complejidad de esta segunda parte del algomtsnO(nlogn). ¢ Cudndo ocurre esto?... cuando ekeatem
es menor que todos los demas. Pero esto sucedersiguoe los elementos a ordenar sean distintodapor
forma en la que se van escogiendo las nuevas raices

En el mejor caso, aunque el bucle se sigue regdii@r1 veces, las raices no descienden, por serewy
iguales que el resto de los elementos del monti@ddg la complejidad de esta parte del algoritraale
orden O(n). Pero este caso sélo se dara si loseatesidel arreglo son iguales, por la forma enua g
originariamente se construy6 el monticulo y por a@®a escoge la nueva raiz en cada iteracion {j@aitte
los elementos, que en un monticulo ha de ser dedosres).

3.3.- Ordenacion Réapida de Hoare (QUICKSORT)

Este método es probablemente el algoritmo de ocitamanés utilizado, pues es muy facil de implementa
trabaja bien en casi todas las situaciones y comsmgeneral menos recursos (memoria y tiempo) que
otros metodos.

Su disefio estd basado en la técnica de “Dividenc®@s”, que estudiaremos a continuacion, y cafeta
dos partes:

a) En primer lugar el arreglo a ordenar es divididales arreglos no vacios, tal que todos los eleraento
del primero son menores que los del segundo. Fpara de esto, un pivote (elemento dentro del
conjunto) como protagonista esencial en el métadpaditicion.

b) A continuacion, los dos arreglos son ordenados anéglillamadas recursivas al método quickSort.
Como los arreglos se ordenan sobre ellos mismossnoecesario realizar ninguna operacién de
combinacion.

El siguiente método constituye la version clasiglaathoritmo de ordenacion rapida de Hoare:

public static void quickSort(int[] vec)

quickSort(vec, 0, vec.length-1);
}

private static void quickSort(int[] vec, int firsht last)

int center=(first + last) / 2;
if(first<last)
{
center=division(vec, first, last, center);
quickSort(vec, first, center);
if(center= =first)
quickSort(vec, center + 1, last);
else

}

quickSort(vec, center, last);

}
private static int division(int[] vec, int firsint last, int center)

{

int left, right, data;
data=vec[center];
left=first;
right=last;

do

{

while(left<right && vec[left]<data)
left++;

while(left<right && vec[right]>data)
right--;
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if(left<right)

interChange(vec, left, right);
left++;

right--;

}

}
while(left<right);
if(left<right)

{

int pos=right;
right=left;
left=pos;

}

return left;

}

El métododivision parte del elemento pivote y permuta los elemetgbsirreglo de forma que al finalizar el
método, todos los elementos menores o iguales|cquieote estén a su izquierda, y los elementos megyo
gue él a su derecha. Devuelve la posicion en lahguguedado situado el pivote.

Este método es de orden de compleji@{d®) en el peor caso @(nlogn) en los casos mejor y medio.
Obtenemos la siguiente ecuacion en recurrencia:

T(n) =8+ T(a) + T(b) + Fvodn)

donde ay b son los tamafios en los que el métivékion divide al arreglo (por lo tanto, podemos tomar que
a+b=n),y Fiadn) es el método que define el tiempo de ejecude@métodaivision

El método quickSort“rompe” la filosofia de mejor caso, peor y medie lbs algoritmos clasicos de
ordenacion, pues aqui tales casos no dependenadddaacion inicial del arreglo, sino de la elenaitel
pivote.

Asi, el mejor caso ocurre cuando a = b = n/2 eaddds invocaciones recursivas del método, puesten
caso obtenemosiloidn) = 13 + 4n, y por lo tanto:

T(n) =21 +4n + 2T(n/2).
Resolviendo esta ecuacion en recurrencia y teniendmenta las condiciones iniciales T(0) = 1 Yy H27
se obtiene la expresion final de T(n), en este:caso

T(n) = 15nlogn + 26n +1.

Ahora bien, sia =0y b =n-1 (o viceversa) erasods invocaciones recursivas del métoggsdn) = 11 +
39/8n, obteniendo:

T(n) = 19 + 39/8n + T(n—1).

Resolviendo la ecuacion para las mismas condiciamegles, nos encontramos con una desagradable
sorpresa:

T(n) S e
n)=—n
8

3 2
n + 100 O(n%).

En consecuencia, la eleccion idonea para el peeta mediana del arreglo en cada etapa, lo gqueeoesi
qgue encontrarla requiere un tiempo extra que haeeshalgoritmo se vuelva mas ineficiente en laonay
de los casos. Por esa razén como pivote suelearseogn elemento cualquiera, a menos que se colezca
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naturaleza de los elementos a ordenar. En nuessim como a priori suponemos equiprobable cualquier
ordenacién inicial del arreglo, hemos escogiddeshento central del arreglo.

Esta eleccion lleva a tres casos desfavorablesgbaigoritmo: cuando los elementos son todos exugl
cuando el arreglo esta inicialmente ordenado eerocdeciente o decreciente. En estos casos la ejdaul

es cuadrética puesto que la particion se realiZardea totalmente descompensada.

A pesar de ello suele ser el algoritmo mas utilizgdse demuestra que su tiempo promedio es menor,
una cantidad constante, al de todos los algoriteosrdenacion de complejidad O(nlogn). En todo esto
importante hacer notar, como hemos indicado al#aglevancia que toma una buena eleccién del givot
pues de su eleccion depende considerablementmgidide ejecucidn del algoritmo.

Sobre el algoritmo expuesto anteriormente pueddizagse varias mejoras:

1. Respecto a la eleccion del pivote. En vez data@omo pivote el elemento central, puede segalgea
estrategia del tipo:

. Tomar al azar tres elementos seguidos del arreglEsgpger como pivote el
elemento medio de los tres.
. Tomar k elementos al azar, clasificarlos por cuelgométodo, y elegir el elemento

medio como pivote.

2. Con respecto al tamafio de los arreglos a ord€nando el tamafio de éstos sea pequefio (menongue
cota dada), es posible utilizar otro algoritmo d@eaacién en vez de invocar recursivamentgiiakSort
Esta idea utiliza el hecho de que algunos métodtmspo Seleccion o Insercién, se comportan muy bien
cuando el numero de datos a ordenar son pocosligmoner de constantes multiplicativas pequefias. Au
siendo de orden de complejidad cuadratica, sonefiéientes que los de complejidad nlogn para valore
pequefios de n.

3.4.- Ordenacién por Incrementos (SHELLSORT)

Conocida como disminucion incremental y nombradaeisido a su inventor Donald Shell.

La ordenacién por intercambio puede resultar lpo&s sélo intercambia elementos adyacentes. Agorsi
ejemplo el elemento menor esta al final del arrdghoen falta n pasos para colocarlo donde conmnelepdel
método de incrementos es una extensién muy simméciente del método de burbuja en el que cada
elemento se coloca casi en su posicion definitiviagrimera pasada.

El algoritmo consiste basicamente en dividir etglo en h arreglos:

veclk], vec[k + h], vec[k + 2h], vec[k + 3h], ...

y ordenar cada uno de esos arreglos (k=1,2,...,h—1)

Un arreglo de esta forma, es decir, compuesto parréglos ordenados intercalados, se denomina h-
ordenado. Haciendo h-ordenaciones de vec paraegatpandes de h permitimos que los elementos puedan
moverse grandes distancias dentro del arreglditéaxcio asi las h-ordenaciones para valores masefies

de h. A h se le denomina incremento.

Con esto, el método de ordenacion por incrememwosiste en hacer h-ordenaciones de vec para valeres

h decreciendo hasta llegar a uno.

El nimero de comparaciones que se realizan erlgstétmo va a depender de la secuencia de incrtasen

h, y serd mayor que en el método clasico de buKuja se ejecuta finalmente para h = 1), pero tanuia

de este método consiste en conseguir un numerdeteambios mucho menor que con la insercion @asic

El método presentado a continuacion utiliza la eecia de incrementos h = ..., 1093, 364, 121, 3011
Otras secuencias pueden ser utilizadas, perodai@eha de hacerse con cuidado. Por ejemplo leese@

..., 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1 es muy ineficiente plosselementos en posiciones pares e impares no son
comparados hasta el tltimo momento.

public static void shellSort(int[] vec)

int interval=vec.length / 2;
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while(interval>0)

for(int i=interval; i<vec.length; i++)

{
int j=i - interval;
while(j>=0)
if(vec[j]j<=vec]j + interval])
j=0;
else
interChange(vec, j, j + interval);
j-=interval;
}
}

interval/=2;
}
}

En cuanto al estudio de su complejidad, este méesddiferente al resto de los métodos vistos em est
apunte. Su complejidad es dificil de calcular yatele mucho de la secuencia de incrementos queeultili
Por ejemplo, para la secuencia dada existen dgetamas en cuanto a su orden de complejidad:’nlgg
n“%. En general este método es el escogido para mapliaaciones reales por ser muy simple teniendo un
tiempo de ejecucion aceptable incluso para gravaleses de n.

3.5.- Ordenacién por Sacudida o Vibracion (SHAKERS®T)

La idea bésica de este algoritmo consiste en nmdaslalos formas en que se puede realizar el méted
burbuja. En este algoritmo cada pasada tiene dga®tEn la primera etapa “de derecha a izquiesea”
trasladan los elementos méas pequefios hacia laipguierda del arreglo, almacenando en una variable
posicion del ultimo elemento intercambiado. Endgunda etapa “de izquierda a derecha” se trasladan
elementos mas grandes hacia la parte derecha rdglaaralmacenando en otra variable la posicion del
ultimo elemento intercambiado. Las sucesivas pasddabajan con los componentes del arreglo
comprendidos entre las posiciones almacenadasefatmbles. El algoritmo termina cuando en unpaeta
no se producen intercambios, o bien cuando el cmuele la variable que almacena el extremo izdoier
del arreglo es mayor que el contenido de la varighe almacena el extremo derecho.

Este algoritmo tiene la ventaja que reduce corasiemente el nUmero de comparaciones cuando los
elementos estéan casi ordenados (se va directaalezitamento que falta ordenar).

public static void shakerSort(int[] vec)

{

int left=1;

int right=vec.length - 1;
int aux=vec.length - 1;

do

for(int i=right; i>=left; i--)
if(vec[i - 1]>vec]i])

interChange(vec, i - 1, i);
aux=i;

}
left=aux + 1,
for(int i=left; i<=right; i++)
if(vec[i - 1]>vec]i])

interChange(vec, i - 1, i);
aux=i;
}

right=aux - 1;

}
while(left<right);
}
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El andlisis del método por sacudida y en generaleelos métodos mejorados y logaritmicos es muy
complejo. Para el analisis de este método es namésaer en cuenta tres factores que afectantdiremte

al tiempo de ejecucion del algoritmo: las companaes entre los elementos, los intercambios engre lo
mismos y las pasadas que se realizan. Encontraul@s que permitan calcular cada uno de estosréacto
es una tarea muy dificil de realizar.

Los estudios que se han efectuado sobre el mémdsagudida demuestra que en el mismo, sélo pueden
reducirse las dobles comparaciones entre elemgueos;debe recordarse que la operacion de intefoamb
es una tarea mas complicada y costosa que la deacaodn. Por lo tanto, es posible afirmar quéné&siles
mejoras realizadas sobre el método de intercand@ oducen resultados apreciables si el arregféd e
parcialmente ordenado (lo cual resulta dificil sadbe antemano), pero si el arreglo esta desordeelado
meétodo se comporta, incluso, peor que otros métdidestos como los de insercion y seleccion.

Algo muy interesante para tener en cuenta es @ientemente Brona Brejova (especialista en Cierdgas

la Computacion de Canadd) prob6 que shakersod tianorden de complejidad O(nlogn) en el peor caso
para ciertas secuencias de incrementos (el priaitr sxas alto no cuadréatico del peor caso). Usamdo
método de incomprensibilidad, también probd elosaitis chico sobre tiempos de ejecucién en el caso
medio.

4.- OTROS ALGORITMOS AVANZADOS DE ORDENACION

Los algoritmos vistos hasta ahora se basan erdénacion de arreglos de niUmeros enteros, sin nitfgwin

de restriccion. A continuacién veremos cémo puedenontrarse algoritmos de orden O(n) cuando
dispongamos de informacion adicional sobre losresla ordenar. Ademéas, como lograr ordenar sin la
necesidad de comparaciones e intercambios.

4.1.- Ordenacion por Urnas (BINSORT)

Suponemos que los datos a ordenar son niumerosleatundos distintos y comprendidos en el inter{h)|

n]. Es decir, nuestro problema es ordenar un arregh los n primeros nimeros naturales. Bajo esas
circunstancias es posible implementar un algoriieo complejidad temporal O(n). Es el método de
ordenacién por Urnas, en donde en cada iteracidittseun elemento en su posicion definitiva:

public static void binSort(int[] vec)

/lcrea la urna
Queue[] urn=new Queue[/*elemento mas grande amrefjlo mas 1*/];
for(int i=0; i<urn.length; i++)

urnfil=new Queue();

/lguarda cada elemento del arreglo en su comelsgrte urna
for(int i=0; i<vec.length; i++)
urn[getKey(vecli])].insert(new Integer(vecli]));

IIrecupera cada elemento de las distintas urfmgyarda en el arreglo
int j=0;
for(int i=0; i<urn.length; i++)
while(lurn[i].isEmpty())
{
vec[j]=((Integer)urn[i].delete()).intValue();
j++;
}
}

4.2.- Ordenacion por Residuos (RADIXSORT)

Este método puede utilizarse cuando los valoresdanar estdn compuestos por secuencias de letras o
digitos que admiten un orden lexicogréafico. Esteleaso de palabras, nimeros (cuyos digitos anlmstee
orden) o bien fechas.
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El método consiste en definir k colas (numerada@ dé—1) siendo k los posibles valores que puecheait
cada uno de los digitos que componen la secudbicéavez que tengamos las colas habria que repata,
i a partir de 0 y hasta llegar al nGmero maximalidgtos o letras de nuestras cadenas:
1. Distribuir los elementos en las colas en fundéhdigito i.
2. Extraer ordenada y consecutivamente los elem@eatdas colas, introduciéndolos de nuevo en egkrr
Veamos un ejemplo de este método. Supongamosegla@rr

[0, 1, 81, 64, 23, 27, 4, 25, 36, 16, 9, 49].

En este caso se trata de nimeros naturales ed®ag@e no son sino secuencias de digitos. Conewaal
de los digitos puede tomar 10 valores (del O al f@cesitaremos 10 colas. En la primera pasada
introducimos los elementos en las colas de acueriodigito menos significativo:

81 4 16 49
0|1 2364|25(36|27 9
Colas| 0| 1| 2| 3] 4 5 6 7 8 9

y ahora extraemos ordenada y sucesivamente losesatibteniendo el arreglo:
[0, 1, 81, 23, 64, 4, 25, 36, 16, 27, 9, 49].

Volvemos a realizar otra pasada, esta vez fijanslencel segundo digito menos significativo:

27
25
16| 23|36|49 64 81
1123 4 5 6 7 8§ 9

OO~

Colas

Volviendo a extraer ordenada y sucesivamente llmsasmobtenemos el arreglo:
[0,1, 4,9, 16, 23, 25, 27, 36, 49, 64, 81].

Como el maximo de digitos de los numeros a orderzade dos, con dos pasadas hemos tenido suficiente
La implementacion de este método es el siguiente:

/IParte del codigo de este algoritmo es similateabinSort.
//Por lo tanto, seria 6ptimo que se reutilice godi
public static void radixSort(int vecl[])

for(int d=1; d<=/*cantidad de digitos del maximlemento en el arreglo*/; d++)

/lcrea la urna

Queue[] urn=new Queue[10];

for(int i=0; i<urn.length; i++)
urnfil=new Queue();

/lguarda cada elemento del arreglo en su camelsgnte urna
for(int i=0; i<vec.length; i++)
urn[getKey(vec]i], d)].insert(new Integer(vegJi

I/Irecupera cada elemento de las distintas yrimguarda en el arreglo
int j=0;
for(int i=0; i<urn.length; i++)
while('urn[i].isEmpty())
{

vec[j]=((Integer)urn[i].delete()).intValue();
j++

}
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ALGORITMOS DE BUSQUEDA

1.- INTRODUCCION
Buscar en un arreglo un determinado valor signif@zalizar un elemento del arreglo cuyo contenido

coincida con él. Una vez finalizada la busquedalpseiceder:
. gue la busqueda haya tenido éxito, habiendo l@diza posicion donde estaba almacenado
el elemento buscado, o
. que la busqueda no haya tenido éxito, concluyéndaseno existia ningln elemento a
buscar.
Las busquedas son independientes del estado @gllarEs evidente que se puede buscar en arreglos
ordenados como en arreglos desordenados, utilizdifetentes algoritmos de busqueda.

Antes de pasar a desarrollar los principales dlgos, es necesario aclarar que todos los métodos
presentados van incluidos en la siguiente clase:

public final class Searchs

{
}

2.- ALGORITMOS BASICOS DE BUSQUEDA

2.1.- Busqueda Secuencial
Es la forma méas simple de buscar un elemento yistensn examinar secuencialmente uno a uno hasta

encontrar el elemento buscado o haber revisade tlmdoelementos sin éxito. Si tenemos un arreglo de
enteros y un elemento que tratamos de localizaalgoritmo simple que devuelve la posicion del eleta
en el arreglo, es éste se encuentra en el misAosiono se encuentra, es el siguiente:

public static int sequentialSearch(int[] vec,setrch)

{
int pos=0;
while(pos<vec.length)

if(vec[pos]= =search)
return pos;
pOS++;

}

return -1;

}

En el caso de que pudiese haber 2 0 mas ocurrataiasismo valor, se encuentra la primera de eBas.
embargo, es posible maodificar el algoritmo para&oét todas las ocurrencias del dato buscado.

Para estudiar su complejidad, vamos a estudiacdses mejor, peor y medio de la llamada al método
sequentialSearch(int[], int)

- En el mejor caso el algoritmo de busqueda Secuetgiaina tan pronto como encuentra el
elemento buscado en el arreglo. Si tenemos muaddrdesypuede ser que la primera posicion examinada
contenga el elemento que buscamos, en cuyo cafgoektmo informara que tuvo éxito después de wtea s
comparacion. Por lo tanto, su complejidad serd.O(1)

- En el peor caso sucede cuando encontramos el glemdniscar en la Gltima posicion del arreglo
0 cuando no se encuentra el elemento en el arf@gloo se requieren n ejecuciones del bucle mieriras
cantidad de tiempo es proporcional a la longitutl ateeglo n, mas un cierto tiempo para realizar las
condiciones del bucle mientras y para la llamadaé&tiodo. Por lo tanto, la cantidad de tiempo etade
forma an + b para ciertas constantes a y b. Eridot®, O(an + b) = O(an) = O(n).
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- En el caso medio, supongamos que cada elementacelado en el arreglo es igualmente
probable que sea buscado. La media se puede caloodando el tiempo total de encontrar todos los
elementos y dividiéndolo por n:

Total=a(1l+2+..+n)+bn=a(n(n+ 1) ~2Dn
Media = (Total / n) =a((n+ 1)/ 2) + b que es P(n

2.2.- Busqueda Binaria
Si los elementos sobre los que se realiza la bdsgestan ordenados, entonces podemos utilizar un
algoritmo de busqueda mucho mas rapido que el Selela busqueda Binaria. Consiste en reducir
paulatinamente el &mbito de busqueda a la mitaldslelementos, basandose en comparar el elemento a
buscar con el elemento que se encuentra en la deétadtervalo y en base a esta comparacion:

1. Si el elemento buscado menor que el elemento medio, entonces sabemos que etriemsta
en la mitad inferior del arreglo.

2. Si egnayor es porque el elemento esta en la mitad superior.

3. Si edgual se finaliza con éxito la busqueda ya que se hangractn el elemento.

La implementacion de este algoritmo, se muestantiraziacion:

public static int binarySearch(int[] vec, int sefar
int first=0;
int mid;
int last=vec.length - 1;
while(first<=last)

{
mid=(first + last) / 2;
if(vec[mid]= =search)
return mid,;
else
if(vec[mid]>search)
last=mid - 1;
else
first=mid + 1,

}

return -1;

}

Para poder medir la velocidad de célculo del algmride busqueda Binaria, se deberan obtener elroime
de comparaciones que realiza el algoritmo, es detinimero de vueltas del ciclo o el nimero de
recursiones. Aungque en principio puede pareceaquEs versiones invierten el mismo tiempo, la secar

es mas lenta a medida que se incrementa el nUreagieihentos, ya que existiran mas llamadas a tdiun
por resolver, con el consiguiente gasto de tiengogudrdar y restaurar parametros.

En el mejor caso, la busqueda Binaria podria tepaos el elemento buscado en el primer punto medio,
requiriéndose solo una comparacion de elementds. éivale al caso Optimo durante una busqueda
Secuencial, pero en el peor de los casos la buadiadria es mucho mas rapida cuando N es grande.

El algoritmo de busqueda Binaria progresivamenteisminuyendo el nimero de elementos sobre el que
realizar la basqueda a la mitad: n, n/2, n/4, si, &as logrdivisiones se habra localizado el elemento o se
tendré la seguridad de que no estaba.

- En el mejor caso, en sus casos Optimos, tantodquiedla Secuencial como la Binaria requieren
s6lo una comparacion; esto significa que sus tisng@oejecucion éptimos no dependen de la cantidad d
datos: son constantes y por lo tanto, proporcierale, es decir, son de O(1).

- En el peor caso, la busqueda Secuencial y la Bisadependen de N. La primera, recorre todo el
arreglo, requiriendo un tiempo de O(n); la Binatide el arreglo, requiriendo sélo un tiempo Ofihd-o
mismo ocurre para el caso medio.
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3.- ALGORITMOS AVANZADOS DE BUSQUEDA

3.1.- Busqueda por Interpolacién

Este algoritmo procede igual que la bausqueda Birsgio que el arreglo se va dividiendo acorde atraie
estimacion en donde el elemento a buscar se emauahicado. Dada una distribucién uniforme de
elementos, la busqueda por Interpolacion tieneagn medio de complejidad O(loglogn).

public static int interpolationSearch(int[] vent search)

int first=0;

int mid,;

int last=vec.length - 1;
while(search>=vec[first] & search<=vec[last])

{
mid=first + (int)Math.abs(Math.floor((searchecffirst]) * (last - first) / (vec[last] - vec|fit})));
if(search= =vec[mid])
return mid,;
else
if(search<vec[mid])
last=mid - 1;
else
first=mid + 1;
}

return -1;

}

Si las siguientes condiciones son verdaderas, ee¢da busqueda por Interpolacion puede ser mapia
blsqueda Binaria:

. Cada acceso es muy costoso comparado a la instnutipica, por ejemplo, el
arreglo se encuentra almacenado en el disco yamadparacion requiere un acceso a disco.
. Los datos no soOlo se encuentran ordenados sinotajubién se encuentran

medianamente distribuidos uniformemente, por ejemymha guia telefénica cumple esas caracteristcas,
cambio una entrada [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 163588, 1000, 12300...] no.

En esta situacion tenemos la intencion de gastar tteénpo para hacer un célculo acertado donde el
elemento puede ser (en vez de elegir siempre ¢b poedio), por ejemplo:

- Un arreglo de 1000 elementos.

- El elemento méas pequefio del arreglo es 1.000.

- El elemento méas grande del arreglo es 1.000.000.

- Buscamos el elemento con el valor 12.000.

- Luego esperamos encontrar el elemento, mas o memosa posicion 11 (siempre
asumiendo que los elementos estan uniformemeritéodidos). Esto se expresa con la formula:

n =1.000 ve¢ 1.000 | v .| 1.000.000
search =12.000 0 ? 999
) f )
first mid last
Busqueda Binaria: mid= M ; mid= w =500

(search - vec|first]) * (last - first) .
vec[last] - vec|first] '

Busqueda por Interpolacién: mid= First +

(12.000 - 1.000)*(999-0) _ _ 10.989.000 ,,
1.000.000 - 1.000 - 7 999.000

mid= 0+
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En el analisis, podemos concluir lo siguiente:

. El calculo es mas costoso que el célculo de laumdaBinaria.

. Una iteracion puede ser mas lenta que la busquiedai@completa.

. Si el costo de estos calculos es insignificanta parcosto de acceso a un elemento,
so6lo nos interesa el numero de iteraciones.

. En el peor caso, cuando los numeros no se encoamirmemente distribuidos,
el tiempo de ejecucion puede ser lineal y tods®lementos podrian ser examinados.

. Si los elementos son de manera razonable uniformtenaéstribuidos, el tiempo de

ejecucion ha sido demostrado como O(loglogn) (apkt logaritmo dos veces en la sucesién). Pormiem
para n=4 billones, logn es alrededor 32 y loglogiagroximadamente 5.

3.2.- Busqueda Fibonacci

En vez de dividir el arreglo por la mitad (busquBdtzaria), esta implementacion divide el arreglgiselos
nimeros de Fibonacci. Para substraer el numeron&dso disminuye el tamafio del arreglo de
disminuciones. Los nimeros de Fibonacci se defileda siguiente manera:

F(O)=0
F(1)=1
F(n) =F(n-1) + F(n - 2) (para n>=2)

Veamos el cédigo correspondiente a la busqueda&ioa

/lel arreglo debe estar cargado con los nimer&shadmacci
public static int fibonacciSearch(int[] vec, irgasch)

{

[ffor(j=1; fib()<n; j++)

int f1=1;

int f2=1;

int faux;

int mid;

int length=vec.length - 1;

while(f1<length)
{l/lencuentra a f1 tal que f1>=length
f1=f1 + f2; //siguiente nUmero Fibonacci
f2=f1 - f2; //guarda al f1 anterior

f1=f1 - f2; //lencuentra el nimero Fibonacci méasc
f2=f2 - f1; //f1=fib(j-2), f2=fib(j-3)
mid=length - f1 + 1,
while(search!=vec[mid]) //si no lo encuentra
if(mid<0 | search>vec[mid])
{/Ibusca en la mitad mas baja
if(f1==1) //si no lo encuentra retorna -1
return -1,
mid=mid + f2; //disminuye los nimeros de Fiboria
f1=f1 - f2;
f2=f2 - f1;
}

{/Ibusca en la mitad mas alta
if(f2= =0) //si no lo encuentra retorna -1
return -1,
mid=mid - f2; //disminuye los niumeros de Fibcria
faux=fl - f2; //lesta vez, disminuye mas
f1=f2; //para el arreglo mas chico
f2=faux;

}

else

return mid;

}
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El algoritmo de busqueda de Fibonacci divide efjoatle busqueda en dos partes, de acuerdo a logsagime

de Fibonacci, luego se compara el elemento a bascala posiciéon F(n - 2). Si el elemento es masogh
continuamos en la mitad mas baja del arreglo yaso contrario, con la mitad mas alta del arreglo.
Al igual que la busqueda Binaria, en el peor castiempo de ejecucion de la busqueda Fibonacdees
O(logn).

4.- HASHING

Existe otro método que puede aumentar la velocadisqueda donde los datos no necesitan estar
ordenados y esencialmente es independiente delraimé&ste método se conoce como transformacion de
claves (clave-direccién) o hashing. El hashing sb@sen convertir el elemento almacenado (numésico

alfanumérico) en una direccion (indice) dentroatedglo.

El objetivo deldireccionamiento haske presentard mediante el siguiente ejemplo:
Supongamos una compafiia que maneja un inventargstente de 100 articulos, donde cada
articulo tiene un numero identificador Unico de dasgtos. La forma mas obvia de almacenar
esta informacioén es declarando un arreglo del tipo:
TArticulo posee los atributos:
Numero articulo;
Descripcion articulo;
TAticulo [] Inventario=new TArticulo [100]; //arrdg de 100 elementos.

donde Inventario[i] representa el registro cuyo atonde articulo es i. Los nimeros de los
articulos son las claves utilizadas como indicéameglo.

Incluso si la compafia almacena menos de 100 ladicse puede utilizar la misma estructura
para mantener el arreglo (siempre y cuando lagslaigan siendo de dos digitos). Aun cuando
muchas posiciones en Inventario estén vaciaspéstéda es compensada con la ventaja de los
accesos directos a cada uno de los articulos etasten el arreglo Inventario.

Pero este sistema no es siempre practico. Supomsganeola compariia tiene un inventario de
no mas de mil articulos, y que el Niamero de adi@d un nimero de siete digitos para cada
articulo. Para seguir utilizando direccionamienteao se requeriria un arreglo de 10 millones
de elementos. Esta pérdida de espacio es inacepiablque es muy poco probable que la
compafia almacene mas de mil articulos. Haria &l@§din método de convertir una clave
dentro de un rango limitado, de manera que idedakneo hubiera dos claves convertidas al
mismo entero.

Siguiendo con el ejemplo y suponiendo que la coli@paéne menos de mil articulos, y que
existe solamente un registro por cada articul@, @ato que con un arreglo de 1000 elementos
es suficiente para contener toda esa informacicel. &8reglo estd indexado mediante un entero
entre 0 y 999 (ambos inclusive), se pueden utillear ultimos tres digitos del nimero de
articulo como indice para el registro del arti@daespondiente en el arreglo.

Utilizando esta técnica, dos claves que estanivataente muy cerca por numero de articulo,
como 4618396 (Inventario[396]) y 4618996 (Inverdf@96]), pueden estar muy separadas la
una de la otra en el arreglo, comparadas con @doeglque estan separadas numéricamente
como 0000991 (Inventario[991]) y 9846995 (Invertf@95]). Esto es debido a que soélo los
ultimos tres digitos de la clave se utilizan pagedninar la posicion del registro en el arreglo.

La idea general de usar la clave para determingdiréacion del registro es una excelente idea, perdebe

modificar de forma que no se desperdicie tantoasp&sta modificacion se lleva a cabo mediante una
funcién que transforma una clave en un indice dartgglo y que se denomifincion de Randomizacion o

Hash SiH es una funcién hash X es un elemento a almacenar, entortd$) es la funcién hash del

elemento y se corresponde con el indice dondelse a#ocaiX. En nuestro ejemplo, la funcidon hash seria

H(X)=X % 1000(funcién resto).
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Los valores generados por H deben cubrir todo gjuoto de indices del arreglo. Ademas, el tamafo de
arreglo debe ser un poco mas grande que el nursegtethentos que han de ser insertados, aunquenquede
posiciones del arreglo sin uso.
El método anterior tiene una deficiencia: suponer dos elementos X e Y son tales que H(X) = H(Y).
Entonces, cuando un elemento X entra en el arrégte,se inserta en la posicién dada por su furkdade,
H(X). Pero cuando al elemento Y se le asigna sicidosdonde va a ser insertado mediante la funicash,
resulta que la posicion que se obtiene es la migneala del elemento X. Esta situacion se denomina
Randomizacion o Hashing con colision o chequ
En el arreglo Inventario se produciria una colisigor ejemplo, si después de haber insertado arreslo
el elemento con Numero de articulo 4957397, al leuebrresponde la posicién 397, se intenta insertal
arreglo el elemento 0596397, pues la funcion hashiuelve a asignar la misma posicién 397 a este
elemento, y esa posicion ya esta ocupada.
Una buena funcion Hash ser4 aquella que:

1) minimice los choques o coincidencias, v;

2) distribuya los elementos uniformemente a traldarreglo.
Esta es la razon por la que el tamafio del arregjde der un poco mayor que el nimero real de elesant
insertar, pues cuanto mas grande sea el rangofdadeén de randomizacion, es menos probable gse do
claves generen el mismo valor de asignacion o leastiecir, que se asigne una misma posicion a enas d
elemento.
Habra que llegar a un compromiso etiifieiencia en Espacio-Tiempel dejar espacios vacios en el arreglo
es una deficiencia en cuanto a espacio, mientr@asegiuce la necesidad de resolver los casos deelsog
la asignacion, y por lo tanto es mas eficienteéeminos de tiempo.

4.1.- Métodos de transformacion de claves

Los dos criterios principales al seleccionar umeifin hash H son:

« Hdeber ser muy facil y rapida de calcular.

+ H debe, en la medida de lo posible, distribuir anmmifemente las direcciones hash sobre el conjunto de
direcciones del arreglo de forma que haya el meaorero de colisiones posible.

Naturalmente, no existe garantia de que la segomiidicion se pueda cumplir plenamente sin conoeer d
antemano las claves y las direcciones. Sin embargdas técnicas generales prestan una gran ayinda.

de estas técnicas es la de “trocear” una clave gedazos y combinarlos de alguna forma para obtaner
direccién hash H(X). (El término “hash” viene - amwlés - de esta técnica de “trocear” una clave en
pedazos). A continuacion exponemos algunas funsibash de uso méas extendidas.

4.1.1.- Restas sucesivas

Esta funcion se emplea con claves numéricas exgtrgue existen huecos de tamafio conocido, obtersénd
direcciones consecutivas. Por ejemplo, si el narderexpediente de un alumno universitario estaddom
por el afio de entrada en la universidad, seguidsnd&imero identificativo de tres cifras, y supadie que
entran un maximo de 400 alumnos al afio, se le asanlas claves:

1998-000 --> 0 = 1998000 - 1998000
1998-001 --> 1 = 1998001 - 1998000
1998-002 --> 2 = 1998002 - 1998000

1998-399 --> 399 = 1998399 - 1998000
1999-000 --> 400 = 1999000 - 1999000 + 400

yyyy-nnn —> N = yyyynnn - yyyy000 + (400 * (yyyyaDs))

4.1.2.- Método de division o resto
Se escoge un numenomenor o igual que la capacidade elementos.
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La funcién hash H se define por:
H(X) =X % m 0 HX)=(X% m)+1

donde X % m indica el resto de la division de X porLa segunda férmula se usa cuando queremosgue |
direcciones hash vayan tlea men vez de desde&hasta m-1

El mejor resultado del método de division se oletienando m es primo (es decir, m no es divisible po
ningun entero positivo distinto de 1 y m).

Si el nimero m es el 13, los nimeros siguientedajugansformados en:

13000000 --> 0 = 13000000 % 13

12345678 --> 7 = 12345678 % 13

13602499 --> 1 = 13602499 % 13

71140205 --> 6 = 71140205 % 13

73062137 --> 5 = 73062137 % 13

Este método presenta problemas de colisién quenesrenas adelante.

4.1.3.- Método del medio cuadrado

La clave es multiplicada por si misma y los digitie medio (el nimero exacto depende del rango del
indice) del cuadrado son utilizados como indice.

Es importante que se usen las mismas posicionesidétado para todas las claves.

123 * 123 =15129 ->51

136 * 136 = 18496 --> 84

730 * 730 =532900 -->29

301 * 301 = 90601 --> 06

625 * 625 = 390625 -->06

Este método también presenta problemas de colision.

4.1.4.- Truncamiento

Ignora parte de la clave y se utiliza la parteargst directamente como indice. Si las claves, jgon@o,
son enteros de 8 digitos y el arreglo de transfoidnaiene 1000 posiciones, entonces el 1°, 3°digifos
pueden formar la funcién hash. Por ejemplo, 7258&&convierte en 755.

El truncamiento es un método muy rapido, pero fadlea distribuir las claves de modo uniforme. Tambi
presenta problemas de colision.

4.1.5.- Método de superposicidon

Consiste en la division de la clave en diferenteseg y su combinacion en un modo conveniente (audee
utilizando suma o multiplicacién) para obtenemelide. La clave X se divide en varias partesXs, ..., X,,
donde cada una, con la Unica posible excepcioraddtima, tiene el mismo nimero de digitos que la
direccion especificada. A continuacion, se sumatadolas partes. En esta operacion se desprecian los
digitos mas significativos que se obtengan de taerasacarreo. También presenta problemas de @ulisi

Hay dos formas de conseguir la funcién hash meglieste método:
1. superposicion por desplazamiemtonde todas las partes se suman entre si.

13000000 --> 130 = 130 + 000 + 00
12345678 --> 657 = 123 + 456 + 78
71140205 --> 118 = 1118 = 711 + 402 + 05
13602499 --> 259 = 136 + 024 + 99
35000010 --> 360 = 350 + 000 + 10
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2. superposicién por plegamiens® hace la inversa a las partes pargsX¥ ..., antes de sumarlas, con el
fin de afinar mas.

13000000 --> 130 = 130 + 000 + 00
12345678 --> 855 = 123 + 654 + 78
71140205 --> 920 = 711 + 204 + 05
13602499 --> 655 = 136 + 420 + 99
35000010 --> 359 = 350 + 000 + 10

Las claves no tienen por qué ser numeéricas y @s pbdran aparecer letras. En general, cuandocapare
letras en las claves se suele asociar a cadaifetratero, o se utiliza su cédigo ASCII.

Existen otras funciones de randomizacién o asignacias cuales tienen sus ventajas y desventajas
dependiendo del conjunto de claves a las que de hglicar la funcion de asignacion.

Una consideracion muy importante cuando se elige funcion Hash es laficiencia de calculono es
suficiente que se pueda encontrar el elemento priraér intento si este intento toma mucho mas giem
que otros.

4.2.- Soluciones al problema de las colisiones
Supongamos que queremos afadir un nuevo elemepépdksupongamos que la posicion de memoria H(k)
ya estd ocupada. Esta situacion se llaoision

A continuacién se presentan las formas generalessoéver las colisiones:

. Rehashing o Reasignacion.

. Arreglos anidados o Cubos.

. Encadenamiento o Tablas Hash Abiertas.
. Zona de Desbordamiento.

El procedimiento particular que se escoja dependierauchos factores. Un factor importante es kciéh
entre el nUmera de elementos y el nUmenode tamafio del arreglo. Esta razdan/m se llamafactor de
carga
Las colisiones son casi imposibles de evitar. Véas@uiente ejemplo:
Si una clase tiene 24 alumnos y tenemos un aroegi@spacio para 365 registros. Una funcion
hash aleatoria es la de escoger la fecha de natoniemo direccién hash. Aunque el factor de
cargah=24/365 (aproximadamente el 7%) es muy pequeiipysde demostrar que existe una
posibilidad mayor del 50% de que dos alumnos hagaido el mismo dia.

La eficienciade una funcién hash con un procedimiento de regoiule colisiones se mide por el nimero
medio depruebas(comparaciones entre elementos) necesitadas peoatear la posicion de un elemento X
dado. La eficiencia depende principalmente debfad¢ cargal . En concreto, interesa conocer:

S@) = numero medio de celdas examinadas para unaéda@ON éxito.

U(A) = nimero medio de celdas examinadas para una®da@IN éxito.

4.2.1.- Rehashing o Reasignacion

Se trata de buscar (o colocar, ya que los datospretenden ser localizados en el arreglo mediamte s
direccion hashdeberan ser previamente almacenados utilizandongisana direcci) el elemento cuya
posicién ya esta ocupada, en otra posicién dispomib el arreglo. Esto se hace mediante la fund&n
reasignacion R(H(X))la cual acepta un indice del arreglo y produoe. ot

Si la posicion del arreglo dada por H(X) se ena@gentupada (0, en caso de busqueda, ocupada por un
elemento distinto al buscado), se aplica la fun&d&vobre H(X) para encontrar otra posicion dondeusela
colocar (o localizar) el elemento. Si de nuevo RBise encuentra también ocupada, se vuelve aaaplic

- Pagina 93 de 101 -



Carrera: Analista de Sistemas y Licenciatura en Sistemas
Asignatura: Estructuras de Datos
Docente: Lic. Verénica L. Vanoli

Apunte de Catedra

rehashing hasta encontrar una posicidn vacia, y¥maeaso se realizaria la insercién (o0 en casoatierse de
una busqueda, indicaria que el elemento buscadgisie).
Existen varios métodos que trabajan bajo el priaadp comparacion y reasignacion de elementos:

- Pruebalineal o secuencial.

- Prueba cuadratica.

- Doble direccién hash.

4.2.1.1.- Prueba Lineal o Secuencial
Consiste en que una vez detectada la colisionise eorrer el arreglo secuencialmente a partipdeto
de colision, buscando al elemento. El proceso degurda concluye cuando el elemento es halladero bi
cuando se encuentra una posicion vacia. Se traaareglo como a una estructura circular: el sigeien
elemento después del dltimo es el primero. La fimde rehashing es, por lo tanto, de la forma:

R(H(X)) = H(X) + 1

Ejemplo:
Si la posicién 397 ya estaba ocupada, el registnoctave 0596397 es colocado en la posicion
398, la cual se encuentra disponible. Una vez fuegestro ha sido insertado en esta posicion,
otro registro que genere la posicion 397 o la 398insertado en la posicion siguiente
disponible.

Una implementacion en Java de busqueda hash swhuntlo las colisiones por medio de la prueba lineal
secuencial se muestra a continuacion:

public class Hashing
public int[] table;
public Hashing(int count)

table=new int[count];

}
public void addSequential(int value)

int place=getHash(value);
if(table[place]'=0)
{

do

place=getNextPlace(place);
while(table[place]!=0);
}

table[place]=value;

public int searchSequential(int search)

int place=getHash(search);
if(table[place]'=search)

/lpara que no siga en forma circular infinitateen
int init=place;
do

place=getNextPlace(place);
while(table[place]!'=search & init'=place);
if(init= =place)

return -1;
}

return place;

}
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private int getHash(int value)

return value % table.length;

}
private int getNextPlace(int place)

place++;

if(place= =table.length)
place=0;

return place;

}
}

Utilizando este método de resolucion de colisioeésiimero medio de pruebas para una busqueda CON
éxito es:
SA)=1/2(1+(1/(1A))

y el nimero medio de pruebas para una busquedéxaiiNes:
UQA)=1/2 (1 +(1/(12)Y))

La principal desventaja de este método es que poabder un fuerte agrupamiento alrededor de ciertas
claves, mientras que otras zonas del arreglo p&man vacias. Si las concentraciones de clavemsgn
frecuentes, la busqueda ser& principalmente seealigrerdiendo asi las ventajas del método hashldPor
tanto, una propiedad de una buena funcion de mESi@N es quepara cualquier indice i, las
reasignaciones sucesivas R(H(i)), R(H(R(H(i)))xubran la mayoria de los enteros entre 0 y la ituth

del arreglo.

Se cumple que, para cualquier funckfH(i))=( % m) + ¢ dondem es el nimero de elementos del arreglo
y € es una constante tal qeey m son primos relativos(es decir, no tienen factores en comigenera
valores sucesivos que cubren todo el arre§om y c tienen factores en comun, el nUmero agcpnes
diferentes del arreglo que se obtienen seré e¢otecde dividimy c.

Basandonos en esta Ultima afirmacion, el algoriteobUsqueda (y el de carga) tienen un problema:
utilizando una funcién de rehashing de este tipdripo salir sin insercidon aun cuando exista alguna
posicion vacia en el arreglo.

Ejemplo:
Dada la funcién de reasignacion:
RH(i) = (i % 1000) + 200
Con esta funcion, cada clave solo puede ser catoeadinco posiciones posibles: (1000/200=
5) sii =215, y esta posicion esta ocupada, ertse reasigna de la siguiente forma:
RH(215) = (215 % 1000) + 200445
RH(415) = (415 % 1000) + 200 = 615
RH(615) = (615 % 1000) + 200 = 815
RH(815) = (815 % 1000) + 200 = 15
RH(15) = (15 % 1000) + 200 = 215
RH(215) = (215 % 1000) + 200445

Si estas cinco posiciones posibles estan ocupadlemos sin insercion aun cuando haya
posiciones libres en el arreglo.

Colision por rehashing: agrupamiento o clustering

A pesar de la utilizacion de una funcién de rehmgliiondec y m sean primos, con el método de prueba
lineal o secuencial los elementos siguen tendieralgrupars, 0 sea, a aparecer unos junto a otros, cuando
el factor de carga es mayor del 50%. Cuando eflarrestq vacio es igualmente probable que cualquier
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elemento al azar sea colocado en cualquier podgiti@dentro del arreglo, pero una vez que setéaido
algunas entradas y se han presentado varias oelssidchoques en la asignacion, esto no es cierto.

Ejemplo:

Claves
4618396
4957397

1286399

0000990
0000991
1200992
0047993

9846995

En este caso, es cinco veces mas probable qu@istraesea insertado en la posicion 994 que
en la posicion 401. Esto se debe a que cualquigstre cuya clave genera la asignacion 990,
991, 992, 993 0 994 sera colocado en la 994, migmfue cualquier registro cuya clave genera
la asignacion 401 sera colocado en su posicion.

Este fendmeno en el qdes claves que inicialmente generan una asignaeiodos sitios diferentes, luego
compiten entre si en reasignaciones sucessaslenominagrupamiento o clusteringd(X) # H(Y) pero
RH(X) = RH(Y) en reasignaciones sucesivas.
Se cumple que:

- cualquier funcion de reasignacion que dependa inginge del indice daréa lugar a agrupamiento.

- daria agrupamiento la funcion de reasigna&lfi) = (i % m) + ¢ aunquec y mfuesen primos.

Ejemplo:
Si m=1000, c=21y las posiciones 10, 31, 52, 73 g&an todas ocupadas, cualquier elemento
cuya clave sea cualquiera de estos cinco enter@s g@ocado en la posicion 115. Se dice
entonces que 10, 31, 52, 73 y 94 formarcluster.

El clustering se debe a que las reasignacionesisasesiguen siempre la misma secuencia. Si comsegu
gue esa secuencia varie en cada reasignacionadaehd formacidn del cluster.

Las técnicas que se presentan a continuacion nziamal agrupamiento:

4.2.1.2.- Prueba Cuadratica

Este método es similar al de la prueba lineal oesadal. La diferencia consiste en que, en lugasudear

en las posiciones con direcciones: dirHash, dirHaghdirHash + 2, dirHash + 3, ... buscamos limesite

en las posiciones con direcciones: dirHash, dirHashdirHash + 4, dirHash + 9, dirHash + o

Esta variacion permite una mejor distribucion dedaves colisionadas.

Si el nimeram de posiciones en el arreglo T es un ndmero primbfgctor de carga no excede del 50%,
sabemos que siempre insertaremos el nuevo elemegtgue ninguna celda serd consultada dos veces
durante un acceso.
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4.2.1.3.- Doble Direccionamiento Hash

Consiste en que una vez detectada la colisiontseghknerar otra direccidn aplicando una funciéh vhsa

la direccion previamente obtenida. Entonces bussdmealmente en las posiciones que se encuentran a
una distancia KHX), 2 Hy(X), 3 Hx(X), ...

La funcién hash KHque se aplique a las sucesivas direcciones peeders ser la misma que originalmente
se aplico a la clave. No existe una regla que pardecidir cual sera la mejor funcion a emplearekn
calculo de las sucesivas direcciones. Pero unaabelatcion seri#d,(X) = R — (X % R)siendo R un
namero primo Mas pequefio que el tamafio del arr¥gbe. obtienen resultados mejores cuando el tamafio
del arreglo es un numero primo.

Problemas de la técnica de rehashing

« Insercion: como se asume un arreglo de tamaficsfig, nimero de elementos aumenta mas alla de ese
tamafio es imposible insertarlo sin que sea neceasignar un arreglo mas grande y recalcular lazes

de asignacion de las claves de todos los elemegnmya se encuentran en el arreglo utilizando weaan
funcion de asignacion.

« Borrado: es dificil eliminar un elemento. Por ejémpgi el elementol esta en la posiciom para afiadir

un elementa?2 cuya clavek2 queda asignada en p, éste debe ser insertadgemé&a posicion libre de las
siguientes: Ri), Rh(Rhf))... Si luegarl es eliminado y la posicigmqueda vacia, una busqueda posterior
del elementa2 comenzara en la posicion k2 = p. Como esta posicién esta ahora vacia, el proceso d
busqueda puede errbneamente llevarnos a la cahldsique el element@ no se encuentra en el arreglo.

Una posible solucién a este problema es marcdemlemto eliminado comeliminadd en vez devacid,

y continuar la busqueda cuando se encuentra umei@osomo eliminada. Pero esto soélo es factible para
un nimero pequefio de eliminaciones pues, en cas@udo, una busqueda sin éxito requerira una Edau

a través de todo el arreglo debido a que la mayarias posiciones estaran marcadas catiminhadd, en
lugar de Vacid. Por esto, el direccionamiento directo normalreemt se usara cuando el arreglo vaya a ser
modificado constantemente.

4.2.2.- Arreglos anidados o Cubos

Este método consiste en que cada elemento dellatesgga otro arreglo en el cual se almacenen los
elementos colisionados. Si bien la solucion pasecesencilla, es claro también que resulta inefieieAl
trabajar con arreglos se depende del espacio gleetseya asignado a éste. Lo cual conduce a unonuev
problema dificil de solucionar: elegir un tamafie@ddo de arreglo que permita un equilibrio ertoegto

de memoria y el nimero de valores colisionadospgaéera almacenar.

Cuando el cubo se llena, debemos tratar de nuevoaiisiones.

Existen dos maneras de implementarlo, una seriadosarreglos anidados (arreglo de arreglos) yra ot
seria usando matrices (cubos). Vemos esta Ultippementacion con un ejemplo:

Claves
0 80
1
2 12
3| 43 13 03
4 54 104
5 25 35
6 56
7
8
9 99 79 89
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4.2.3.- Encadenamiento o Tablas Hash Abiertas

Otro método para resolver las colisiones consistmantener una lista encadenada de todos los diggnen
cuyas claves generan la misma posicion. Si la fumbash genera valores entre 0 y (m - 1), declasamo
arreglo de nodos de encabezamiento de tamaftte manera que Tabla[i] apunta a la lista conddde
elementos cuyas claves generan posicionés en

Ejemplo:
Claves
0| 80 /
1 /
2] 12 /
3| 43 | 4| 13 | —+—=>| 03| /|
4| 54 —1—>| 104
5| 25 —»| 35 /
6| 56 /
7 /
8 /
9l 99 | 4| 79[ 1] 8] /]

« Insercion: al buscar un elemento cuya funcién Hadiace corresponder la posicién i, se accede a la
cabeza de la lista correspondiente a esa positabia[i], y se recorre la lista que dicha posididicia. Si

éste no se encuentra entonces se inserta al énallidta.

«  Eliminacion: la eliminacién de un nodo de un aroeglie ha sido construida mediante randomizacion y
encadenamiento se reduce simplemente a removeodmde la lista encadenada. Un nodo eliminado no
afecta a la eficiencia del algoritmo de busquedaldoritmo continda como si el nodo nunca se abie
insertado.

Estas listas pueden reorganizarse para maximizdiciancia de busqueda, utilizando diferentes deto
Probabilidad. Consiste en insertar los elementos dentro dsetéaén su punto apropiado. Esto significa que
si prob es la probabilidad de que un elemento sea el amgiambuscado, entonces el elemento debe
insertarse entre los elementos r(i) y r(i +1), dones tal que:

P(i) >= prob >=P(i + 1)
El problema es que P(i) pocas veces se conoceiord graungue algunos elementos sean buscados mas
frecuentemente que otros, es casi imposible idestifdichos elementos por adelantado. Ademas, la
probabilidad de que un elemento determinado segeeado puede cambiar con el tiempo.

Movimiento al frente. Cuando una busqueda ha tenido éxito, el elememtontrado es retirado de su
posicion actual en la lista y colocado en la calezdicha lista.

Trasposicién Cuando una busqueda de un elemento ha tenidp éxiintercambiado con el elemento que
le precede inmediatamente, de manera que si edidogauchas veces llegara a ocupar la primera iposic
de la lista.

El método de trasposicién adelantando solo unaigosevita el inconveniente que tiene el de mowuite

al frente, que solamente porgue un elemento seaesdo una vez es movido inmediatamente al fidmte
la lista, reduciendo la eficiencia de la busquentarespecto a otros elementos que le precedianétido

de trasposicion asegura que al avanzar un elenggntma posicion cada vez que es obtenido, éste soélo
avanzara hasta el frente de la lista si es sacadara alta frecuencia.

Otra ventaja del método de trasposicion sobre elmdeimiento al frente es que se puede aplicar
eficientemente tanto a arreglos de arreglos coameglos de listas. La trasposicion de dos elersesriaun
arreglo es una operacion relativamente eficiententmas que el movimiento desde el medio de urgkarre
hasta el frente implica (en promedio) mover medieglo.
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El ndmero medio de pruebas, con encadenamienta,yver bisqueda con éxito y para una busqueda sin
éxito tiene los siguientes valores aproximados:
SQ) =1 + ¥ UQ) =€ +A

Ventajas y desventajas del uso del encadenamiento

+ Ventajas: es el método mas eficiente debido alndisrao propio de las listas. Cualquiera que sea el
namero de colisiones registradas en una posid@mpse sera posible tratar una mas.

« Desventajas: la desventaja principal es el espadi@ adicional que se requiere para la refereacia
otros elementos. Sin embargo, el arreglo inicialgeseralmente pequefio en esquemas que utilizan
encadenamiento comparado con aquellos que utileasignacion. Esto se debe a que el encadenamiento
menos catastrofico si el arreglo llega a llenaseptetamente, pues siempre es posible asignar odas 1y
afiadirlos a varias listas.

Por supuesto, si las listas llegan a ser muy langase va a obtener ninguno de los beneficios de la
randomizacion o hashing, como eran el direccionatmidirecto y la eficiencia de busqueda resultante.

4.2.4.- Zona de Desbordamiento

Se trata de mantener una zona reservada paracgedimentos que llegan a colisionar, de manera que
cuando se produzca una colision el elemento sda@abizar en esta zona de desbordamiento.

Al realizar la basqueda y comprobar si el eleménigscado esta en la posicion dada por su tabla Siesta
posicidén ya esta ocupada por otro elemento corisshovalor de hashing, se seguird buscando a plaitir
inicio de la zona de desbordamiento de manera sei@lehasta encontrar el elemento o llegar all filea
dicha zona de desbordamiento.

Ejemplo:

Claves Desbordamientos
0| 80 0O 13
1 1| 104
2] 12 2 79
3| 43 3 03
4| 54 4 35
5| 25 5 89
6| 56
7
8 .

9] 99 n
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