KIS MATEMATIKA

1. Bevezeto

Fizikus vagyok, és azon beliil is elméleti fizikusnak tartom magam, mindemellett na-
gyon fontosnak tartom a kisérleti fizikat is, s6t magam is kisérleteztem a gravitacié teriiletén.
A matematikaval csak sziikséges mértékben tartom a kapcsolatot. A legfontosabb allitas: sike-
res fizika nem létezik matematika nélkiil. Ez Newton 6ta megcéafolhatatlan tény, de mar eldtte
Galilei is szdmolt, hogy egyszerii méréseit alatimassza (mozgés lejtén, a gyorsulas képlete,
stb.).

Mind a kisérleti fizika, mind a matematika fokozott dvatossagot kdvetel, ezt soha nem
szabad elfelejteni. Szerencsésnek tartom magam, hogy a debreceni egyetemen (KLTE) végez-
tem (nagyon régen: 1972-ben), az ottani kiilonleges matematika tandraimnak koszonhetem a
matematika irdnti tiszteletemet és igényességemet. A tudomany allitasait szigortian bizonyita-
ni kell, a bizonyitds mddszereit a matematika tobb évszazados hagyomanyainak ismeretén
keresztiil lehet csak elsajatitani. A matematika az alap, melyre minden miiszaki-fizikai tudo-
manyos kutatas épiil. Tapasztalataim szerint, aki nem szerzi meg a matematikai alapokat kello
idében (elég fiatalon), azt mar késObb sosem tudja potolni (esetleges kivételek persze 1étez-
hetnek, ami csak megerdsiti allitasomat).

A matematikus erények sok esetben hatranyokat is jelentenek. A szintiszta matemati-
kai gondolkodas hajlamos elszakadni a valosagtol, pontosabban a valdosag igényeitdl. Kelle-
nek a fizikusok, a mérnokok, a vegyészek €s mas olyanok, akik a gyakorlatban hasznositjak a
matematikat, és jelzik az igényeiket a matematikusoknak, akik inkabb szeretnek a sajat maguk
altal kiépitett elefantcsonttornyukban maradni. A jelen dolgozatomban éppen egy olyan al-
kalmazott matematikai problémara utalok, ami remélhetden csak id6leges probléma marad. A
matematikusok, fizikusok, mérnokok évszazadokon keresztiil papiron, ceruzdval szamoltak,
egészen az elmult két-harom évtizedig. Forradalmi valtozést jelentett a szamitogép megjele-
nése, ma mar a szamitogépek teljesitménye, gyorsasaga ¢és pontossdga minden képzeletet fe-
lilmul. Ennek ellenére a matematikus tarsadalomban még mindig megmaradt a tobb évszaza-
dos tradicio, a numerikus szdmitasok terjedelmének csokkentési igénye, de leginkdbb elkerii-
lése. Csak olyan matematikai problémakkal foglalkoztak évszazadokon keresztiil még a nagy-
nevii matematikusok is, amelyek analitikus alakban megoldhatok. Arra térekedtek, hogy pél-
daul a differencidlegyenletek megoldasat jol ismert, ,analitikus” fiiggvényekkel lehessen
megadni (ilyen analitikus fliggvények példaul az exponencialis, trigonometrikus fiiggvények
¢s ezek inverzei). Emlékeztetek arra, hogy kozépiskolaban a matematikai példatarak kizarolag
»elore gyartott” feladatokat tartalmaztak, melyek analitikusan, zart alakban, az ismert fiiggvé-
nyekkel megoldhatok voltak. Ebben természetesen nincs semmi kivetnivalo, hiszen a cél ép-
pen a matematikai ismeretek, modszerek (,,a matematikai kézligyesség”) elsajatitasa.

A szamitogépek megjelenése, mint dltalaban minden 1 taldlmany, 6ridsi lehetdségeket
nyitott meg a matematikaban is, és természetesen karos ,,mellékhatdsokkal” is jart. A szami-
togép elényeit mindenki jol ismeri, a furcsa hatranyai kozott emlitendd a szamitogép fliggdség
kialakulasa. De most egészen mas hatranyara szeretnék ramutatni, itt a matematikai gondol-
kodas elnyomésara gondolok. A legismertebb példa az EXCEL program, ami ,,felhasznéaloba-
rat”, de az alkalmazokat leszoktatja arrdl, hogy sajat maguk készitsenek szamitdogépes prog-
ramokat a sajat specialis igényiik kielégitésére. Ennek még durvabb példai is vannak, amikor
jo pénzért lehet kapni olyan specidlis fizikusi, mérnoki, kémiai, bioldgiai, stb. programcsoma-
gokat, melyekbe csak be kell taplalni a kiindulé adatokat és a gép ,,mindent” kiszdmol. A
programcsomag mukodése, mindsége, esetleg hibai persze rejtve maradnak, ellendrzésiikre
semmi lehetdség. Az ember alapvetden lusta (jomagam is), vakon bizik a ,,gyari” programok-
ban, megnyugtatva magat azzal, hogy maésok is ezt hasznaljak. Igy vagyunk specialisan a dif-
ferencidlegyenlet megoldd programokkal is. Ennek hosszu tavi kdvetkezménye az lehet, hogy
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a lexikalis tudast koveteld egyetemek, féiskoldk lassan nem tartjadk fontosnak a matematikai
alaptudas, készség atadasat, hivatkozva az egyszeriibb szamitogép hasznalatra. Ami szamom-
ra fajdalmas, hogy a matematika lassan szoftveres arucikkre degradalédik, és persze melléke-
sen a szellemi termék hasznat nem a programoz6 zsebeli be, hanem az ,,lizletember”, aki az
Interneten arulja a portékat. Az ellentmondasok, a problémak felsorolasat nem szeretném itt
folytatni, aki benne van a szoftver vilagéban, ezeket j6l ismeri.

A jelen munkaban egy els6 ranézésre egyszertinek tlind matematikai problémat, illetve
annak megolddsat mutatom be. Menet kozben deriilt ki, hogy az 6rdog a részletekben van, és
a részletek sok fejtorést okoznak a fizikusnak, aki inkabb a fizikai problémaval szeretne fog-
lalkozni és nem a matematikaval birkdézni. A faradsdgos tévutakat nem akarom ismertetni,
csupan a nehezen kiizzadott eredményeimet szeretném itt kozkinccsé tenni.

2. A gravitacioés kisérlet

A gravitacios kisérleteimet, a néhai Bodonyi LdszIlo nyoman, fizikai ingaval végeztem. A mé-
rés megbizhatosaganak ndvelése céljabol, kiillonbozd fizikai meggondoldsok alapjan a kvazi-
rezonancia mérés modszerét valasztottam. A mérési elrendezés vazlata a kovetkezo:
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2.1. abra: A kvazirezonancia mérés vazlata

A fizikai ingat sematikusan dbrazoltam, also, illetve felsé tomege 24-24 kg tomegii 6lomtégla.
Az abran lathaté kor alaku forgatd asztal keményfabol késziilt az esetleges sztatikus magneses
hatasok elkeriilése céljabol (az asztal anyaga készithetd barmely, nem ferromagneses anyag-
bol is: pl. réz, aluminium, stb.). A korasztal atmérdje egy méter. Az asztal forgatasat egy 15
W-os teljesitményli egyenaramu motor biztositja vékony gumiszijon keresztiil, a motor fordu-
latszama elektronikusan szabalyozhatd. A korasztalon gy helyeztem el a forrastomegeket,
hogy azok lehetéleg minél kozelebb legyenek az inga alsé tomegéhez (kozelitd feliiletek ta-
volsaga kb. 4-5 centiméter). A forgatd asztal és a meghajtomotor vibracids zaja a gumiszijas
meghajtas miatt csekély, és gyakorlatilag tovadbbra sem hatott az ingara, mivel az inga felfiig-
gesztése a mennyezeten tortént. A mérési vazlat konnyebb érthetdsége miatt nincs feltiintetve
az inga hidraulikus csillapitdja és az arnyékolo vaslemez, mely az ingat arnyékolja az esetle-
ges magneses hatasoktol, valamint a forrastomegek altal keltett gyenge levegéaramtol.

A mérés soran a villanymotor fordulata a nullarél indul, és nagyon lassan emelkedik,
automatikus vezérléssel. A korasztal 280-290 masodperces fordulatanal az inga gravitacios
rezonanciaba kertil a két mozgasban 1évé forrastomeggel.
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Egy ilyen mérés grafikonjat mutatja a 2.2. 4bra:
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2.2. abra: Egy kvazirezonancia mérés eredménye

Az abra az inga mozgasat mutatja az id6 fliggvényében. Belathato, hogy egy-egy sikeres mé-
rés elvégzése rendkiviili tiirelmet igényel, alaposan eld kell késziteni. A mérés csak szélcsen-
des idében végezhetd, ugyanis a légszigetelt helyiség ellenére a kiilsd, nagytomegili 1égaram-
latok erds dinamikai gravitacids zavarokat okozhatnak a mérésben. A mérés miiszaki részlete-
irdl itt nem kivanok beszamolni, honlapom gravitacids fejezetében részletesen irok a gravita-
cios kisérleteimrol.

A fizikai ingas gravitacios kisérletek szamos meglepd eredményre vezettek, aminek
részleteivel itt nem foglalkozom. Két meglepd dolog azonban a jelen irashoz kapcsolodik: a
gravitacios erd nagysagrendekkel nagyobbnak adddott, mint ami Newton torvényébdl kovet-
kezne. A masik lényeges tapasztalat, hogy a graviticios erd egyértelmiien sebességfiiggd.
Mindezekbdl kdvetkezik, hogy Newton torvénye csak specialis, az eddigi, hétkoznapi tapasz-
talt esetekben érvényes. A fizikai ingds mérés egy kiilonleges fizikai allapotot valosit meg,
ugyanis a fizikai inga lengésidejének lehet6 legnagyobb mértékli megnovelése a fizikai ingak
tomegére hat6 foldi gravitacios teret fokozatosan kikapcsolja. Masképpen fogalmazva, ezzel
az egyszeri modszerrel az ingatomegeket kozel a sulytalansag allapotaba vissziik. Az eddig
alkalmazott hagyoményos gravitacios kisérletekben viszont ez a koriilmény nem 4llt fenn.
Sziikségszert tehat, hogy Newton graviticios torvényét altalanositsuk a sulytalansag koriil-
ményére is. Jelenleg ugyanis az a tévhit uralkodik a fizikdban, hogy Newton torvénye univer-
zalis, minden koriilmények kozott érvényes. A fizikai ingas kisérleteim ezt egyértelmiien ca-
foljak.

Kérdés, hogyan altalanositsuk Newton torvényét, mely specidlis esetben lényegesen
erésebbnek mutatkozik (a gravitacids allando nagysdgrendekkel nagyobb), illetve hogyan
vegyliik figyelembe a sebességfiiggést. Newton masodik torvénye értelmében egyszertien ké-
pezziik a mért ingamozgas id6fiiggvényének masodik derivaltjat, amit megszorozzuk a fizikai
inga effektiv mozgd tomegével, és igy elvileg megkaphatjuk az altalanositott gravitacids erd-
torvényt. A gyakorlatban ez az egyszer(i Ut egyeldre jarhatatlannak tlinik. A nagy lengésidejii
fizikai inga, 1ényegi miikodésének kovetkeztében, mozgasa erdsen zavarokkal terhelt. Ezt a
problémat elvi okbol a leggondosabb kisérleti kivitelezésnél sem lehet elkeriilni. Matematikai
uton meg tudjuk hatdrozni az ingara hat6 gravitacios erd iddbeli fiiggését, de ebbdl még nem
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tudunk egyértelmiien kdvetkeztetni a gravitacios erd tavolsag, illetve sebesség fliggésére. Eh-
hez az ingamozgéson kiviil pontosan kellene mérni a forrastomegek idébeli helyzetét és se-
bességét is, de erre nem volt lehetéségem a szerény miszaki feltételek mellett. Ha mégis, op-
timalis esetben, minden mérési adat rendelkezésemre allna, akkor sem tudnam automatikusan
megadni az altalanositott gravitacids torvényt. Ehhez ugyanis még tovabbi, kiegészitd elméle-
ti meggondolésok is sziikségesek. Nem is beszélve arrol, hogy a mérések a gravitacios taszitas
iddleges jelenlétét is kimutattdk. A kvazirezonancids mérés 1ényegét tekintve egy iddben erd-
sen valtozd, dinamikus mérés. Sztatikus gravitacio mérésére a fizikai inga, érzéketlensége
miatt nem alkalmas.

Az ingamozgéas mérési adatsorabdl azonban szdmos kovetkeztetés viszonylag gyorsan
levonhato. Fourier transzformacioval (FFT) meg lehet hatarozni a méréshez tartozéo dominans
frekvencidkat. A Fourier analizis példaul kimutatta, hogy az inga tdmeggel egyenld 24 kg-os
forrastomeg gravitacios hatasa egy nagysagrenddel kisebb, mint a 12 kg-os forrastomeg hata-
sa. Ez 6nmagéban ellentmond Newton térvényének.

Végiil az ingamozgas kiértékelése céljabol egy matematikai modellt allitottam fel,
amelyben az altalanositott (dinamikus) graviticios torvény alakjat a lehetd legegyszeriibbre
valasztottam meg. A modell kiszamitja az inga elméleti mozgasat, amit dssze tudok hasonli-
tani a mért ingamozgassal. A modellben tetszélegesen tudom valtoztatni az er6térvény alak-
jat, mindaddig, amig elérem a mért és szamitott mérési adatok kozelitd egyezését. A modszer
alapjan, viszonylagos biztonsadggal meg tudom adni a dinamikus gravitaci6 erétorvényét. Ez a
program mar a kezdetben sikeresnek bizonyult, de a tovabbi pontositdsokhoz tovabbi méré-
sek, kisérletek elvégzése elengedhetetleniil sziikséges. Ehhez nagyon kivanatos még a mérési
technika tovabbfejlesztése, a megfeleld laboratdriumi koriilmények biztositasa.

3. A matematikai modellezés

A fizikai inga csillapitott harmonikus oszcillatorral modellezhetd, amennyiben az inga kitéré-
se kicsi az inga karhosszisagéaval 6sszehasonlitva. A csillapitott harmonikus oszcillator diffe-
rencialegyenlete:

¥+ 20 +wpx =0, (3.1)

ahol 1 az inga csillapitési tényezdje és wy = k/m az oszcillator frekvencidja. Az inga a strlodas
miatt exponencialisan csokkend periodikus mozgast végez, az inga a mozgasi energiajat fo-
lyamatosan disszipalja. Az ingat fékez0 erd az inga pillanatnyi sebességével aranyos. A gravi-
tacios gerjesztés hatasara az inga amplituddja idovel bedll egy kozel allando értékre, mivel a
gravitacids gerjesztés folyamatosan potolja az inga energiaveszteségét. A fizikai inga gerjesz-
tését leird masodrendii, inhomogén differencialegyenletet (3.1) kiegészitésével kapjuk:

¥+20x+opx = f(t), (3.2)

ahol /(1) = F(t) /m" a gerjesztd erdstiriiség, itt m" az inga effektiv mozgé tomege.

A (3.1) differencialegyenlet matematikai elnevezése: kdzonséges, masodrendi, linea-
ris, allando egyiitthatds, homogén differencidlegyenlet. A , kdzonséges” sz6 azt jelenti, hogy
nem parcialis differencialegyenlet. (Elnézést kérek az Olvasotol, de hagyatkoznom kell a ko-
rabbi, némi matematikat tanult emlékekre, ezért nem arulom el, mit jelent a ,,parcialis” jelzo.
Akikben azonban semmiféle matematikai emlék nem maradt a ,,rosszon” kiviil, azoknak saj-
nos nem tudom ajanlani a tovabbi elmeriilést a tovabbi matematikai ,,szépségekben’.)

A (3.2) differencialegyenlet matematikai elnevezése: kdzonséges, masodrendi, linea-
ris, allando egyiitthatds, inhomogeén differencidlegyenlet. A (3.1), illetve (3.2) egyenletek ana-
litikus megoldasai méar az elektronikus szamitogépek megjelenése elott joval régebben ismer-
tek voltak. Azt meg kell emliteni, hogy azért altalanos alaku f(?) gerjesztd fliggvényre valdszi-
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niileg nincs altalanos, zart analitikus megoldas. Mar sok alkalommal, tobb orat toltdttem el
Internetes keresgéléssel, hogy magyar, vagy angol nyelven taldljak a (3.2) egyenletre altala-
nos megoldast, sajnos még eddig nem sikeriilt taldlnom. Kérem ezért a szakmabeli Olvasokat,
ha ilyenrdl tudnak, feltétleniil irjdk meg nekem, eldére is megkdszondm.

A matematika tankonyvek szerint a (3.2) inhomogén egyenlet megoldasa tradicionali-
san a kovetkezd modon torténik. El6szor meg kell keresni a (3.1) homogén egyenlet altalanos
megoldasat. Az altalanos megoldas érthetéen a csillapitasi tényez6tdl, illetve az oszcillator
az emlitett konstans paraméterektdl fiiggnek. A fizikai inga szabad mozgésat egy csillapodo
lengés jellemzi, ilyen esetben az altaldnos megoldas:

x(t) = Aexp(—\t)sin(ot+a) (3.3)

ahol 4, illetve alfa a kezddéfeltételek altal meghatarozott dllandok, a masodrendii differencidl-
egyenlet két integracios allanddja. A csillapodd lengés frekvencidja kisebb a csillapitatlan

crer

o =0, -\ >0 (3.4)

A (3.2) inhomogén (gerjesztett) differencialegyenlet altaldnos megoldasa bizonyithaté mate-
matikai tétel szerint oly moédon adhaté meg, hogy a (3.1) egyenlet altalanos megoldasahoz
hozzaadjuk az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat. A (3.1) altalanos megoldasa
alatt azon megoldasok korét értjiikk most, mely (3.3)-nak megfeleld, csillapodo lengésnek felel
meg. A matematikusok (tankonyvek) gyakorlata szerint a (3.2) inhomogén egyenletben az f{z)
gerjesztési fiiggvény analitikusan megvalasztott. Rdadasul még a kovetkezo feltételeket elégiti
ki:

IDEZET: (GRAFF JOZSEF, BME Gépészeti Kar, 2004)

Az f(t) figgvény csak olyan tagokbol all, amelyeknek csak véges szamu linearisan fliggetlen
derivaltjuk van. Ez masképpen azt jelenti, hogy e fiiggvények derivaltjai egy 1d6 utan vagy
aranyosak lesznek az eredeti fliggvénnyel, vagy nullavé valnak. Az elsd feltételnek megfeleld
fliggvények:

o -exp Pz, a-sin Bz, a- cosPe, o -shPz, - chPz .

Hiperbolikus fliggvények esetén azok e-ados alakjat kell hasznalni. A masodik feltételnek a
polinomok felelnek meg. Természetesen nem csak a felsorolt fiiggvények megfeleloek, ha-
nem tetszdleges linedris kombinacidjuk — azaz szorzataik, és ezek Osszegei — is. Ha az f{1)
fliggvény a fent leirtak szerinti, akkor a partikularis megoldas hasonlo lesz hozza, azzal a ki-
egészitéssel, hogy minden olyan derivaltjat szerepeltetni kell, amely eltér téle. Exponencialis
fliggvény esetén nincs ilyen, hiszen ez a fliggvény aranyos a sajat derivaltjaval, szinusz, vagy
koszinusz esetén mindkettdnek szerepelni kell, hiperbolikus fliggvényeknél az e-adnal leirtak
szerint kell eljarni, mivel az e-ados alakjukat kell hasznalni, polinomoknal pedig az Osszes a
legnagyobb kitevonél kisebb kitevdjli tagot.

Abban az esetben, ha valamelyik tag szerepel a homogén altalanos megoldasban (rezonancia),
ugyan ugy kell eljarni, mintha a homogén megoldasban tobbszords gyok lenne, azaz ¢ legki-
sebb még nem szerepld hatvanyaval kell szorozni.

IDEZET BEZARVA
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A bonyolultan hangz6 idézet jol tiikkr6zi a Bevezetében leirtakat, miszerint a matematikusok
ragaszkodnak az analitikus fliggvények hasznalatdhoz. Ez rendben is volna akkor, ha az Gjabb
matematikai tankonyvek mar tartalmaznanak a modern (rohano) vilagot érdekld, kdnnyen
szamitogépre vihetd numerikus megoldasi modszereket is. A felhaszndlonak ugyanis elemi
érdeke a megoldasi modszerekhez vald gyors hozzajutas az éppen aktualis mérnoki, vagy fi-
zikai problémak szamitogépes modellezésé¢hez. A hiabavald keresgéléseim az Interneten azt
mutatjak, hogy egyelére ettdl még nagyon messzi vagyunk. Ilyenkor mit tesz a mérndk, vagy
fizikus: Magad uram, ha nincs szolgad. Pedig a jelen munkaban felvetett matematikai prob-
1éma megoldasa utdlagosan végteleniil egyszert, ezt adom kozre masok segitésére is a kovet-
kezdkben:

Az allando egyiitthatos differencidlegyenletek megoldasanak legegyszeriibb Utja az un. Lap-

lace transzformacios modszer. A (3.2) inhomogén differencidlegyenlet Laplace transzforma-
cioval algebrai egyenletté alakithato at:

(s> +2hs + @ )x(s) = f(s), (3.5)

ahol s valos valtozo. Az (3.5) algebrai egyenlet abban az esetben all fenn, ha az inga helyzete
¢s sebessége a t = () idopontban zérus:

x(0)=0; x(0)=0. (3.6)

Az inga mozgasat az x(z) fiiggvény irja le, melynek Laplace transzformaltjat az (3.5) egyen-
letbdl kapjuk egyszerli osztassal:

x(s)=

S r9)g(s). 6

57 +2hs + o)

ahol g(s) az (3.5) egyenlet sulyfiiggvénye, vagy mas elnevezéssel atviteli fiiggvénye:

1 1
S)= =
g(s) Ty Vo (s+k)2 Py (3.8)

ahol az inga strlodés miatt csokkent szogsebessége (3.4)-gyel azonos:

o =m, -1 >0 (3.9)

s rer

kaphato meg. A Laplace transzformacio elmélete szerint:
t t
x(0)=[ f(Mgt-vdt= [ ft-1)g(x)dr, (3.10)
0 0

ahol a g(t) fiiggvény elnevezése: Green fiiggvény. A (3.10) integralt a Laplace transzformacio
elméletében konvolucios integralnak nevezik.

A (3.8) sulyfiiggvény inverz Laplace transzformaltja szerencsére ismert a Laplace
transzformécids tablazatokbol:

6
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B

exp(—at)sinpr <

) 3.11
(s+a) +p G0
melynek ismeretében a g(s) sulyfiiggvényhez tartoz6 Green fiiggvény (idofiiggvény):
| :
g(t)= —exp (—At)sinot (3.12)
Ennek az inga mozgésa f(?) gerjesztd erdsiiriiség fiiggvényében (3.10) szerint:
1 t
x()=— j f(©)exp[~A(t—9)]sin w(t - 7)dr (3.13)
0

amely csak a (3.6) kezdeti feltételek teljesiilése esetén érvényes. A képletben omega az inga
surlodas miatt csokkent szogsebessége, lambda az inga surlodasi tényezdje. Ezek a paraméte-
rek a mérésbol tobbé-kevésbé pontosan meghatarozhatok.

Megjegyzem, hogy a kapott eredmény dimenziondlisan is helyes, hiszen az inga x(z)
kitérésének dimenzidja hosszisag, SI-ben méter. Az integrandusban az f{z) erésiiriség dimen-
zioja SI-ben m/s’, azaz gyorsulas. Az idészerinti integralas kiejti a nevez6ben 1évé egyik id6-
egységet, az 1 / omega szorz6 pedig kiejti a nevezOben 1évé masodik iddegységet is.

4. A numerikus megoldas moédszere

A (3.13) integral, egyszerlisége ellenére, elég ijesztonek tlinik. A gyakorlati alkalma-
zasokban diszkrét mintavételi jelekkel foglalkozunk, tehat a (3.13) integralt kozelitd 6sszeg-
gel kell helyettesiteni. Szerencsére a kisérleteimben az inga mozgésa, illetve a forgd korasztal
mozgasa szlikségszerlien igen lassu, igy a masodperces mintavételi id6 is elegendd szamitasi
pontossagot biztosit. Az eddigi vizsgalataimban a gerjesztési fliggvény a gravitacios erdsiirii-
ségnek felel meg, amelyet elméleti uton kell ugy meghatarozni, hogy a (3.13) képlettel szami-
tott ingamozgas ,,hasonlitson” a mért ingamozgashoz.

A numerikus integralas céljabol célszerli bevezetni a kovetkezd komplex integralt:

1 .
X)) =— [ foyexp[zt-)de; (z=iw-1), @1
0
amelynek a képzetes része azonos a (3.13) megoldéssal:
x(1)=Im X (1) = lj ft)exp[-M(t—1)]sin ot —9)dr 4.2)
©5

A (4.1) integral egyszerii rekurzioval szamithato, ezt igazolom a kdvetkezdkben.

frjuk fel a (4.1) integral kozelitését T mintavételi id6vel:

X(NxT):é J. fir)exp[z(NxT —1)]dr; (z=iw—1) (4.3)
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Képezem a kovetkezo kiillonbséget:

X(N +1)—exp(z)X(N) =

;é j f(x)exp[z(N +1-1)]dr —exp(z)— j f(x)exp[z(N —1)]dr =

Eéf flr)exp[z(N +1- t)]dr——jf(r)exp[z(N+l )]dr = (4.4)

f f(f)exp[z(N—i-l—r)]dr ;fo(N+1)
v ®

A T mintavételi id6 jelolését elhagytam az egyszert jelolés miatt. A kozelités feltételezi, hogy
a gerjesztési erd valtozasa kicsi a 7" mintavételi idon beliil. A megadott kozelités alapjan a
rekurzids szamitas (numerikus eljaras) egyszertinek adodik:

X[(N+1)T];X(NT)xexp(zT)+£><f[(N+1)T]

exp(zT) =exp(io—A)T =

4.5
Eexp(—k)(coso;)THsin(oT):const! -
Itt 7 a mintavételi id6, omega pedig az inga mérhetd korfrekvencidja:
0=2n/T,; (Tp = az inga Zengésideje) (4.6)
A kezdeti feltétel fontos, mely biztositja a (4.5) rekurzid érvényességét:
X(t=0)=0 = ReX(0)=ImX(0)=0 (4.7)
A gerjesztett inga stacionarius allapotu lengése:
x(t)=x(NxT)=Im X(NxT); (N — ) (4.8)

A kvazirezonancias gravitacios mérésnél tobbek kozott felmeriil egy olyan kellemetlen jelen-
ség, hogy az inga lengési frekvencidja nagy lengésidok esetén erdsen fligg az inga amplitido-
jatol. A mérések azt mutatjak, hogy az inga lengésideje jo kozelitésben aranyosan n6 a lengési
amplitddoval. A gravitacios gerjesztés fokozatosan energiat visz bele a rendszerbe, ami egyre
noveli az inga amplitidojat, minek kovetkeztében az inga ,kiesik a szinkronbol”, igy a ger-
jesztés az inga kaotikus mozgasahoz vezet. Ennek elkeriilése céljabol valasztottam a gerjesz-
tési periddust az inga lengésidejének tobbszorosére, amivel sikeriilt csokkenti a ,,frekvencia-
moduléciobol” eredd problémat azzal, hogy a gravitacids energia-atadas mértékét csokkentet-
tem. Ezért is neveztem el a mérést kvazirezonancia mérésnek.

A gerjesztett fizikai inga sikeres matematikai modellezése sordn sokat tanultam, fontos ta-
pasztalatokat szereztem:
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e A gravitacids kisérlet modellezése a (3.2) differencialegyenlettel ,,els6 nekifutasra”
egyszerlinek tlint, és csak a modell alkalmazasa soran jottek elé a nehézségek, elso-
sorban az inhomogén differencidlegyenlet numerikus integralasaval kapcsolatban.

e Kideriilt, hogy a (3.2) differencidlegyenlet egyszerli szamitogépes integralasahoz elke-
riilhetetleniil komplex fiiggvényt (konkrétan Euler képletét) kellett alkalmazni. Ugy
gondolom, hogy pusztan valés fliggvényekkel a probléma megoldasa lényegesen
komplikaltabb lett volna.

e Dobbenetes az, hogy egy egyszerl fizikai probléma, egy rezgd rendszer kiilsé gerjesz-
tésének matematikai modellezéséhez a komplex fliggvénytan bevonasara van sziikség.
Ez Ujra alatdmasztja a komplex szamfogalom (komplex matematika) jelentdségét a
természet leirasaban, specialisan a fizikdban.

e A kisérletben megjelend ,.frekvencia-modulacios™ jelenség még tovabb bonyolitja a
matematikai modellt. Tovabbi feladatot jelent még a jovOben annak szamszeri jellem-
zése, hogy a modellbdl kovetkezd elméleti ingamozgas mennyire felel meg (mennyire
korreldl) a mért ingamozgasnak. A miiszaki gyakorlatban ez egy kiilon tudomanyag, a
»grafoanalitikus identifikacio”, amikor egy valosagos fizikai rendszer atviteli fiiggvé-
ny¢t grafikus modszerekkel hatarozzak meg.

Osszefoglalva: az 6rddg valoban a részletekben van, ezt sosem szabad elfelejteniink.

5. Rezonancia

A jelen anyag teljessé tétele érdekében réviden ismertetem a mechanikai rezonancia
jelenségét, amely szorosan kapcsolddik a fentiekben ismertetett gerjesztett rezgések (kény-
szerrezgések) matematikdjdhoz. A rezonancia jelensége azokban az esetekben 1ép fel, amikor
a rezgd rendszer (specialisan inga) sajatfrekvencidja kozelitdleg megegyezik a kiilsé gerjeszto
er6 frekvencidjaval. A rezonancia matematikai modellje a (3.2) specialis esete:

¥+ 20X+ opx = f, sinot (5.1)
amelynek bizonyithatéan altalanos megoldasa analitikus:
x(t) = Asin(or —8) + Ce 'sin(w,f +a); A<, !, (5.2)

A képletben szerepld konstansok az (5.1) mésodrendi differencidlegyenlet két fiiggetlen in-
tegracios allandojaval fejezhetok ki. Az oy frekvencia a rezgd rendszer (pl.inga) sajatfrekven-
cidja, o pedig a gerjesztés frekvencidja. Az (5.2) altalanos megoldas elsé tagja az (5.1) inho-
mogén egyenlet partikularis megoldasa, mig a méasodik tag a homogén rész altalanos megol-
déasa. Stacionarius allapotban az (5.2) megoldds masodik tagja a csillapodas miatt eltlinik,
tehat az (5.1) differencialegyenlet stacionarius megoldasa:

x(t) = Asin(wt -8), (5.3)

amely két integracios allandot tartalmaz:

A= Jo ; th:M—m; ® =o -\’
> o — o 0 . (5.4)
\/(03(2) —0)2) +4)M o’ 0
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b ot

w, w W

A stacionarius amplitudot a csillapitas korlatozza. Ha a gerjesztési frekvencia megegyezik az
rezglrendszer (pl. inga) sajatfrekvenciajaval, akkor 1ép fel a rezonancia jelensége. Rezonan-
cia esetén a rezgés amplituiddja maximalis. A természetben szdmos rezonancia jelenség eld-
fordul, ennek részleteire itt most nem térek ki. Kiemelendd a ,,rezonancia-katasztréfa” jelen-
sége, aminek sokszor idézett példaja egy hid ,,leszakadasa” az USA-ban, 1940-ben, amelyet

egy erds szélvihar altal keltett rezonancia okozott (Tacoma Narrows Bridge).
A részletekrdl itt olvashatunk:

http://en.wikipedia.org/wiki/Tacoma Narrows Bridge

A § fazistolasnak fontos fizikai jelentése van, amely ugyancsak fiigg a gerjesztés frekvencia-
jatol. A fizikai kép alapjan természetes, hogy a gerjesztett fizikai rendszer rezgési (lengési)
fazisa mindig késik a gerjesztd erd fazisahoz képest. Az elméleti szdmitasokat a gyakorlat is
igazolja: a kényszerrezgés O faziskésése kis w-nal kozel nulla, rezonancia esetén pontosan
n/2, majd wndévekedésével nt felé tart.

A rezonancia-katasztrofa jelensége mogott egyszerl fizikai tartalom htzodik meg,
ugyanis rezonancia esetén a gerjesztés idoben allando6 energiat taplal be a rezgd rendszerbe. A
rezg0 rendszer n/2 faziskéséssel kdveti a gerjesztd erdt:

f() = f,sinwt = f,sino,t
x(t)=Asin( oy —n/2) =—Acosw,t 5.5)
x(¢) =v(t) = Aw, sin ¢

A gerjesztd erd irdnya minden pillanatban megegyezik a rezgd rendszer sebességének iranya-
val, ami a rezgd rendszer folyamatos energiandvelését okozza. A rezgd rendszerbe folyamato-
san bevitt teljesitmény:

P~ f(t)xv(t) = Af,w, sin’ ot . (5.6)

A rezgd rendszer energidjat a A csillapitas korlatozza, a bevitt energia disszipalddik (hové
alakul). Ha a A csillapitas kicsi, ekkor a rezgd rendszer energidja folyamatosan novekszik, ami
rezonancia-katasztrofdhoz vezet.
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