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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« Problemas que consideraremos:

— Busqgueda de la mejor o del conjunto de todas
las soluciones que satisfacen ciertas
condiciones.

— Cada solucion es el resultado de una secuencia
de decisiones.

— Existe una funcién objetivo que debe ser
satisfecha por cada seleccion u optimizada (si
solo queremos la mejor).

— En algunos problemas de este tipo se conoce un
criterio 6ptimo de seleccion en cada decision:
técnica voraz.

— En otros problemas se cumple el principio de
optimalidad de Bellman y se puede aplicar la
técnica de la programacion dinamica.

— Existen otros problemas en los que no hay mas
remedio que buscar.
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« Planteamiento del problema:

— Se trata de hallar todas las soluciones que
satisfagan un predicado P.

— La solucidon debe poder expresarse como una
tupla (x,,...,X,) donde cada x; pertenece a un C..

— Si | G| =t, entonces hay

0
t= Ot

=1

n-tuplas candidatas para satisfacer P.

— Método de fuerza bruta: examinar las t n-tuplas
y seleccionar las que satisfacen P.

— Busqueda con retroceso (backtracking, en
inglés): formar cada tupla de manera progresiva,
elemento a elemento, comprobando para cada
elemento x; anadido a la tupla que (X, ...,X;)
puede conducir a una tupla completa
satisfactoria.
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

— Deben existir unas funciones objetivo parciales o
predicados acotadores P(X,,...,X).

!

Dicen si (X,,...,X;) puede conducir a una solucion.

— Diferencia entre fuerza bruta y bdsqueda con
retroceso:

si se comprueba que (X,,...,X;) no puede
conducir a ninguna solucion, se evita formar
last_ " = t_tuplas que comienzan por
(Xpp-e0Xi)

— Para saber si una n-tupla es solucion, suele haber
dos tipos de restricciones:

+ explicitas: describen el conjunto C, de
valores que puede tomar X; (todas las tuplas
gue satisfacen estas restricciones definen un
espacio de soluciones posibles);

+ implicitas: describen las relaciones que
deben cumplirse entre los x; (que soluciones
posibles satisfacen el predicado objetivo P).
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« Ejemplo: el problema de las ocho reinas

— El problema consiste en colocar ocho reinas en
un tablero de ajedrez sin que se den jague (dos
reinas se dan jaque si comparten fila, columna o
diagonal).

aB40
Fuerza bruta: ¢ _+=4.426.165.368
edg

— Puesto que no puede haber mas de una reina por
fila, podemos replantear el problema como:
“colocar una reina en cada fila del tablero de
forma que no se den jaque”.

En este caso, para ver si dos reinas se dan jague
basta con ver si comparten columna o diagonal.

— Por lo tanto, toda solucion del problema puede
representarse con una 8-tupla (x,,...,Xg) en la que
X; es la columna en la que se coloca la reina que
esta en la fila i del tablero.

Esquemas algoritmicos - BUsqueda con retroceso



Busqueda con retroceso:
Introduccion

— Restricciones explicitas:
C.={1,2,3,4,5,6,7,8}, 1=i=8

P El espacio de soluciones consta de
88 8-tuplas (16.777.216 8-tuplas)

— Restricciones implicitas:

no puede haber dos reinas en la misma
columna ni en la misma diagonal

— En particular, se deduce gque todas las soluciones
son permutaciones de la 8-tupla (1,2,3,4,5,6,7,8).

P El espacio de soluciones se reduce de
88 8-tuplas (16.777.216) a 8! 8-tuplas (40.320)

12345678
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Una solucion: (4,6,8,2,7,1,3,5)
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« Volviendo al planteamiento general:

— Para facilitar la busqueda, se adopta una
organizacion en arbol del espacio de soluciones.

« En el ejemplo, para el problema de las
cuatro reinas (en un tablero 4" 4):

GEOOWWW WW®WEeEE GIEIEGIEWE) 626HEDEYE
- Stg] I IO B
4 3 2 2 3 1 1 2 2 2 1 1
W 9 29 @ @) @ @ 59 69 €3 €
El espacio de soluciones esta definido por todos los
caminos desde la raiz a cada hoja (hay 4! hojas).
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« Esquema algoritmico:

— Sea (Xg,...,X;) un camino de la raiz hasta un nodo
del arbol del espacio de estados.

— Sea G(Xy,...,x;) el conjunto de los valores posibles
de x;,, tales que (x,,...,x;,,) €s un camino hasta un
nodo del arbol.

— Suponemos que existe algun predicado acotador
A tal que A(X,,...,Xi,,) es falso si el camino
(X4,...,X;,1) NO puede extenderse para alcanzar un
nodo de respuesta (i.e., una solucion).

— Por tanto, los candidatos para x;,, son los valores
de G tales que satisfacen A.

— Supongamos, finalmente, que existe un
predicado R que determina si un camino
(Xys...,Xi,,) termina en un nodo respuesta (i.e., es
ya una solucion).
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

algoritno retroceso(ent k:entero;
ent sal solucion:vector[1..n]de el nto)
{Pre: solucidn[1l..k-1] es ‘pronetedora’}
vari abl e nodo:elnto
principio
para todo nodo en G solucion, 1, k-1) hacer
sol uci 6n[ k] : =nodo;
si A(sol uci 6n, 1, k)
ent onces
si R(sol ucion, 1, k)
ent onces guardar (sol uci on, 1, k)
fsi;
retroceso(k+1, sol uci 6n)

f si
f para
fin

La llamada inicial es:

retroceso(1, sol uci 6n);
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

« En el ejemplo de las cuatro reinas:

lly il il il
Hl" W iy
, , , , , w
() (b) (c) (d)
il iy
il
™ RO
1.1 X;=1 X1=2
(e) ()
Wy
U N
(9)
Nl
W
W (16 nodos frente a
T [l los 65 del arbol completo)
(h)

Esquemas algoritmicos - BUsqueda con retroceso




Busqueda con retroceso:
Introduccion

« De nuevo, en general:

— Notese que el arbol no se construye
explicitamente sino implicitamente mediante las
I[lamadas recursivas del algoritmo de busqueda.

— El algoritmo no hace llamadas recursivas
cuando:

¢ k=n+1, o cuando
+ ningun nodo generado por G satisface A.

— Backtracking =

= busqueda de primero en profundidad y
con predicados acotadores
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

— El algoritmo anterior halla todas las soluciones y
ademas éstas pueden ser de longitud variable.

< Variantes:

— Limitar el nimero de soluciones a una sola
anadiendo un parametro booleano de salida que
indique si se ha encontrado una solucion.

— Forzar a que so6lo los nodos hoja puedan
significar solucion (realizando la recursion soélo si
no se ha encontrado un nodo solucion):

si R(sol uci on, 1, k)
ent onces guardar (sol uci 6n, 1, k)
sino retroceso(k+1, sol uci 6n)
fsi

— Resolver problemas de optimizacion: ademas de
la solucion actual en construccion hay que
guardar la mejor solucién encontrada hasta el
momento.

Se mejora la eficiencia de la busqueda si los
predicados acotadores permiten eliminar los
nodos de los que se sabe que no pueden llevar a
una solucion mejor que la ahora disponible
(poda; métodos de ramificacion y acotacion).
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

<+ Sobre la eficiencia:
— Depende de:

+ el tiempo necesario para generar un
elemento sol uci 6n[ k],

+ el numero de elementos solucion que
satisfacen las restricciones explicitas G,

+ el tiempo de ejecucion de los predicados
acotadores A,y

+ el numero de elementos sol uci 6n[ k] que
satisfacen los predicados A.

— Mejoras:

+ Si se consigue que los predicados acotadores
reduzcan mucho el niumero de nodos
generados
(aungue un buen predicado acotador precisa
mucho tiempo de evaluacion;
compromiso...)

— Si lo reducen a un solo nodo generado
(solucion voraz): O(n) nodos a generar
en total

— En el peor caso, O(p(n)” 2") 6 O(p(n)" n!),
con p(n) un polinomio
+ Si es posible: reordenar las selecciones de
forma que |C |<]C,|<x<]C_],y asi cabe
esperar que se exploraran menos caminos.
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

— Estimacion a priori del nUmero de nodos
generados:

*

Idea: generar un camino aleatorio en el
arbol del espacio de estados.

Sea x; el nodo del camino aleatorio en el
nivel i y sea m. el nimero de hijos de x; que
satisfacen el predicado acotador A.

El siguiente nodo del camino aleatorio se
obtiene aleatoriamente de entre esos m..

La generacion termina en un nodo de
respuesta (solucion) o en un nodo por el que
no se puede seguir (ninguno de sus hijos
satisfacen el predicado acotador).

Si los predicados acotadores son estaticos
(no cambian en toda la busqueda; esto no es
lo habitual; lo habitual es que se hagan cada
vez mas restrictivos) y mas aun si los nodos
de un mismo nivel tienen todos igual grado,
entonces:

El nimero estimado de nodos que se
generara con el algoritmo de busqueda con
retroceso es:

m=1+mi1+mim2 +mimoms+---
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Busqueda con retroceso:
Introduccion

funci 6n esti nmaci 6n devuel ve entero
vari ables k, mr, card: ent ero;
nodo: el nt o;
sol :vector[1l..n]de elnto
principio
k:=1; m=0; r:=1;
repetir
car d: =0;
para todo nodo en { sol, 1, k-1) hacer
sol [ K] : =nodo;
si A(sol, 1, k)
ent onces card: =car d+1
f si
f par a;
si card:0
ent onces
r:=r*card;
M =mtr ;
sol [ k] : =el eccAl eat ( sol ,1,k-1));
k: =k+1

f si
hast aQue R(sol, 1, k) or (card=0);
devuel ve m
fin
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El problema de las ocho reinas

« Consideraremos el problema mas
general de colocar n reinas en un
tablero de dimensiones n” n, sin que se
den jaque.

— Cada solucion se representa por una n-tupla
(Xy,..:X,), en la que x; es la columna de la i-ésima
fila en la que se coloca la i-ésima reina.

— El espacio de soluciones se reduce a n! elementos
teniendo en cuenta que todas ellas han de ser
permutaciones de (1,2,...,n), es decir, todas las x.
han de ser distintas.

— Ademas, no deben compartir diagonal.
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El problema de las ocho reinas

« Representacion de la informacion
Debe permitir interpretar facilmente la solucion:

X:vector[1l..n]de entero;
{x[i]=columa de la reina en i-ésima fila}

« Evaluacion del predicado acotador:

— Utilizaremos una funcion buenSi ti o que
devuelva el valor verdad si la k-eésima reina se
puede colocar en el valor x[ k] , es decir, si esta
en distinta columna y diagonal que las k-1 reinas
anteriores.

— Dos reinas estan en la misma diagonal A si
tienen el mismo valor de “fila+columna”,
mientras que estan en la misma diagonal N si
tienen el mismo valor de “fila-columna”.

(fi-ca=f2-) U (f1+ca=f2+)
U (C1-=1f1- 1)) U (C1-c="12- f1)
0 fer-cf=[f1- 12
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El problema de las ocho reinas

funci on buenSiti o(k:entero;
x:vector[1l..n]de entero)

devuel ve bool

{devuel ve verdad si y sOlo si se puede col ocar
una reina en la fila k y columa x[ k], habi endo
sido col ocadas ya las k-1 reinas anteriores}
vari ables i:entero; anenaza: bool
principio

| . =1; anenaza: =f al so;

nmg (i <k) and not anenaza hacer

si x[1]=x[k] or abs(x[i]-x[k])=abs(i -k)
ent onces anenaza:. =ver dad

sino i:=i+1
fsi
f ro;
devuel ve not anenaza
fin

El coste de la funcion es O(k-1).
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| problema de las ocho reinas

Version recursiva;

al goritno col ocar Rei nas(ent k: entero;
entsal sol:vector[1l..n]de entero)

{sol[1..k-1] estan bien col ocadas}

vari ables i:entero

principio
para i:=1 hasta n hacer
sol [K]:=1;
si buenSitio(k, sol)
ent onces
si k=n

entonces escribir(sol)
si no col ocar Rei nas(k+1, sol)
fsi

fsi
f para
fin

col ocar Rei nas(1, sol );
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El problema de las ocho reinas

Version iterativa;

al goritno nRei nas(ent n:entero)
vari abl es k:entero; x:vector[1l..n]de entero
principio
x[1]:=0; k: =1,
ng k>0 hacer {para frenar el Ultino retroceso}
X[ k] : =x[ k] +1;
mg X[ k]£n and not buenSitio(k, x) hacer
X[ k] : =x[ k] +1

f;
si X[ K]£n {se ha encontrado un buen sitio}
ent onces
si k=n {¢es una sol uci 6n conpl et a?}
ent onces
escribir(x) {si: escribirla}
Si no
k: =k+1:
X[k]:=0 {ir a la siguiente fila}
f si
Si no

k:=k-1 {retroceso}
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El problema de las ocho reinas

< Estimacion del coste:

— Se realizaron cinco evaluaciones de la funcion
est i maci on, con los siguientes resultados:

oy iy W
W L4 -1

Wy Wy L4
W N
W

(8,5,4,32)® 1649  (8,5,3,1,2,1)® 749 (8,6,4,2,1,1,1)® 1401

™ ™
™ ™

iy

Wy

&
(8,6,4,32)® 1977  (8,5,3,2,2,1,1,1)® 2329

Con cada eleccion se guarda el numero de
columnas en que es posible colocar la reinay a
partir de él se calcula el valor que devuelve la
funcion. Recordar: m =1+ mz +mimz2 +mimam3z+---
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El problema de las ocho reinas

— La media para las cinco evaluaciones es 1625.
— El nimero total de nodos del espacio de estados

es.

— Por tanto, Unicamente se recorreria un 2’34% del
numero total de nodos (si la estimacion es

7 &

8

1+ & ¢O (8- i)+ =69281

acertada).

se puede comprobar que el numero de nodos

En este caso, la estimacion es algo optimista pues
explorados es 2057 y, por tanto, se recorre un 2’97%

j=08i =0

%]

— Numero de soluciones para n=8: 92.

— Mejora adicional: observar que algunas
soluciones son simplemente rotaciones o
reflexiones de otras.

L4

W

W

Wy

Wy

L

-}

Para encontrar soluciones “no equivalentes”, el
algoritmo sélo debe probar con X[1] = 2, 3,V4, é]/zu
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El problema de las ocho reinas

<« Para n mayor:

la mejora se hace mas considerable.
« Por ejemplo, n=12:

— numero de permutaciones: 12! = 479.001.600

— numero total de nodos
del espacio de estados: 1.302.061.345

— numero de nodos explorados: 856.189

L» se recorre s6lo un 0’065%

—

(se obtiene la primera solucion tras visitar
262 nodos)
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El problema de las ocho reinas

« Novedad:
Recientemente se ha encontrado una
solucion compacta para el problema
general de las n reinas en un tablero
n" n (excepto para n=2, n=3, n=8 y n=9):

— Sinesimpar (n=2p-1) ynt3ynlo9:

+ Sinnoes multiplo de 3:
(2k-1,k), 1EKEp
(2m,m+p), 1Em£Ep-1

e Sinesmultiplode3ynt3ynto:
(2k,k), 1EkEp-1, k1 4
(2m+1,m+p-1), LEmEp-2
(n,4)
(8,n-1)
(1,n)
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El problema de las ocho reinas

— Sinespar (n=2p)ynt2ynt8:
+ Sinot(n°2 maod 3):
(2k,k), 1EKEp
(2m-1,m+p), 1IEmEp
¢ SIN°2mMbéd3yni2ynt:
(2k-1,k), 1EKEp, k1 4
(2m,m+p), 1Em£Ep-1
(n,4)
(7.n)
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El problema de la suma de
subconjuntos

<% Problema:

— Dados un conjunto W={w,,...,w_} de n numeros
positivos y otro numero positivo M, se trata de
encontrar todos los subconjuntos de W cuya
suma es M.

— Ejemplo: si W={11,13,24,7} y M=31, entonces la
solucion es {11,13,7} y {24,7}.

« Primera representacion de la solucion:

— La solucion puede representarse simplemente
con los indices de los elementos de W.

— Enel gjemplo: (1,2,4) y (3,4).

— En general, todas las soluciones son k-tuplas
(X Xy, .., X,), LEKEN.
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El problema de la suma de
subconjuntos

« Restricciones sobre las soluciones
(para la primera representacion):

— Explicitas:

Xi | {j ‘ j esunenteroy 1£j£n}

— Implicitas:
11 jb x! Xj
X
ani =M
i=1

Xi <Xj+1, LEI <n (paraevitar generar varias
instancias de la misma tupla)
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El problema de la suma de
subconjuntos

« Segunda representacion de la solucion:

— Cada solucion puede representarse con una
n-tupla (X;,X,,...,X,), tal que x; I {0,1}, 1£i£n,

de forma que:
+ X:=0siw,noseeligey
+ X;=1siw;se elige.

— En el gjemplo anterior: (1,1,0,1) y (0,0,1,1).

< Conclusion:

— Pueden existir varias formas de formular un
problema, con distintas representaciones de las
soluciones (aunque siempre verificando éstas un
conjunto de restricciones explicitas e implicitas).

— En el problema que consideramos, ambas
representaciones nos llevan a un espacio de
estados que consta de 2" tuplas.
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El problema de la suma de
subconjuntos

« Arbol del espacio de soluciones (n=4)
para la primera representacion (tuplas
de tamano variable):

— Un arco del nivel i al nivel i+1 representa un
valor para x..

— El espacio de soluciones esta definido por todos
los caminos desde la raiz hasta cualgquier nodo
del arbol.

— Los nodos se han numerado segun un recorrido
en anchura (utilizando para ello una cola).
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El problema de la suma de
subconjuntos

« Arbol del espacio de soluciones (n=4)
para la segunda representacion (tuplas
de tamano fijo):

— Los arcos del nivel i al nivel i+1 estan etiquetados
con el valor de x; (1 6 0).

— Todos los caminos desde la raiz a una hoja
definen el espacio de soluciones (24 hojas que
representan las 16 posibles 4-tuplas).

— Los nodos estan numerados de acuerdo con un
recorrido de “D-busqueda” (consiste en explorar
primero el ultimo de los nodos afiadido a la lista
de nodos por explorar, es decir, utilizando una

pila).
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El problema de la suma de
subconjuntos

« Estudiemos una solucion de busqueda
con retroceso basada en la segunda
representacion (tuplas de tamafio fijo).

— El elemento x[i] del vector solucion toma el valor
1 6 0 dependiendo de si el nimero w[i] se
incluye o no en la solucion.

— Generacion de los hijos de un nodo:

+ para un nodo del nivel i el hijo izquierdo
corresponde a x[i]=1y el derecho a x[i]=0.
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El problema de la suma de
subconjuntos

— Funcidén acotadora;

La tupla (x[1],...x[k]) solo puede conducir a una
solucion si:

S Wlilx[i] + Aw[i]* M
=1 i=k +1

Si ademas se sabe que los w[i] estan ordenados
de forma no-decreciente, la tupla (x[1],...x[k]) no
puede conducir a una solucion si:

gw[i]x[i] + wl[k+1]>M
i=1

— Es decir, una funcion acotadora es:

Bk(x[l] Yo x[k])= verdadsuysolos

gaw[l]x[l] + aw[l]3 M + U
€i=1 i=k+1 %)

ek 5
Uga wli]x[i] + w[k+1]£ M—
e| 1 7]
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El problema de la suma de
subconjuntos

al goritno sunmasub(ent s, Kk, r:entero)
{Encuentra todos | os subconjuntos del vector
gl obal w cuya suma es M
Los valores de x[j], que es otro vector gl obal,
1£j <k ya han sido cal cul ados.

o k-1 ) ) o n )
s=Qjy WjI*x[i]; r=a=Wjl.

Los wWj] estan en orden no decreci ent e.
Se asune que W 1] EM y aq WMil3M}
principio
{Generaci 6on del hijo izquierdo.
Not ese que s+wW k] £M por que By. 1(x[1] Y4, x[k -1]) =verdad }
x[k]:=
si s+wW k] =M {se ha encontrado un subconj unt o}
entonces escribir(x[1..Kk])
si no
si s+wW K] +W k+1] £EM
ent onces {By(x[1] % x[k]) =verdad}
sumasub(s+wW k], k+1, r-w k])
fsi

fsi
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| problema de la suma de
ubconjuntos

{ Generaci on del hijo derecho y eval uaci on deBy}
si (s+r-wWk]zM and (s+w k+1] £M  {Bx=verdad}
ent onces
X[ k] : =0;
sumasub(s, k+1, r-w k] )
fsi

fin

Notese que el algoritmo evita calcular
o k . . o N .
A WIHKITY aj-qWIi]

cada vez guardando esos valoresen sy r.

La llamada inicial es:

o]

sumasub(0, 1, &wi])
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El problema de la suma de
subconjuntos

— Ejemplo: n=6, M=30, W=(5,10,12,13,15,18)
Los rectangulos son s,k,r en cada llamada.
A=(1,1,0,0,1); B=(1,0,1,1); C=(0,0,1,0,0,1).

Se construyen 23 nodos (del total de 26-1=63)

0,1,73
X[1]=1
5,2,68 0,2,68
x[2]=1 x[2]=0
15.3 58 5,3,58 10,3,58 0,3,58
x[3]=1 X[3]=0 x[3]=/&x[3]=o
27,446 || 154,46 || 17,4,46 | | 5,4,46 | | 10,4,46 | | 12,4,46 0,4,46
X[4120 . X[4=L" x(4]=0
15,5,33 55,33 | | 10,5,33 || 12,5,33 || 13,5,33 | | 0,5,33
x[5]=;/ x[5]=1
@ 20,6,18 12618 | [ 13.6.18

©
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Coloreado de grafos

< Problema de decision:

— Dados un grafo G y un numero entero positivo
m, ¢es G m-coloreable?

— Es decir, ¢se puede pintar con colores los nodos
de G de modo que no haya dos vértices
adyacentes con el mismo color y se usen s6lo m
colores?

« Problema de optimizacion:
— Dado un grafo G, ¢cual es su nUmero cromatico?

— Es decir, ;cual es el menor niumero m de colores
con el que se puede colorear G?
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Coloreado de grafos

« Un subproblema muy famoso:

— Dado un mapa, ;/pueden pintarse sus regiones
(autonomias, paises, o0 lo que sea) de tal forma
gue no haya dos regiones adyacentes de igual
color y no se empleen mas de 4 colores?

(1)
4 5 ]
2 @\@
i \
(5

— Cada region se modela con un nodo y si dos
regiones son adyacentes sus correspondientes
nodos se conectan con un arco.

— Asi se obtiene siempre un grafo “plano” (puede
dibujarse en un plano sin cruzar sus arcos).

— El mapa de la figura requiere 4 colores.

— Desde hace muchos afios se sabia que 5 colores
eran suficientes para pintar cualquier mapa, pero
no se habia encontrado ningun mapa que
requiriera mas de 4.

— Recientemente, después de varios cientos de
anos, se ha demostrado que 4 colores siempre
son suficientes.
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Coloreado de grafos

« El problema que consideraremos aqui:

— Dado un grafo cualquiera, determinar todas las
formas posibles en las que puede pintarse
utilizando no mas de m colores.

— Representacion elegida: matriz de adyacencias.

tipo grafo = vector[1..n,1..n] de bool

— Justificacion de la eleccién: sélo necesitaremos
saber si un arco existe o no.

— Representacion de los colores: enteros de 1 am.

tipo color = 0..m

— Representacion de la solucion: vector de colores.

tipo sol = vector[1l..n] de color
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Coloreado de grafos

« Espacio de estados para n=3 y m=3.

X[3]=1
OO0OOOO0OOO0OO OOOOOOOOO OOOOOOOOO

Grado my altura n.

Cada nodo de nivel i tiene m hijos que
corresponden a las m posibles asignaciones a X][i],
1£i£n.
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Coloreado de grafos

« Solucidon de busqueda con retroceso:

al goritno m col oreado(ent k:entero;

entsal x:sol)
{Se usa una variable global g de tipo grafo.
En x se tiene |a parte de |a solucion ya cal cul ada
(es decir, hasta x[k-1]) y k es el indice del
siguiente vértice al que se va a asignar color.}

principio
repetir
{generar todos |os colores ‘legales’ para x[k]}
si gui enteVal or (x, k); {x[k]:=un color |egal}
si X[ k]t0 {se ha encontrado un color |egal}
ent onces
si k=n
entonces escri bir(x)
si no m col oreado( k+1, x)
fsi

fsi
hast aQue x[ k] =0
fin
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Coloreado de grafos

al goritno siqguienteVal or(entsal x:sol;

ent k:entero)

{x[ 1] Yax[ k-1] tienen col ores asoci ados de form
gue todos los vértice adyacentes tienen distinto
col or.

X[k] tiene el anterior color para el que se ha
probado (0 si no se ha probado con ni nguno).
Se calcula el siguiente color para X[K]
diferente del de todos |os vértices adyacentes
a k (0 si no hay ninguno).}
vari abl es encontrado: bool eano; j:entero
principio
repetir
X[ k] :=(x[ k] +1) nod (mt+l); {siguiente color}
si x[k]0
ent onces
encont r ado: =ver dad,;
ji=1
nmg () £n) and encontrado hacer
si glk,j] and (x[k]=x[]])
ent onces encontrado: =fal so
sino j:= +1
fsi
f nm

fsi
hast aQue (x[k]=0) or encontrado
fin
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oloreado de grafos

< La llamada inicial es:

{g contiene la matri z de adyacenci a del grafo}

para i:=1 hasta n hacer
x[1]:=0
f par a;

m col or eado( 1, x) ;
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Coloreado de grafos

« Cota superior del coste temporal:

— Numero de nodos internos del arbol del espacio
de estados: N1

m!

Qo

0

— Coste de ‘si gui ent eVal or’ para cada nodo
interno:

O(mn)
— Cota del tiempo total:
g min :n(m”+1- 1)/(m- l):O nm”)

=1

« Recordar que ya vimos una heuristica
voraz muy eficiente...
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Ciclos hamiltonianos

<+ Problema: encontrar todos los ciclos
hamiltonianos de un grafo.

— Sea G=(V,A) un grafo conexo con n vertices.

— Un ciclo hamiltoniano es un camino que visita
una vez cada vertice y vuelve al vertice inicial.

Es decir, v,v,...v,,, tal que:

n+1

* V=V

o Vv, " 1J=1,...,ntales que I }].
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Ciclos hamiltonianos

Hamiltoniano: 1-2-8-7-6-5-4-3-1

No contiene ningun hamiltoniano.
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Ciclos hamiltonianos

< NoO se conoce un algoritmo eficiente
para resolver el problema.

« Notese la relacion entre el problema del
calculo de un hamiltoniano vy el
problema del viajante de comercio
(para el caso de un grafo con todas las
distancias entre vertices iguales)

— Recordar que ya vimos una heuristica voraz muy
eficiente pero subdptima para el problema del
viajante de comercio.

— Recordar que vimos también la solucion de
programacion dinamica y comparamaos su
eficiencia con la solucion de “fuerza bruta”.

Esquemas algoritmicos - BUsqueda con retroceso



Ciclos hamiltonianos

« Solucidon de busqueda con retroceso:

— En el vector solucion (x,,...,X,), X; representa el
veértice visitado en i-ésimo lugar en el ciclo.

— Calculo de los posibles valores para x, si X,,...,X, ;
ya tienen valores asignados:

+ k=1:x, puede ser cualquiera de los n
vertices, pero para evitar escribir el mismo
ciclo n veces obligamos que x,=1;

+ 1<k<n: x, puede ser cualquier vértice
distinto de x,,...,X,, Y conectado por un arco
con X, ;.

+ k=n:x_ solo puede ser el vértice que queda
sin visitar y debe estar conectado por sendos
arcos con X, y X, ;.
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Iclos hamiltonianos

— Representacion elegida: matriz de adyacencias.

tipo grafo = vector[1..n,1..n] de bool I

— Justificacion de la eleccidn: sélo necesitaremos
saber si un arco existe o no.

— Representacion de la solucion: vector de vertices.

tipo sol = vector[l..n] de 1..n

al goritno siqguienteVal or(entsal x:sol;
ent Kk:entero)

{x[1],% X[ k-1] es un cam no de k-1 vertices
di sti nt os.

Si x[ k] =0, no se ha asignado ningun vértice
t odavia a x[K].

Al termnar, x[k] toma el valor del siguiente
(en orden ascendente) vértice tal que:

(1) no aparece ya en x[1], ¥, x[k-1], vy

(2) esta conectado por un arco a x[k-1].
Ademas, si k=n, se debe exigir a x[k] que:
(3) esta conectado por un arco a x[1].

Si no hay tal vértice, x[k]=0.}
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Iclos hamiltonianos

vari abl es encontrado: bool eano; j:entero
principio
repetir
X[ k]:=(x[k]+1) nod (n+l);
si x[k]:O
ent onces
encont r ado: =f al so;
si g[ x[ k-1], x[ k] ]
ent onces
j o =1;
encont r ado: =ver dad;
mg (j £k-1) and encontrado hacer
st X[ ] ]=x[K]
ent onces encontrado: =fal so
sino j:= +1
fsi
fmo;
Si encontrado entonces
si (k=n) and not g[x[n], 1]
ent onces encontrado: =fal so
fsi
fsi

fsi
fsi
hast aQue (x[k]=0) or encontrado
fin
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Ciclos hamiltonianos

al goritno ham |l toni ano(ent Kk:entero;
entsal x:sol)
{Se usa una variable global g de tipo grafo.
Cal culo de | os ciclos hamItonianos de un grafo
nedi ant e busqueda con retroceso.
En x se tiene la parte de |la solucion ya cal cul ada
(es decir, hasta x[k-1]) y k es el indice del
siguiente vértice del ciclo que se va a asignar.}
principio
repetir
{generar todos | os valores ‘legales’ para x[k]}
si gui ent eVal or (x, k) ;
si x[k]0
ent onces
si k=n
ent onces
escribir(x,’1)
si no ham | toni ano( k+1, x)
fsi

fsi
hast aQue x[ k] =0
fin

Esquemas algoritmicos - BUsqueda con retroceso



Iclos hamiltonianos

< La llamada inicial es:

{g contiene la matri z de adyacenci a del grafo}

x[ 1] : =1;

para i:=2 hasta n hacer
x[1]:=0

f par a;

ham | t oni ano( 2, x) ;
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Atravesar un laberinto

<% Problema:

— Nos encontramos en una entrada de un laberinto
y debemos intentar atravesarlo.

% .I= HE

—>

— Representacion: matriz de dimension n” n de
casillas marcadas como libre u ocupada por una
pared.

— Es posible pasar de una casilla a otra moviéndose
sO6lamente en vertical u horizontal.

— Se debe ir de la casilla (1,1) a la casilla (n,n).
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Atravesar un laberinto

— Disenaremos un algoritmo
de busqueda con retroceso
de forma que se marcara
en la misma matriz del
laberinto un camino
solucién (si existe).

— Si por un camino recorrido
se llega a una casilla desde
la que es imposible
encontrar una solucion,
hay que volver atras y
buscar otro camino.

— Ademas hay que marcar las casillas por donde
ya se ha pasado para evitar meterse varias veces
en el mismo callejon sin salida, dar vueltas
alrededor de columnas...
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travesar un laberinto

< Estructura de datos:

ti pos
casilla = (libre, pared, cam no, i nposi bl e)
| aberinto = vector[1l..n,1..n] de casilla

« Solucidon de busqueda con retroceso:

al goritno buscar Cam no(entsal | ab:| aberinto;
sal éxito: bool eano)

principio
ensayar (1, 1,1 ab, éxi to)
fin

al goritno ensayar(ent Xx,y:entero;
entsal |ab: | aberinto;
sal encontrado: bool eano)
principio
si (x<1) U(x>n)yY(y<1l)y(y>n)
ent onces {posicion fuera del | aberinto}
encont rado: =f al so
Si no
si lab[x,y]tlibre
ent onces encontrado: =fal so
Si no
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travesar un laberinto

| ab[ x, y] : =cam no;
si (x=n)U(y=n)
ent onces {se ha encontrado una sol uc.}
encont rado: =ver dad
Si no
ensayar (x+1, vy, | ab, encont r ado) ;
Si not encontrado
ent onces
ensayar (x, y+1, | ab, encont r ado)

fsi;
si not encontrado
ent onces
ensayar (x-1, vy, | ab, encont r ado)
fsi;
Si not encontrado
ent onces
ensayar (x, y-1, | ab, encont r ado)
fsi;
Si not encontrado
ent onces
| ab[ x, y] : =1 nposi bl e
fsi
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El recorrido del caballo de
ajedrez

<% Problema:

— Se trata de encontrar una sucesion de
movimientos “legales” de un caballo de ajedrez
de forma que éste pueda visitar todos y cada uno
de los escaques (cuadros) de un tablero sin
repetir ninguno.

12 3 456 7 8

1

2

3/ 1IN |
4

5 _ n
6

7 N i
8 __
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El recorrido del caballo de
ajedrez

— Movimientos “legales”:

6 7

vari abl es dx, dy:vector[1l..8] de entero

dx:=[2,1,-1,-2,-2,-1,1, 2]
dy:=[1,2,2,1,-1,-2,-2, -1]

— Estructura de datos: matriz de naturales
+ inicialmente: todos cero

+ al terminar: cada componente guarda el
numero de orden en que se Visito el escaque
correspondiente

vari abl e
tab:vector[1l..n,1..n] de entero
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El recorrido del caballo de
ajedrez

al goritno ensaya(ent i, X,Yy:entero;
sal eéxito: bool eano)
{Ensaya el novimento al i-ésinp escaque desde
el x,y. Si el nmovimento es posible y tras él se
puede seguir noviendo hasta encontrar |a sol uci 6n
entonces éxito devuel ve verdad, si no fal so.}

variables k,u,v:entero
principio
k: =0;
repetir {se ensaya con |los 8 nov. posibl es}
k: =k+1; éxito:=fal so;
u: =x+dx[ k] ; v:=y+dy[K];
si (1£u) U(u£n) U( 1£v) U(VEN) ent onces
si tab[u, v]=0 entonces
tab[u, v]:=i;
Si 1<n*n
ent onces
ensaya(i +1, u, v, éxito);
Si not eéxito
entonces tab[u,v]:=0

f si
Si no éxito: =verdad
fsi
f si
f si
hast aQue éxito or (k=8)

fin
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El recorrido del caballo de
ajedrez

algoritno caballo
constante n=8
vari abl es dx, dy:vector[1..8] de entero;
tab:vector[1l..n,1..n] de entero;
| ,].entero; éxito:bool eano
principio
dx[ 1] :=2; dx[2]:=1; dx[3]:=-1; dx[4]:=-2;
dx[5]:=-2; dx[6]:=-1; dx[7]:=1; dx[8]:=2;
dy[1]:=1; dy[2]:=2; dy[3]:=2; dy[4]: =1,
dy[5]:=-1; dy[6]:=-2; dy[7]:=-2; dy[8]:=-1,
para i:=1 hasta n hacer
para | : =1 hasta n hacer
tab[i,]]:=0
f par a;
f para;
escribir(‘Introduce i inicial:’); leer(i);
escribir(‘Introduce j inicial:’); leer(j);
tab[i,])]:=1;
ensaya(2,i,j,éxito);
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| recorrido del caballo de
jedrez

si exito
ent onces
para i:=1 hasta n hacer
para j:=1 hasta n hacer
escribir(tab[i,]]);

f para;
escri birLinea
f para
Si no
escribir(‘No hay sol uci én’)
fsi
fin
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El recorrido del caballo de
ajedrez

« Resultado de la ejecucion:

Introduce i inicial: 1
Introduce | inicial: 1

1 60 39 34 31 18 9 64

38 35 32 61 10 63 30 17

59 2 37 40 33 28 19 8

36 49 42 27 62 11 16 29

43 58 3 50 41 24 7 20

48 51 46 55 26 21 12 15

57 44 53 4 23 14 25 6

52 47 56 45 54 5 22 13

< Inconveniente de esta solucion:
su Ineficiencia

(7’24 en un 68040LC 50/25 MHz)
(se visitan 8.250.733 nodos)
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El recorrido del caballo de
ajedrez

< Una heuristica voraz:

— En cada escaque, seleccionar el siguiente a visitar
con la regla:

Se elige aquel escaque no visitado desde el cual se
puede acceder a un menor numero de escagues No
visitados.

— La heuristica se basa en la idea: si ahora tenemos
oportunidad de desplazarnos a un escaque “muy
aislado” debemos hacerlo, pues mas adelante
sera mas dificil llegar a él de nuevo.

— El algoritmo resultante no es de busqueda con
retroceso.
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El recorrido del caballo de
ajedrez

funci 6n accesi bl es(ent x,y:entero)
devuel ve entero

{Devuel ve el nunero de escaques no visitados

accesi bl es desde x,y.}

vari abl es k,u,v,nuntentero

principio
num =0;
para k:=1 hasta 8 hacer
u: =x+dx[ K] ;
vi=y+dy[K];
si (1£u) U( uen) U( 1£v) U( vEN)
ent onces

si tab[u,v]=0
ent onces nunt =nunm+1l
f si

fsi
f para
devuel ve num
fin
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El recorrido del caballo de
ajedrez

al goritno caballo
constante n=8
vari abl es dx, dy:vector[1l..8] de entero;
tab:vector[1l..n,1..n] de entero;
X,V¥,1,],k,kKk,u, v, num nenor : ent er o;
par ar: bool eano
principio
dx[ 1] :=2; dx[2]:=1; dx[3]:=-1; dx[4]:=-2;
dx[ 5] :=-2; dx[6]:=-1; dx[7]:=1; dx[8]:=2;
dy[1]:=1; dy[2]:=2; dy[3]:=2; dy[4]: =1,
dy[ 5] :=-1;, dy[6]:=-2; dy[7]:=-2; dy[8]:=1;

para i:=1 hasta n hacer
para j: =1 hasta n hacer
tab[i,]]:=0
f par a;
f para;

escribir(‘Introduce x inicial:’); leer(x);
escribir(‘Introduce y inicial:’); leer(y);
tab[ x, y] : =1;

| =1;

par ar : =f al so;
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| recorrido del caballo de
jedrez

nmg (i <n*n) and not parar hacer
| =1 +1; nmenor: =9;
para k: =1 hasta 8 hacer
u: =x+dx[ k] ; v:=y+dy[K];
si (1£u) U(U£N) U( 1£v) U(VEN) ent onces
si tab[u,v]=0 entonces
num =accesi bl es(u, v);
SI  nunmxnmenor entonces
menor : =numn
kk: =k
fsi
fsi
fsi
f par a;
si  nmenor =9
ent onces
par ar . =ver dad
Si no
X: =x+dx[ kK] ;
y: =y+dy[ kK] ;
tab[ x, y]: =i
fsi

f o
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| recorrido del caballo de
jedrez

Si not parar
ent onces
para i:=1 hasta n hacer
para j:.=1 hasta n hacer
escribir(tabli,]])

f para;
escri birLinea
f para
Si no
escribir(‘No encuentro sol uci on’)
fsi
fin
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El recorrido del caballo de
ajedrez

« Resultado de la ejecucion:

| nt roduce x i1 nicial:
| ntroduce y inicial:

1
4
57
20
41
6
43
22

« Mucho mas eficiente: Q(n?)

(menos de un segundo en el mismo computador)
(se visitan 64 nodos)

34
19
2
5
58
21
40
7

3
56
35
60
37
42
23
44

18
33
48
53
46
59

8
39

49
14
55
36
61
38
45
24

32
17
52
47
54
27
62

13
50
15
30
11
64
25
28

16
31
12
51
26
29
10
63
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El recorrido del caballo de
ajedrez

< Pero la heuristica voraz no funciona en
todos los casos:
— SiI n=5:

| ntroduce X inicial: 1
Introduce y inicial: 3
No encuentro sol uci 6n

(se visitan 17 nodos)

Sin embargo, si se ejecuta el algoritmo de
busqueda con retroceso para n=5:

| ntroduce i inicial: 1
Introduce j inicial: 3
25 14 1 8 19
4 9 18 13 2
15 24 3 20 7
10 5 22 17 12
23 16 11 6 21

(se visitan 365.421 nodos)
(18 de ejecucion en el mismo computador)
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El recorrido del caballo de
ajedrez

< Solucion:

— Mejorar el algoritmo de busquedad con retroceso
cambiando el orden de ensayo de las casillas
accesibles desde una dada.

— En lugar de ensayar de forma consecutiva en el
sentido de las agujas del reloj,

+ Se ensayara en primer lugar la casilla desde
la que se pueda acceder al menor niumero de
casillas no visitadas;

+ Si desde esa casilla no se llega a una
solucidn, se intentara con la casilla con
siguiente menor numero de casillas
accesibles no visitadas; etc.

— Para poder implementar el retroceso:

+ cada vez que se llegue a una casilla se
almacenan los movimientos posibles en una
cola de movimientos con prioridades,
donde la prioridad de un movimiento es el
numero de casillas accesibles no visitadas
tras realizar ese movimiento
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El recorrido del caballo de
ajedrez

« Colas de movimientos con prioridades:

nodul o col asMovPri
exporta tipo nov = registro
valor:1..8;
peso: 0..8
freg
{‘valor’ es el novimento segun sentido de
| as aguj as del reloj;
‘peso’ es el n° de casillas no visitadas
accesi bles si se realiza el novim ento}
funci on nmenor (L, n2: nov) dev bool eano
principio
devuel ve nil. peso<n?. peso
fin
tipo cnp {tipo opaco: cola de nov. con
prioridades; un nov. ml tiene
prioridad sobre otro n2 si
menor (ML, n2) =ver dad}
al goritno creaVacia(sal c:cnp)
al goritno anadir(e/s c:cnp; ent m nov)
funci o6n mn(c:cnp) devuel ve nov
algoritno elimnarMn(e/s c:cnp)
funci on esVacia(c: cnp) dev bool eano
I npl enent aci 6n . ..
fin
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El recorrido del caballo de
ajedrez

al goritno ensaya(ent i, X,y:entero;
sal éxito: bool eano)

{...}
vari abl es k, u, v: ent er o;

m nov; col a: cnp
principio
{se al macenan | os novi m ent os posi bl es}

creaVaci a(col a);
para k:=1 hasta 8 hacer

u: =x+dx[ K] ; v:=y+dy[ K] ;
si (1£u) U(uen) U( 1£v) U(VEN) ent onces
si tab[u, v]=0 entonces
m val or: =k; m peso: =accesi bl es(u, v);
anadi r(col a, m
fsi

fsi
f para;
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| recorrido del caballo de
jedrez

{se ensaya por orden de nenor a mayor n° de
casillas accesi bl es no visitadas}

éxito: =f al so;
ng not esVacia(cola) and not éxito hacer
m=mn(cola); elimnarMn(col a);
k: =m val or;
u: =x+dx[ k] ; v:=y+dy[ k] ;
tab[u, v]:=i;
SI 1 <n*n

ent onces
ensaya(i +1, u, v, éxito);
Si not éxito
ent onces tabfu, v]:=0
fsi
sino éxito:=verdad
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El recorrido del caballo de
ajedrez

« El algoritmo resultante es mucho mas
eficiente que el original.

— Y ahora si encuentra la solucion para el caso n=5:

| ntroduce i inicial: 1
I ntroduce j inicial: 3
23 6 1 16 21
12 17 22 7 2
5 24 11 20 15
10 13 18 3 8
25 4 9 14 19

(se visitan 1.734 nodos, en menos de un segundo)
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El problema de la mochila 0-1

« Recordar...
— Se tienen n objetos y una mochila.

— El objeto i tiene peso p; y la inclusion del objeto |
en la mochila produce un beneficio b..

— El objetivo es llenar la mochila, de capacidad C,
de manera que se maximice el beneficio.

maximizar  Q bixi
1£i £n
sujeto a a pixi £C
1£i £n
con % 1{0,1}, h >0, p >0, 1£i£n

« Soluciones a problemas parecidos:

— Mochila con objetos fraccionables, es decir,
O£x,£1, 1£i£n: solucidn voraz.

— Mochila 0-1 pero siendo los pesos, beneficios y
capacidad de la mochila nUmeros naturales:
solucion de programacion dinamica.

Niguna de las dos soluciones funciona en el caso
general de la mochila 0-1.
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El problema de la mochila 0-1

« Espacio de soluciones:
— 2" modos de asignar los valores 0 6 1 a las X

— Dos formas de representar la solucion: tuplas de
tamano fijo o variable.

— Tuplas de tamaiio variable:

x;=objeto introducido en i-€simo lugar
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El problema de la mochila 0-1

— Tuplas de tamaino fijo:

x;=0 si el objeto i-esimo no se introduce
x;=1 si el objeto se introduce

Elegimos ésta ultima representacion.
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El problema de la mochila 0-1

« Eleccion de funciones acotadoras:
Intentar podar ramas que no puedan
producir soluciones mejores que la
disponible actualmente

— se llama “poda basada en el coste de la mejor
solucion en curso”

— calcular una cota superior del valor de la mejor
solucion posible al expandir un nodo y sus
descendientes

— si esa cota es menor o igual que el valor de la
mejor solucidn disponible hasta el momento, no
expandir ese nodo

— ¢como calcular esa cota superior?

¢ suponer que en el nodo actual ya se han
determinado x;, 1£i£k;

+ relajar el requisito de integridad:
xil {0,1}, k+1£i£n se sustituye por 0EX.E1,
k+1£i£n

+ aplicar el algoritmo voraz
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| problema de la mochila 0-1

constante n=... {ndnero de obj et os}

ti po vect Real =vector[1..n] de real

{Pre: "iT1..n:peso[i]>0 U
"i11..n-1:benef[i]/peso[i]3benef[i+1]/peso[i+1]}
funci 6n cot a( benef, peso: vect Real ;
cap, ben:real ; obj:entero)
devuel ve real
{cap=capaci dad aun libre de |a nochil a;
ben=benefici o actual;
obj =indi ce del prinmer objeto a considerar}
principio
si obj>n or cap=0.0
ent onces devuel ve ben
Si no
Si peso[obj]>cap
ent onces
dev ben+cap/ peso[ obj ] *benef [ obj ]
Si no
dev cot a( benef, peso, cap- peso[ obj ],
ben+benef [ obj ], obj +1)
fsi

fsi
fin
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El problema de la mochila 0-1

ti po sol uci on=vector[1..n] de 0..1 I

{vari abl es gl obal es:
benef, peso: vect Real ; cap:real}
al goritno busqueda( ent sol Act: sol uci on;
ent benAct, pesAct:real;
ent obj:entero;
e/ s sol :sol uci on;
e/s ben:real)
vari abl e decision:0..1
principio
para decision: =0 hasta 1 hacer
sol Act [ obj]: =deci si 0n;
benAct : =benAct +deci si on* benef [ obj ];
pesAct : =pesAct +deci si on*peso[ obj | ;
si pesAct £cap and ben<cot a(benef, peso,
cap- pesAct, benAct, obj +1) ent onces
Si obj =n
entonces si benAct>ben entonces
sol : =sol Act; ben: =benAct
fsi
si no busqueda( sol Act, benAct, pesAct,
obj +1, sol , ben)

fsi
fsi
f para
fin
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| problema de la mochila 0-1

al goritno nochil aOl(ent benef, peso:vect Real ;
ent cap:real;
sal sol :sol uci on;
sal ben:real)
vari abl es obj:entero; sol Act: sol uci 6n
principio
para obj:=1 hasta n hacer
sol Act[obj]:=0; sol[obj]:=0
f par a;
ben: =0. 0;
busqueda(sol Act, 0.0, 0.0, 1, sol , ben)
fin
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El problema de la mochila 0-1

« Ejemplo:
— benef=(11,21,31,33,43,53,55,65)
— peso=(1,11,21,23,33,43,45,55)
— cap=110
— n=8

ben=159
149 151 159 SOlZ(l,l,l,O,l,l,O,O)
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El problema de la mochila 0-1

— De los 2°-1 nodos del espacio de estados, solo se
generaron 33.

— Se podia haber reducido a 26 simplemente
sustituyendo la condicion

ben < cota(...)
en el algoritmo “busqueda” por:

ben < é&ota(...)q
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El problema de la mochila 0-1

« Hasta ahora hemos visto algoritmos de
busqueda con retroceso basados en
arbol de espacio de estados estatico.

« Se pueden disenar algoritmos basados
en arboles de espacio de estados
dinamicos.
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El problema de la mochila 0-1

« Solucion del problema de la mochila 0-1
basada en un arbol dinamico:

— Resolver el problema sin la restriccion de
integridad (con el algoritmo voraz):
maximizar g hix;
1£i £n

suetoa g pixi £C (*)
1£i £n

con OE£x £1, 1£i£n

+ Sila solucion obtenida es entera (0-1),
también es optima para el problema 0-1.

+ Si no es entera, existe exactamente un Xx; tal
que 0<x<1.

Se parte el espacio de soluciones en dos
subespacios: en uno (subarbol izquierdo)
x;=0y en otro (subarbol derecho) x.=1.

— En general, en cada nodo del arbol, se usa el
algoritmo voraz para resolver el problema (*) con
las restricciones afnadidas correspondientes a las
asignaciones ya realizadas a lo largo del camino
desde la raiz al nodo.

+ Silasolucion es entera, ya se tiene el optimo
para ese nodo.

+ Sino lo es, existe exactamente un x; tal que

0<xi<1, etc.
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

« Calculo de las distancias a partir de un
conjunto de puntos:

— Se tienen n puntos distintos localizados en el eje
X, con coordenadas Xy, X,, ..., X, de forma que
X,=0y que X;<X,<...<X..

— Esos n puntos determinan m=n(n-1)/2 distancias
d;, d,, ..., d;, entre cada par de puntos (X;-x;, 1>]).

R | ml
— Dado el conjunto de puntos, es facil construir el
conjunto de distancias en tiempo O(n?).

— Mas aun, en tiempo O(n2?log n), se puede
construir el conjunto de distancias ordenado.

« Problema inverso: calculo de las
coordenadas de los puntos a partir de
las distancias (si existen).

— Tiene aplicaciones en fisica y biologia molecular.

— No se conoce todavia un algoritmo que lo
resuelva en tiempo polinébmico.

— El algoritmo que vamos a presentar “parece”
comportarse en tiempo O(n?log n), pero ni se ha
demostrado esta conjetura ni se ha encontrado
un contraejemplo.
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

« Veamos un ejemplo:
D={1,2,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6,7,8,10}

— Como | D|=m=n(n-1)/2, n=6.
— Se fija x,=0 (por ejemplo).
— Claramente, x,=10, porque 10 es el maximo de D.

|
| |
X,=0 Xs=10
D={1,2,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6,7,8}

— La distancia mayor restante es 8, luego x,=2 0
X:=8. Por simetria, puede observarse que ambas
elecciones dan una misma solucion (en realidad,
una da la imagen especular de la otra) o no dan
solucion. Tomamos X:=8.

— Se borran las distancias Xg-X;=2 y X.-X,=8 de D.

|

!
X1:O X5:8 X6:10
D={122333,4555,6,7}
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

— El siguiente valor mas grande de D es 7 luego,
X,=7 0 X,=3.

¢ SiXx,=7, las distancias Xg-7=3 y X.-7=1
también deben estar en D. Lo estan.

| 1 |
X,=0 X, =7 %X=8  x.=10

D={2,2,3,3,4,5,5,5,6}

La distancia mayor es ahora 6, asi que X,=6 0
X,=4.

Pero si X,=6, entonces x,-X,=1, lo cual es
imposible porque 1 ya no esta en D.

Y si X,=4, entonces X,-X,=4 y X:-X,=4, lo cual
también es imposible porque 4 s6lo aparece
unavezen D.

Retroceso...
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

¢ Si X,=3, las distancias 3-x,=3 y X.-3=5
también deben estar en D. Lo estan.

I I I
X,=3 X=8  x.=10
D={1,2,2,3,3,4,5,5,6}

X

H ——
1
o

Ahora hay que escoger entre X,=6 0 X,=4.

X,=4 es imposible porque D solo tiene una
ocurrencia de 4 y harian falta dos.

X,=6 si es posible.

|
| | | | |
X,=0 X,=3 X,=6  X.=8 Xs=10

D={1,2,3,5,5}
La Unica eleccion que queda es X,=5:

|
| | | | | |
X,=0 X,=3 Xs=5 X,=6  x.=8 Xg=10

Y se ha llegado a una solucion.
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

— El arbol asociado al proceso anterior es:

G
%=6D =D

(*) indica que los puntos elegidos son inconsistentes
con las distancias dadas

(**) indica que ese nodo tiene dos nodos imposibles
como hijos (luego es un camino incorrecto)
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econstruccion de puntos a
artir de las distancias

ti pos saco = nulticonjunto de entero;
sol = vector[1l..n] de entero

al goritno reconstruir(ent D:saco;
sal x:sol;
sal éxito:bool eano)
{Pre: |Dl=n(n-1)/2}
principio
éxi to: =f al so;
x[ 1] : =0;
X[ n] : =maxi no( D) ;
el i m nar Max (D) ;
x[ n-1] : =maxi no(D) ;
el i m nar Max(D) ;
si x[n]-x[n-1]1TD
ent onces
elt mnar(x[n]-x[n-1],D);
col ocar (x, D, 2, n- 2, éxi t o)
Si no
éxito: =fal so

fsi
fin

Esquemas algoritmicos - BUsqueda con retroceso



Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

algoritnmo colocar(e/s x:sol; el/s D:saco;
ent iz, de:entero;
sal éxito: bool eano)
{Al goritno de busqueda con retroceso para col ocar
| os puntos x[iz]..x[de].
X[1]..x[i1z-1] y x[de+l1l]..x[n] ya se han col ocado
provi si onal nente. }
vari abl e maxD: entero
principio
si D=4& entonces éxito:=verdad
Si no
maxD: =maxi no( D) ;
{comprueba si es factible x[de]=maxD}
si | x[j]-maxDTD," 1fj<iz," de<j£n entonces
x[ de]: =maxD;, {intenta x[de]=nmaxD}
para 1£j <iz, de<j£n hacer
el imnar(|x[)]-maxD, D)
f par a;
col ocar(x,D, i z,de-1, éxito);
Si not éxito entonces {retroceso}
para 1£] <i z, de<j £n hacer
{deshace | a el i m naci 6n}
i nsertar (| x[j]-mxD, D
f par a
fsi
fsi:
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

{Si falld el prinmer intento, se intenta ver si
x[1 z] =x[ n] - maxD}
si not éxito and | x[n]-maxD-x[j]|T1 D,
1£) <i z," de<j £n entonces
x[1z]:=x[n]-maxD;
para 1£] <i z, de<j £n hacer
el imnar(|x[n]-maxD-x[]]],D)
f par a;
col ocar(x, D,i z+1, de, éxito);
SI not éxito entonces {retroceso}
para 1£j <i z, de<j £n hacer
{deshace | a el i m naci 6n}
I nsertar (| x[n]-maxD-x[j]], D)
f para
f si
fsi

f si
fin
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

< Analisis de la eficiencia:

— Caso facil: No se realiza ningun retroceso.

+ Hay como maximo O(n?) operaciones de
“eliminar” un elemento de D.

En efecto, porgue no se realiza ninguna
insercion en D e inicialmente tiene O(n?)
elementos.

+ Hay como maximo O(n?) operaciones de
busqueda (I ) de un elemento.

En efecto, en cada ejecucion de colocar hay
como maximo 2n busquedas y colocar se
ejecuta O(n) veces (si no hay retrocesos).

+ Si D se guarda en un arbol AVL, el coste de
las operaciones de eliminar y buscar es
O(log n).

el coste es O(n?log n)
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Reconstruccion de puntos a
partir de las distancias

— En general, ocurren retrocesos, V:

+ No se conoce ninguna cota polinédmica del
numero de retrocesos (luego, en principio,
no se conoce ninguna soluciéon polindmica).

Sin embargo:

+ i No se conoce ningun ejemplo en el que el
numero de retrocesos sea mayor que O(1) !

Luego, es posible que el algoritmo sea O(n?log n).

Por ejemplo, se ha demostrado que si los n
puntos se generan de acuerdo con una
distribucion uniforme en el intervalo [0,max],
con max=Q(n?), entonces con probabilidad 1 se
efectila como maximo un retroceso durante todo
el algoritmo.
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Arboles de juego: tic-tac-toe

« Estudio de ciertos juegos de estrategia
gue pueden representarse mediante
arboles:

— cada nodo se corresponde con una configura-
cion posible del juego (por ejemplo, estado de un
tablero), y

— cada arco es una transicion legal, o jugada, desde
una configuracion posible a una de sus
sucesoras.

« Por simplificar, consideremos que:
— hay dos jugadores que juegan alternadamente,

— los dos jugadores estan sometidos a las mismas
reglas (juego simétrico),

— el azar no interviene (juego determinista),
— una partida no puede durar indefinidamente, y

— ninguna configuracion tiene un numero infinito
de posibles sucesoras.
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Arboles de juego: tic-tac-toe

— La configuracion inicial del juego es la raiz del
arbol correspondiente.

— Las hojas del arbol corresponden a las configura-
ciones terminales del juego, en las que no existe
jugada siguiente

+ bien porque uno de los jugadores ha ganado

+ bien porque no ha ganado ninguno
(situacion de empate)

— Los niveles impares del arbol estan asociados con
las configuraciones en las que debe jugar uno de
los dos jugadores, mientras que los niveles pares
se asocian a las configuraciones en las que debe
jugar el otro.
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Arboles de juego: tic-tac-toe

— A cada nodo del arbol se le asocia una etiqueta
Illamada funcién de utilidad.

— Por egjemplo, una funcién de utilidad habitual
toma tres valores posibles:

+ “configuracion ganadora”,
+ “configuracion perdedora” y
+ “configuracion empatadora o nula”.

— Interpretacion:

Situacion (o posibilidades) que tiene el jugador
(tomamos partido por uno de ellos) en esa con-
figuracion, suponiendo que ninguno de los dos
jugadores se equivocara y ambos realizaran en lo
sucesivo la mejor jugada posible.

— La funcion de utilidad puede asignarse de forma
sistematica.
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Arboles de juego: tic-tac-toe

« Ejemplo: el juego del tic-tac-toe.

— Una especie de tres en raya con mas de tres
fichas por jugador.

— Llamaremos a los dos jugadores “él” y “yo”.

— Supondremos, por ejemplo, que empieza “yo”.

— El arbol tiene la forma siguiente: -
funcidén de

utilidad “empatadora”

mueve “yo’
/ funcion de
yo 0 1z (13 7
6 &g 1‘/utllldad ganadora
mueve “yo ET_E funcion de
/ utilidad “perdedora”

vl yolyolyol bl _Fo y__ly_
nivi 7“ . L volel] 1 volyder] | yo
mueve “d = =

él él él s | | él fyolé
GANA “yo" / \ / \

_ ofl o Jiy o ygé y 0
nivel 8“ . opoE!] o cyclel -1 yde eI|yoeI 1
mueve "yo s ]k él]elffel éllydeél ey ole!

GANA “&" |
‘_oél ko yoéllyo ly Ay oly 0
nivel 9 bo okl] 0 yqydél] o elfyolel] 1
dﬁél‘ ellydel] iflyolel ]
EMPATE EMPATE GANA “yo’
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Arboles de juego: tic-tac-toe

« Calculo de la utilidad:
— Se da valor, en primer lugar, a las hojas:

+ la utilidad en una hojavale 1,006 -1sila
configuracion del juego corresponde a una
victoria, empate o derrota, respectivamente,
del jugador por el que hemos tomado
partido (*yo”).

— Los valores de la funcion de utilidad se
propagan hacia arriba del arbol de acuerdo a la
siguiente regla (estrategia minimax):

+ si un nodo corresponde a una configuracion
del juego en la que juega “yo0” (nivel 0 0
par), se supone que ese jugador hara la
mejor jugada de entre las posibles y, por
tanto, el valor de la funcién de utilidad en la
configuracion actual coincide con el valor de
esa funcion en la configuracion de la mejor
jugada posible (para “y0”) que se puede
realizar desde la actual (hodo max);

+ Si un nodo corresponde a una configuracion
del juego en la que juega “él” (nivel impar
del arbol), se supone que ese jugador hara la
mejor jugada de entre las posibles y, por
tanto, el valor de la funcion de utilidad en la
configuracion actual coincide con el valor de
esa funcion en la configuracion de la peor
jugada posible (para “yo0”) (nodo min).
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Arboles de juego: tic-tac-toe

— Si laraiz tuviera el valor 1, entonces “yo” tendria
una estrategia que le permitiria ganar siempre

(no es el caso del tic-tac-toe).

— En el tic-tac-toe la funcion de utilidad de la raiz
vale 0 (ningun jugador tiene una estrategia
ganadora):

Si NO se cometen errores, se puede garantizar
al menos un empate.

— Si laraiz tuviera un valor -1, el otro jugador
(*€l”) tendria una estrategia ganadora.
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Arboles de juego: tic-tac-toe

— La funcion de utilidad puede tener un rango mas
amplio (por ejemplo, los nUmeros enteros).

— Ejemplo: Ajedrez

+ se ha estimado que el arbol del juego tiene
mas de 10'% nodos

¢ Si un computador pudiera generar 101!
nodos por segundo, necesitaria mas de 1089
anos para construirlo

+ esimposible dar valor a la funcion de
utilidad de cada nodo de abajo hacia arriba
(como en el caso del tic-tac-toe)

+ para cada configuracion actual del juego, se
toma dicha configuracion como raiz del
arbol

¢ Se construyen varios niveles del arbol
(el nUmero depende de la velocidad del
computador o puede ser seleccionado por el
usuario)

+ la mayor parte de las hojas del arbol cons-
truido son ambiguas (no indican triunfos,
derrotas ni empates)

+ la funcion de utilidad de las posiciones del
tablero intenta estimar la probabilidad de
gue el computador gane desde esa posicion
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Arboles de juego: tic-tac-toe

« Implementacion () detallada:

— representacion de una configuracion del juego
(definicion del tipo de dato configuracion)

— enumeracion de las configuraciones accesibles
desde una dada mediante la ejecucion de una
jugada, y

— calculo de la funcién de utilidad para una
configuracion dada, sabiendo quién juega en ese
momento
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Arboles de juego: tic-tac-toe

al goritno juegaEl Conputador(e/s c:config)

{c es una configuracién no final; el algoritno
realiza |la nejor jugada posible a partir de c,
| a comunica al usuario y actualiza c}

variables maxUilidad, | altilidad: entero;
| - 1.. maxEnt er o;
nmej or Jugada, unaJugada: confi g
principio
| o =1;
{calculo de la 1% config. accesi bl e desde c}
j ugada(c, i, unaJugada);
nmej or Jugada: =unaJugada,;
maxUti | idad: =utilidad(nejorJugada, fal so);
{"fal so" indica que cuando | a configuracion
sea "nej orJugada", no juego yo}
nmg not esLaU timaJugada(c,i) hacer
| o =1 +1;
j ugada(c, i, unaJugada) ;
| aUtilidad: =utilidad(unadugada, f al so);
si laUtilidad>maxUtilidad entonces
nmej or Jugada: =unaJugada;
maxUtilidad: =l aUtili dad
fsi
fmo;
comuni caAl Usuari o( nej or Jugada) ;
c: =nej or Jugada
fin
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al goritno jugada(ent c:config;
ent i:1..maxEntero;

sal unaJugada: confi g)
{Pre: ¢ admte al nenos i jugadas diferentes.}
{Post: unaldugada es la i-ésim jugada posible
desde c.}

al goritnmo esLaU ti maJug(ent c:config;
ent 1:0..nmxEntero)
devuel ve bool eano

{Devuel ve verdad si y solo si c adnmte
exactanmente i jugadas diferentes.}

al goritno conuni caAl Usuari o(ent c:config)
{Muestra en pantalla |a configuracioén c.}

algoritno utilidadFinal (ent c:config)

devuel ve entero

{Pre: c es una configuracioén final del juego.}
{Post: devuelve la utilidad de c.}
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algoritno utilidad(ent c:config;
ent juegoYo: bool eano)
devuel ve entero
{Calcula la utilidad de ¢ teniendo en cuenta
qui én juega.}
vari ables laUtili dad: entero;
| 1. . maxEnt er o;
unaJugada: confi g

principio
si esLaU timadug(c, 0)

ent onces
devuel ve utilidadFi nal (c)

Si no
| =1;
j ugada(c,i,unaJugada);
| aUtilidad: =

utili dad(unaJugada, not juegoYo);
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fsi
fin

mg not esLaU tinmadug(c,i) hacer
| =1 +1;
j ugada(c, i, unaJugada);
Ssi j uegoYo
ent onces
laUtilidad: =
max(l auUtil i dad,
utilidad(unaJugada, f al so))
Si no
laUtilidad: =
mn(lautilidad,
utili dad(unaJugada, verdad))
fsi

fmo;
devuel ve lalti |l i dad
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< Sobre el tamano del arbol;

— Si empieza el computador, se examinan
97162 nodos.

— Si el computador juega en segundo lugar:

+ se examinan 5185, si el jugador humano
coloco primero en el centro,

+ Se examinan 9761, si el humano colocé en
una esquina,

¢ se examinan 13233, si el humano colocé en
una casilla que no es ni el centro ni una
esquina.

« Se precisan métodos para evaluar
menos nodos sin perder informacion...

< El mas conocido es el método de
“poda a-b”
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« Poda a:

nodo max @ =20

nodo min

— Una vez que se encuentra el descendiente d de c,,
no es necesario seguir calculando descendientes
de c, (porque c, es un nodo “min”, tendra un
valor menor o igual a 15, y su padre es “max” y
ya tiene un valor mayor o igual a 20).
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<+ Podab:
O

nodo min @ =44

_—— T

nodo max 44 =68

d

68

— Una vez que se encuentra el descendiente d de c,,
no es necesario seguir calculando descendientes
de c, (porque c, es un nodo “max”, tendra un
valor mayor o igual a 68, y su padre es “min”y
ya tiene un valor menor o igual a 44).
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« Resultados practicos:

— La poda a- b restringe la busqueda a O% )
nodos (si el nimero original es n).

— Este ahorro es muy grande y supone que las
busquedas que usan la poda a- b pueden ir al
doble de la profundidad en comparacion con un
arbol no podado.

— En el ejemplo del tic-tac-toe, el nimero inicial de
97162 nodos se reduce a 4493.
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