Naloge iz britanskih drzavnih tekmovanj - priprave v letu
2000/2001 - Irena Majcen

1. Dokazi, da stevilo 3" + 2 - 17", n € N ni nikoli popoln kvadrat.
2. Dokazi, da 19 - 8" 4 17 ni prastevilo za noben n € NU {0}.
3. Poisci vse a, b in ¢, da velja izraz (r —a)(x — 10) + 1 = (x + b)(z + ¢).
4. Poisci vse celostevilske resitve naslednjih dveh enach
a+0=9
3523 + 6627y + 42xy* + 9y = 9.

5. Poisci vse pare (m,n) pozitivnih stevil, ki zadoséajo naslednjima pogojema:
a) Dve cifri m-ja sta enaki kot cifri na istem mestu n-ja, drugi dve cifri m-ja pa
sta za eno manjsi kot istolezni cifri n-ja.
b) m in n sta Stirimestna kvadrata.

a) stevilo iz zadnjih treh stevk stevila n za 1 vecje kot Stevilo iz prvih treh stevk
(n lahko izgleda tako 123124),
b) stevilo n je popolni kvadrat.

7. Za vsako naravno Stevilo ¢ je definirano zaporedje a; = 1, ap = ¢ in a, =
(2n + 1)a,_1 — (n* — 1)a,_». Za katere vrednosti ¢ ima zaporedje lastnost, da
a; deli a; za vsak ¢ manjsi od j7

8. Kvadrat stevila 20 ima isto Stevilo Stevk razlicnih od ni¢ kot 20.
a) Ali obstaja Se kaksno dvomestno stevilo poleg 10, 20, 30 s taksno lastnostjo?
b) Ali poleg 100, 200 in 300 obstaja Se kaksno tromestno stevilo s taksno last-
nostjo?

9. Dolo¢i najmanjso vrednost izraza x? + 5y + 822, kjer so x, y, z realna $tevila,
ki zadoscajo pogoju yz + zx + xy = —1.

10. Pokazi, ¢e sta x in y naravni Stevili in je 22 + y* — 2 deljivo z 2xy, potem je x
popoln kvadrat.

11. Dokazi, e sta x in y racionalni stevili, ki zadostujeta enacbi 2% + y® = 22232,
potem je 1 — zy kvadrat racionalnega Stevila.

Resitve

1. Opazimo, da velja 3* = 1 (mod 10) in 17* = 1 (mod 10) in tako lo¢imo 4
moznosti: ¢e je n = 4k + 1 potem je 3" = 34k + 1) = 3! (10) in 2 - 174+ =
2-17 =4 (10), torej je vsota 3" +2-17" = 3+4 = 7 (10); ¢e je n = 4k+2 potem
je 3" = 34k +2) =32 =9 (10) in 2 - 17%+2 = 2. 172 = 8 (10), torej je vsota
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3" 4+2-17" = 94+8 = 7 (10); ¢e je n = 4k+3 potem je 3" = 3(4k+3) = 3% = 7 (10)
in 2-17%3 =2.17 = 6 (10), torej je vsota 3" +2-17" =6 + 7 = 3 (10); ce
je n = 4k + 4 potem je 3" = 34k +4) =1 (10) in 2 - 17%+4 = 2.1 = 2 (10),
torej je vsota 3" +2-17" = 142 = 3 (10). Izraz nam da ostanke 3 in 7 po mod
10, kvadrati pa se koncajo na 1, 4, 5, 6, 9 in 0, zato 3" + 2 - 17" ne more biti
popolni kvadrat.

.V enac¢bo vstavimo prvih nekaj n-jev in sklepamo o deljivosti in jo nato dokazemo.
Za n = 2k velja 8% = (=1)** =1 (mod 3) in 19-8 +17 =19+ 17 = 36 =
0(mod3), torej je za sode n-je deljivo s 3.

Pa poglejmo lihe n-je. Ker je 82 = —1 (mod 13) in 8 = 1 (mod 13), dobimo
84+l = 8 (mod 13), torej je za n = 4k+1 izraz enak: 19-8%+1 417 = 19.84+17 =
169 = 0 (mod 13). Se pravi, da je za n = 4k + 1 deljivo s 13. Ostane nam Se
samo n = 4k + 3. Ocitno 2 in 3 ne delita takega stevila, zato poglejmo deljivost
s5: 82 =64 = —1 (mod 5) in 8 = 3% = 27 = 2 (mod 5), torej

19-8%+3 +17=19-2+17=(-1)-2+2 =0 (mod 5). Izraz je za sode n-je
deljiv s 3, za lihe pa z 13 oziroma 5. Zato ne more biti prastevilo.

. 1. naéin Najprej zmnozimo in pogledamo koeficiente pri z, ki nam dajo enacbo
b+c = —a—10 ter proste ¢lene, kjer dobimo 10a+1 = bc. 1z zadnjih dveh enach
eliminiramo a: bc+ 100+ 10c+99 = 0, kar preoblikujemo v (b+10)(c¢+10) = 1.
Lo¢imo dva primera (oba ¢lena sta 1 ali -1), ki nam dasta dve resitvi za (a, b, ¢)
in sicer (8,—9,—-9) in (12, —11, —11).

2. nacin V prvotno enacbo najprej vstavimo x = 10 in takoj dobimo zvezo
(b+ 10)(c+ 10) = 1. Nadaljujemo tako kot pri prejsnji resitvi.

. 1. mnacin Najprej opazimo, da so reSitve prvega dela a = 2,0 = 1 in b =
2,a = 1. Pa pustimo dokaz za pozneje. Pa poglejmo del b). Ocitno sta oba
dela naloge povezana, zato poskusimo preoblikovat ena¢bo pod b) v enacbo pod
a). Nastavimo a = Az + By in b = Cz + Dy in to zmnozimo ter primerjamo
koeficiente, ki nam dajo enacbe A3+ C3 = 35in B3+ D3 =9.... S poskusanjem
pridemodo A=2, B=1,C=3in D = 2.

Vrnimo se na prvi del dokaza. Ce sta a in b obe pozitivni, lahko predpostavimo
a > b in ocenimo a® < 9 oziroma a > 2. Dobimo Ze znani resitvi.

Pa naj bo eno izmed a in b negativno. Naj bo b = —c¢, ¢ € N. Vendar se lahko
prepricamo, da enacba a® — ¢3 = 9 nima regitev (razstavimo).

Za del b) iz enacbe (22 + y)® + (3z + 2y)? = 9 sledi (x,y) € (0,1),(3,—4).

2. nacin za del a Uvedemo substitucijo a + b = v in ab = v. Potem enacbo
preoblikujemo v9 = a® + v* = u® — 3uv = u(u® — 3v), kjer dobimo smiselne
resitve za (a,b) € (2,1),(1,2) lezau=31in v =2.

3. nacin za del a Enacbo bi radi resevali npr. kot kvadratno enacbo po a, da
se znebimo potence a® uporabimo substitucijo b = k — a, kar nam da enacbo
(3k)a* — (3k*)a + k* — 9 = 0.Diskriminanta D = 3k(36 — k) mora biti popolni
kvadrat. Diskriminanta je pozitivna le za 0 < x < 4, popolni kvadrat pa le pri
k = 3, ki na da Ze znane reSitve.

. Najprej vemo, da sta oba popolna kvadrata. Torej n —m = 2* — y? = (z —
y)(x +y). Potem sta oba desna faktorja liha, ali pa oba soda. Torej sta m in
n razlicne parnosti ali pa je njuna razlika deljiva s 4. Ce zapiSemo m v obliki
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‘abed, kjer so abed stevke, ima n obliko:

I. ab(c + 1)(d 4+ 1) Naredimo razliko teh dveh kvadratov: n —m = 11.
(z+y)(z—y)=1Lz+y=1linx—y=1;

To enacho resita le kvadrata 36 in 25. Torej ni reSitev.

II. a(b + 1)c(d + 1) Razlika teh dveh kvadratov znasa 101, kar pomeni z =
51,y = 50. Torej dobimo m = 2500 in n = 2601.

III. (@ + 1)be(d + 1) Kvadrata se razlikujeta za 1001 = 71113. Dobimo: z =
501,y = 500, kvadrata nista ve¢ Stirimestna; in x = 75,y = 68, kvadrata sta
n = 5625 in m = 4624, ter Se x = 51 in y = 40, n = 2601tnm = 1600 in
o =45,y = 32,m = 1024 in n = 2025.

IV. a(b+ 1)(c+ 1)d Razlika kvadratov znasa 110. Je deljiva z 2, ni pa s 4, zato
tu resitev ni.

V. (a4 1)(b + 1)cd Razlika kvadr. znasa 1100=225511. Dobimo pare (z,y) :
(276,274), (60, 50), (36, 14). Edina resitev za m in n je (2500, 3600).

VI. (a + 1)b(c + 1)d. Razl. kv. znasa 1010, kar je sodo in ni deljivo s 4.

Vse resitve so

(2500, 2601), (4624, 5625), (1600, 2601), (1024, 2025) in (2500, 3600).

. Stevilo n lahko zapisemo kot n = 1000z + 1 + z, kjer je x neko tromestno
Stevilo. Naj bo n = 3% Potem y?> = 1000z + x + 1 in to razstavimo kot
(y—1)(y+1) = 1001z = 13 % 7 * 11z.

Lo¢imo 6 primerov (y < 1000):

Ly+1=143k,y —1=Tm

k=3,m=61,x=183,n = 183184

II.y+1="7k,y —1=143m

m =4,k =82, X =328, n = 328329

. y+1=91k,y — 1 =11m

k=8,m =66,r =528, n = 528529

IV.y—1=91k,y+1=11m

k=3,m =25 X = 75, ni Sestmestno.

V.y+1="77k,y —1=13m

k=11,m = 65,2 = 715,n = 715716

VL y—1=77k,y+1=13m

k=2,m =12, x = 24, ni Sestmestno.

. Pogledamo naslednji ¢len: a3 = 7c — 8 torej ¢ deli 8. Moznosti za cso 1, 2 ,4, 8.
I. ¢ = 1. Dobimo zaporedje 1, 1, -1, -24, -240, -3960, torej as ne deli ag.

I1. ¢ = 2 Zaporedje: 1, 2, 6, 24, 120, ...

Domnevamo: a,, = na,_; kar dokazemo z indukcijo s pomocjo rekurzivne zveze.
ITI. ¢ = 4, zaporedje se glasi 1, 4, 20, 120, 840, ...

Domnevamo: a, = (n + 2)a,_; kar spet dokazemo z indukcijo s pomocjo
rekurzivne zveze.

IV. ¢ = 8, zaporedje: 1, 8, 48, 318,.... torej az ne deli ay.

. Naj bo N = 10a + b.

I. ¢ = 0 in so ocitno resitve le 10, 20, 30. II. ¢ razlicen od 0, potem sta le zadnja
in prva stevka kvadrata nenicelni. Zapisemo N? = 10%a% + 20ab + b®. Ce b
manjsi ali enak 3, potem mora biti a = 5, a vse moznosti: 51, 52, 53 odpadejo.



10.

11.

Ce b = 5, desetice niso 0, ¢e b = 6, desetice niso 0, ¢e b = 7 dobimo a = 4 ali 9,
a noben kvadrat ni pravi. Ce b = 8 dobimo a = 4 ali 9, spet noben kvadrat ni
pravi. Pri b =9 dobimo a = 4 ali 9, noben kvadrat ni pravi.

Torej ni druge resitve.

Za primer tromestnega Stevila ravnamo podobno...

Pozor, resitev je, npr. 251 251 = 63001.

Poskusamo zapisat dani izraz kot vsoto kvadratov in yz 4+ zx + xy. Opazimo
822 = (22)? + (22)%,5y* = (2y)® + »?. Recimo da lahko zapiSemo z dvema
kvadratoma. V prvem kvadratu vzamemo x, v oba kvadrata 2z, v enega y in v
drugega 2y. S poskusanjem ugotovimo Se predznake, da so koeficienti pri xy, yz
in zx enaki in negativni.

Dobimo 22432 +82% = (v +2y+22)%+(y—22)2—4(yz+zx+2y) > 0+0+4 = 4.
Pokazati moramo Se, da lahko vrednost 4 ta izraz zavzame. Zato vzamemo
enacaj te neenakosti, oba kvadrata sta 0. Sledi x = —2y — 2z in y = 22. Od
tod in iz pogoja yz + zo + xy = —1 sledi x = —3/2,y = 1/2in 2 = 1/4. Za
najvecjo vrednost pa lahko vzamemo z = 0 in x = —(1/y). Izraz 2% + y* + 822
narasca brez kakrsne koli meje.

1.nac¢in Opazujmo: ¢e je p prastevilo, ki deli x, potem p deli tudi y. Ker 2zy
deli 22 + y? — x sledi, da p? deli .

To seveda ni dovolj. Sedaj pa naj bo p poljubno prastevilo, kjer p?*~! deli =.
Zato mora p?*~! deliti y2. Vemo, da p* deli y. 2xy = 2p?*~1 . p* - ¢, kjer je q
neko celo stevilo. Ker je k vecji ali enak 1 je 2k — 1 4+ k vecje ali enako 2k in
p?* deli 22 + y2 — 2. Ocitno deli prva dva ¢lena, zato deli tudi .

2.nacin V dani enac¢hi vidimo kvadratno enacbo dveh spemenljivk. Zapisemo jo
kot 22 +y? —x —2kxy = 0 in resimo po y. Ker je y celo, mora biti diskriminanta
popolni kvadrat. D = (2kx)? — 4(2? — z) = 4z(z(k* — 1) — 1). Ker sta z in
izraz v oklepaju tuja, mora biti x popolni kvadrat.

Ceprav enacba ni homogena, delimo z y® na obeh straneh,
z\2
V dobljeno enacbo (£)5+1 = o)

y v
AV
Podobno naredimo za x: 1+ (£)° = 2% in vstavimo ¢: 1+ 5 = 2%

uvedemo substitucijo % =t, torej t°+1 = 2%

. . v1o- . . X _ot? o 2 . . o o

Iz dobljenih enacb izrazimo x in y: y = 1555; ¢ = 2 i vstavimo v l—xy =
1o a2 (-
t2(14+6°)(1+t°) — (°+1)2°



